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1. Introducéao

Apresenta-se texto introdutério sobre a teoria de cascas. Utiliza-se
abordagem cléssica do problema, e séo tratados apenas casos especificos de
caracteristicas geométricas e carregamentos mais simples.

Na abordagem classica da analise estrutural de cascas, € usual dividir a
andalise em duas etapas, efetuando-se primeiramente equilibrio da estrutura em
regime de membrana, para, em seguida, resolver os erros de compatibilidade
com uma teoria mais geral, que leve em conta efeitos de flexao.

O objetivo maior deste texto € fornecer aos alunos uma ideia geral do
comportamento estrutural de cascas aplicadas a estruturas de reservatorios e
de coberturas.

Apresentam-se também alguns exemplos de uso de programas
disponiveis de elementos finitos para anélise eléstica dessas estruturas.

A analise estrutural de cascas com teorias rigorosas € tema muito vasto
e complexo e por isso, mesmo com 0s computadores, € importante que o
projetista conheca alguns modelos simplificados. De acordo com Billington
(1982) “The advantage of a simplified analysis is that the designer can spend
more time thinking about assumptions, about appropriate forms, and about
construction all at the crucial stage of preliminary design”. Diante desse fato,
neste trabalho procura-se também discorrer sobre algumas dessas teorias.

2. Tipos de cascas

Uma casca € uma estrutura de superficie ndo plana, na qual uma das
dimensdes — espessura — € muito menor que as outras duas dimensodes.
Cascas sao muito empregadas em estruturas civis, em coberturas e paredes.

Quando se estudam barras, para fins de analise estrutural, a geometria
dos elementos é representada pelo eixo. No caso das cascas, utiliza-se a
superficie média. Dessa forma, podem-se diferenciar os tipos mostrados na

figura abaixo (Ramaswamy, 1968).

Neste trabalho serdo tratados apenas alguns tipos de cascas mais
usuais, como cascas cilindricas e cupulas. Considerando ainda que o objetivo €
permitir a aplicacdo ao projeto de reservatorios e coberturas, os carregamentos
considerados também serdo alguns tipos mais usuais.

Prof. Carlos E. M. Maffei [l
Profa. Heloisa Helena S. Gongalves
Prof. Pedro Wellington G. N. Teixeira



PEF 2502 - Introducao a Teoria das Cascas - I parte

|
Curvatura simples - desenvolvivel ‘

‘ Curvatura dupla, ndo desenvolvivel

| — ———
Curvatura Sinclastica,
gaussiana nula, curvatura
equagdo de gaussiana
memb,ra_na positiva,
parabodlica equacido de
- membrana
[} | | | ’ .
Cascas de eliptica
CaseEs de translacao Superficies \_ :
revolugdo regradas . )
[W
cilindricas Cascas de Cascas de
" — revolucdo translagdo
ascas conicas Cascas
cilindricas e
conicas p
Cupula
c'rcm?,r' Paraboldide
paraboldide, eliptico
elipsdide de paraboldide
revolucdo, circular
etc.

Prof. Carlos E. M. Maffei

2

Profa. Heloisa Helena S. Gongalves
Prof. Pedro Wellington G. N. Teixeira

Anticlastica,
curvatura
gaussiana

negativa, equacgao
de membrana
hiperbdlica

.

| |
Cascas de
revolugdo

Cascas de
translagao

Hiperboldide
de revolucgdo
de uma folha

Paraboloide
hiperbdlico

Superficies
regradas

Condides,
paraboldides
hiperbdlicos,
hiperboléide
de revolugdo
de uma folha

pre—
Outros

tipos
especiais
(casca
corrugada,
casca
funicular,
etc.)




PEF 2502 - Introducao a Teoria das Cascas - I parte

Nas figuras seguintes ilustram-se algumas aplicacdes de estruturas em
casca em obras civis.

Na Figura 1, apresenta-se uma cobertura em casca de concreto armado
com dimensdes em planta de 25m x 48m.

Figura 1.

Na Figura 2, apresenta-se uma aplicacdo de casca cilindrica curta para
um viaduto rodoviario.
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Figura 2

Na Figura 3, apresenta-se uma casca cilindrica empregada para
fechamento de um poco.

Figura 3

Na Figura 4, apresenta-se um reservatorio cilindrico com capacidade de
15.000 m3, com estrutura em casca, no qual a parede foi executada com chapa
de aco.
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Figura 4

3. Teoriade membrana
3.1. Cascacilindrica circular
3.1.1. Esforgos

Iniciando com uma casca cilindrica, serdo deduzidas as equacdes de
equilibrio a partir das definicdes mostradas na figura abaixo, sendo:

e 1 =raio da superficie média da casca;
e L =comprimento da casca cilindrica,
e h =espessura da casca;
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PR

Nas figuras a seguir representam-se os esforcos internos e as acoes
externas sobre um elemento diferencial.
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z rde

Acdes externas (F/A, p.ex. KN/m?)

As equacdes de equilibrio sdo apresentadas a seguir. Inicialmente,
considere-se o equilibrio de forgas na dire¢ao circunferencial (0):
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ON,
20

dN.
(N + " d8)dy cos(d6) — Nody +— ;9 dyrd@ + pydyrdd = 0
O termo cos(dB) é necessario porque a tangente é diferente nas duas
faces do elemento. Porém, como dO é muito pequeno, cos(dB®) pode ser
assumido igual a unidade. Dessa forma:
0Ny 0Ny

20 "7 90

+ per =0
Considere-se agora o equilibrio na direcao vertical (y):

Ny d(9+aN"y dody + p,rdody = 0
5 T 5 y + pyrdfdy =

O que leva a:

N, 3Ng,
Tw‘F 90 +py

r=20

E, finalmente, considerando-se a direcao radial (z), tem-se:

dN,
(N, + a—;d@)dy sen(d@) + p,dyrdf = 0
®
\: o @/,_
r/ N4
08 Ng

/
\ /
/

[ )
® p _

K

Admitindo que sen(dB)=dB e desprezando termos de ordem superior
envolvendo diferenciais:
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Ng +p,mr =0

Observar que a relacéo Nyg=Ngy SO € valida se a espessura (h) da casca
€ muito menor que o raio (r) da sua superficie média. Entdo, seguindo-se com
essa hipotese de que h«r, o equilibrio de momentos estaria satisfeito. As trés
equacdes de equilibrio reproduzidas abaixo expressam o equilibrio estatico do
elemento diferencial.

Ny
T+pz—0
JdNy aNyg
W%‘T‘ 3 +pgT'—0
aNy aNgy
ra + 50 +pyr—0

De acordo com BILLINGTON (1982), essas equagOes podem ser
reescritas da forma como segue, para solucdo de alguns casos usuais de
carregamentos:

Ng = —p,r (1)
10N
=— G5, t pe)dy + f1(6) @
10N
=~ [C—22 + py)dy + f,(6) ©

Nas expressdes acima, fi(8) e f(8) dependem das condigbes de
contorno nas bordas.

Um primeiro caso a ser analisado € de pressdo variavel com a
profundidade, conforme figura abaixo. Considere-se 0 caso em que p, varia

somente com “y”, de forma linear — pressao hidrostatica. Nesta situacao:

p:=—-v(L—-y)

Onde y é o peso especifico do fluido. E, além disso,
py=Pe=Ff1(8)=f2(8)=0, considerando-se a simetria de revolucdo e as condicdes de
contorno nas bordas. Desse modo, as expressoes (1), (2) e (3), resumem-se a:

Ng =y(L—y)r 4)

NyQZO;NyZO
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Outra situacao usual € a mostrada nas figuras a seguir, onde pg € p; sdo
conhecidos e diferentes de zero e py € nulo.

pez psen(s) — pz= pcos(e)
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Nesta situacdo, que pode ser devida a acao da gravidade, aplicando-se
as expressoes (1), (2) e (3), chega-se a partir da Eqg.(1) a:

Ng = —prcosf
ONg 0
5g — Prsen

Inserindo o resultado na Eq.(2), tem-se:

1
Nyg = — f(;prsen@ + psen@)dy + f;(0) = —2pysend + f,(0)

Em y=L, tem-se Ny=0, dai:

f1(8) = 2pLsen®
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E, entdo:
Nyg = 2p(L — y)senf (5)
Derivando-se a expresséao (5) em relagao a 6, tem-se:
Ny
30 2p(L — y)cos6

E, a partir da Eq.(3), chega-se a:

1
N, = —j;Zp(L —y)cosO dy + £,(0)

2 2
N, = —Tp<Ly — %) cosf + £,(60)

Aplicando a condigdo de contorno, em y=L Ny=0, encontra-se f,(6):
P
f2(6) = ;L cos6

E, finalmente:

N, = g(L — v)%cosb (6)
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