LES 201
Matematica Aplicada a Economia

Aulas 8 e 9

Estatica Comparativa

Marcia Azanha Ferraz Dias de Moraes

Analise Estatica Comparativa

Comparacgao de diferentes estados de equilibrio

— diferentes conjuntos de valores dos parametros e
variaveis exégenas
VARIAGAO DOS

Equilibrio Inicial PARAMETROS  Equilibrio Final
e/ou DAS VARIAVEIS
EXOGENAS
Po:Qo """"""""" > P1,Q1
ou
Yo;Co ----------------- > Y1,C1
Como o novo equilibrio se compara com o
antigo?

Analise Estatica Comparativa
Estatica comparativa:

* N&o se considera o processo de
ajustamento

» Compara-se o valor inicial com o valor final

qualitativa : diregdo mudancga
Andlise
quantitativa : grandeza da mudanga

Taxa de Variacéo e Derivada

Uma fungéo y tem sua variagdo Ay calculada para
um dado intervalo Ax da seguinte forma:

Ay _n=do YO0+ A)-y(x0)  f(xo+Ax) - f(x0)

Ax  x-x, Ax Ax
Y1
| ay
Yo AX
—>
Xo X4

Taxa Média de Variagao ou Quociente Diferencial
Ex:y=3x2-4

Taxa Média de Variagdo (ou quociente diferencial)

Ay f(xo+Ax)— f(x0)

A A

Sx,)=

S (x, +Ax) =

Ay flx, +Ax)
Ax A

A Derivada de uma funcao

Quando se esta interessado na taxa de variagao
de yquando Ax é muito pequeno, o

quociente diferencial € chamado de derivada

dy
* A derivada a é definida como o limite do
quociente diferencial ﬂ quando Ax tende a
Ax
zero (Ax— 0)

dy ... N
E—f(x)—/}xugoAx




A Derivada de uma fungao

Para o exemplo anterior:
- \ dy
EI_I}) (6x, +3Ax) =6x, = f'(x) = 5

f'(x) é a FUNCAO DERIVADA de fix)
ftx) é a FUNCAO PRIMITIVA de f(x)

Dada a fung¢do primitiva f(x) sua derivada é denotada por :

dy .. Ay
"(x)=—= lim —
L= = A A

Interpretacdo Geométrica da 12. derivada

* A primeira derivada de uma fungdo num
ponto é a declividade da fungéo neste
ponto

* A declividade m de uma reta é definida
como a tangente do seu angulo de
inclinacado, ou como a taxa de variacéo da
distancia vertical Ay relativamente a
variacao da distancia horizontal Ax a

medida que se move ao longo da reta
m=tand = lim LY
A0 Ax

Interpretacdo Geométrica

Seja y=x2 A
a) Calcule a4
Ax

Interpretacdo Geométrica

Seja y=x?

Calcule f'(x) =

Interpretagdo Geométrica
c) Obtenha a equagao da reta tangente a fungdo y=x2
para x,=2
c.1) Coeficiente angular da reta

c.2) reta passa por x=2
Para x=2, y=x2= 4. Portanto, o ponto (2,4) pertence a
reta

Interpretacdo geométrica
* A 1a. Derivada em relagao a x geralmente € outra

funcdo de x, que deve ser estimada para valores
particulares
— As curvas ndo tém as mesmas declividades em
diferentes pontos (com excegdo para as retas)
Ex: y=x 2, calcule a reta tangente ao ponto x = 3




Aplicacdes da 1a. Derivada em Economia

Fungdes Marginais: estudo das taxas de variagbes
das variaveis econdmicas

» O economista esta preocupado :
— Com o valor do Produto Interno Bruto (PIB), e
— Com as taxas de Variagao do PIB

» O produtor ndo esta preocupado somente com o
Custo Total correspondente a certo nivel de
producéo, mas quer saber sua taxa de variagéo
quando variar a quantidade produzida

=—> Andlise Marginal

Aplicagdes da 1a. Derivada em Economia
Dada a funcéo primitiva:

y =f(x), que representa a funcao total

y’=f'(x) = a fungdo derivada é sua fungdo marginal

— Ambas podem ser representadas graficamente como
funcdes de x

— Para cada valor de x, a fungdo marginal deve mostrar
a inclinagdo da curva fungéo total para o valor de x

(dada a correspondéncia entre a derivada da funcéo e
a inclinacéo de sua curva)

Representacao Grafica
Fungéo primitiva Linear

Funcéo total: y = f(x) =1 + 2 x
Fungédo marginal: y" = %2 = cte

1
y=1 +Ex (fungio total)

.v=l (fungio marginal)

Y2 y

Representagao Grafica - Fungao Primitiva Cubica
Fungao total: y = f(x) = 1/6 x3 — 10x + 50

Fungdo marginal: y'(x) = %2 x2 - 10

y
\ wwe yale10re50
- / 6
dy 1.,
w0 < w2
®
10 Q 447

Representacao Grafica
Fungéo Primitiva N&o Linear
Fungéo primitiva nao linear:
— negativamente inclinada

gera fungdo marginal que se situa abaixo
do eixo horizontal

— positivamente inclinada

gera fungdo marginal que se situa acima
do eixo horizontal

Funcgéo Custo Marginal

Seja a fungcdo Custo Total de uma
mercadoria, que representa o custo para
se produzir x unidades da mercadoria:

C=C(x)
Funcao Custo Marginal: € o custo adicional

da produgéo de uma unidade adicional do
bem x, para dado nivel de producgéao.

— O custo marginal é a taxa de variagdo da
fungéo custo total em determinado ponto




Fungéo Custo Marginal

A funcéo Custo Marginal C'(x) é a
derivada da fungao Custo Total
correspondente.

o 4CT)

Cm =(C"(x)

Fungéo Custo e CMg - Exemplos
Uma empresa produz calculadoras, sendo que o
custo para produzi-las é:

C =C(x) = 0,0001x3 - 0,08x2 +40x + 5000
a) Qual a fungéo custo marginal?

b) Qual o custo marginal quando x = 200; x = 300; x =
400 e x =600 unidades?

Fungéo Custo e CMg - Exemplos

c) Interpretagéo dos resultados

O custo adicional para se produzir:

+ a 201 calculadora = R$ 20

» a 301 calculadora é = R$19

 a 401 calculadora é = R$24

+ a 601 calculadora é = R$52

Custo adicional + elevado:

» Custo horas extras

» Custos manutencéo (stress equipamentos, etc)

Funcdo Custo Médio

Seja C(x) o custo total envolvido na producéo de
x unidades de certo bem.

» O Custo Médio para se produzir x unidades do
bem é obtido dividindo-se o Custo Total de
Produgdo pelo numero de unidades
produzidas.

C (x)= CMe (x) = &)

X

Qual a taxa de variagédo do Custo Médio?
dCme

CMeMa =

Funcao Custo Médio

Qual a taxa de variagdo do Custo Médio?

A derivada CMe’(x) da fungdo Custo Médio,
chamada Fung¢do Custo Médio Marginal, mede
a taxa de variagado da fungao custo médio com
relagdo ao numero de unidades produzidas

Ex:

a) Qual a f¢ custo médio do exemplo anterior?
CT =0,0001 x3 - 0,08x2 + 40x + 5000

CMe =

Funcdo Custo Médio
b) Qual a fungdo Custo Médio Marginal?

¢) Qual seu valor para x = 5007




A derivada e a inclinag&o da curva

Dada uma fungao Custo Total
C=1(Q), onde C = Custo total e Q = Produgao

* O Custo Marginal é definido como a variagdo no Custo Total
resultante da produgéo de uma unidade adicional:
AC
Cmg = —
AQ
Para produtos que admitem:
« somente variaveis discretas, uma variagdo de 1 unidade é a
menor possivel
< Variaveis continuas, AQ refere-se a uma variacéo
infinitesimal
CMg = lim AC
AQ—0 AQ

C
C=AQ
N
[ B
s
ac{ G 5 \O
reta
tangente
A |
[ F E
Q QQ, Q
e

Regras de Derivagao/Diferenciagao

Problema central da Estatica Comparativa:

— determinagdo de uma taxa de variagao:
— Achar a derivada da fungéo y = f(x), para uma variagdo muito
pequena em X

Ainda que:
g=f'(x)= lim Ay
dx

=0 AX

» N&o e necessario passar pelo calculo do limite quando
buscamos a derivada de uma funcéo

« Existem regras de diferenciagdo que permitem obter as
derivadas diretamente

Regras de Derivagao/Diferenciagao
Regras de derivadas de fungoes polinomiais
1. Funcéo constante

y=1f(x) =k
fi(x)=0
» A derivada de uma fungao constante é igual a

zero

— Faz sentido: se a derivada indica a taxa de variagdo
de uma funcéo, e a fungéo constante ndo varia ... sua
derivada tem que ser zero!

— Geometricamente, a derivada de uma fungéo
constante é uma linha horizontal (inclinagéo igual a
zero) em toda a extensado da fungdo

Regras de Derivacao/Diferenciagéo
Regras de derivadas de fungées polinomiais
2. Fungéo polinomial de graus superiores

y=f(x)=c.x"
f(x) =c.n.x "7

Exemplos:
a)y=x’
b) y = 8x6

o)y =x

Regras de Derivagao/Diferenciagao

2. Funcgéo polinomial de graus superiores

Note que, para cada valor de x, o valor de f'(x) é
diferente. Exemplo:

y=x°
y =9x8

x =1 aderivadanopontoé 9(1°)=9
x =2 aderivadanopontoé 9(2 *)=2304




Regras de Derivagao/Diferenciagao

2. Fungéao polinomial de graus superiores
De forma mais geral:

y=[fx)]"
y=n[fx)]""f(x)

Exemplo: 3 = (3x” +2x +5)’

Regras de Derivagao/Diferenciagao

2. Fungéo polinomial de graus superiores

Chamando .'Z=3x2+2x+5y — y=z3
dy _dydz

dx dz dx
y=2"— %=322 Substitui o valor de z —>32
z
z=3x" +2x+5 — %
dx

dy _dvd:

dx  dz dx

Usar Regra da Cadeia :

Resposta : = 3(3x2 +2x+5)? (6x+2)

Regras de Derivagao/Diferenciagao
3. Fungéo logaritmica
3.1 Funcgao logaritmica de base e (neperiana)
y =Inx=log, x
_dy 1
dx x

3.2 F¢ logaritmica genérica

y = log, x
,dy 1
dx x.lnb

Regras de Derivagao/Diferenciagao
3. Fungéo logaritmica
3.3 Funcao logaritmica geral

y = log, f(x)
_dy_ T
dx  f(x).Inb

Regras de Derivagao/Diferenciagao
4. Fungao Exponencial

4.1 — Fungao exponencial base e

y=e”
Ly
dx
4.2 — Fungao exponencial base genérica
y=bx
., dy

Y b mb
YT i

Regras de Derivagao/Diferenciagao

4.3 — Fungao exponencial genérica

y= bfX)

., dy f(x) ,
=—=b" Inbf(x
Y= (x)




Exercicios
Achar as derivadas das seguintes fungdes:
1)y=e"

2)y =In (at)

3) y=log,

Propriedades derivadas

1. Soma/Diferenga: a derivada de uma soma (diferenga)
é a soma (diferenga) das derivadas

d d d
&[f(X) +g(x)]= &[f(X)] + g[g(X)]
Exemplos

a)y =5x4+22x3+91x + 10
y’ =20x3 + 66x2 + 91

b) y = 5x3 — 10x'+50
y'=15x2 — (-10)x2 = 15x2 +10x2

Propriedades derivadas
2. Produto: a derivada do produto NAO é o produto das
derivadas:

100 2001 = M00] - 20+ 100 L (200 = 0. 200 + 09 ')
X dx dx

Ex: y=(8x+ 10) (3x?)

Propriedades derivadas

3. Quociente: a derivada do quociente NAO é o quociente
das derivadas:

d [@] _F®).e®)-fx).g'®)
dx g(x) g’ (x)
10x

E lo: =
xemplo: Y N

Propriedades derivadas
Ex:y = t3Int2




