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Modelagem matemática e 
computacional de estruturas –

o processo de modelagem hierárquica
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Problema Físico

Escolher um modelo matemático

Modelo matemático 1
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Refinar a análise

Escolher um modelo 

hierárquico de ordem 

superior

A decisão de parar depende de 

quais variáveis serão consideradas 

e com qual precisão.

Modelo confiável:
Variáveis de solução são obtidas

com a precisão estabelecida.

Modelo eficaz:
Modelo de menor ordem que 
for confiável.

Interpretação

dos resultados



Exemplo: Grampo de Alpinismo
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Grampo de 
Alpinismo
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Sólido 3-D 
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Tensão normal: P1-P2

Linha P1P2

0

2

4

6

8

10

12

-700 -500 -300 -100 100 300 500 700 900 1100

tensão normal (MPa)

di
st

ân
ci

a 
P1

 - 
P2

 (m
m

)

sólido 3-D
viga curva
viga
viga curva (analítico)

PEF3302 – Mecânica das Estruturas I – Prof. Miguel Luiz Bucalem


Gráfico1
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								Pontos		desloc. Y		deloc. Z

		1		1.55E+00		-5.08E+00		1		0.016		-0.051

		2		-1.14E+01		-3.92E-01		2		-0.114		-0.004

		3		7.15E+00		-1.79E+01		3		0.071		-0.179

		4		-2.14E+01		-1.79E+01		4		-0.214		-0.179

		5		3.90E+01		-1.82E+02		5		0.390		-1.817

		6		-5.00E+01		-1.82E+02		6		-0.500		-1.815

		7		7.43E+01		-4.68E+02		7		0.743		-4.677

		8		-6.92E+01		-4.68E+02		8		-0.692		-4.679

		9		2.72E+02		-7.96E+02		9		2.724		-7.955

		10		9.01E+02		-2.16E+02		10		9.005		-2.163

				STRESS-XX		STRESS-XY		STRESS-XZ		STRESS-YY		STRESS-YZ		STRESS-ZZ

		0.00000E+00		1.11E+13		-3.74E+11		-6.23E+11		7.67E+13		-4.57E+13		2.60E+13

		6.19E+01		7.34E+12		-1.96E+11		-8.59E+10		6.10E+13		-3.18E+13		2.23E+13

		1.24E+02		5.27E+12		-1.77E+09		-3.43E+10		4.91E+13		-2.17E+13		2.14E+13

		1.86E+02		3.56E+12		8.95E+09		-5.59E+10		4.17E+13		-1.52E+13		1.77E+13

		2.48E+02		2.27E+12		4.13E+10		-2.95E+10		3.47E+13		-9.66E+12		1.49E+13

		3.09E+02		1.03E+12		-2.64E+09		-7.53E+10		2.89E+13		-6.03E+12		1.21E+13

		3.71E+02		2.34E+11		-2.92E+10		-2.60E+10		2.37E+13		-2.62E+12		9.91E+12

		4.33E+02		-3.12E+11		1.27E+10		-1.12E+10		1.87E+13		-1.84E+11		7.94E+12

		4.95E+02		-7.60E+11		-1.46E+10		-8.58E+09		1.40E+13		2.14E+12		6.34E+12

		5.57E+02		-1.02E+12		-2.34E+10		-1.90E+09		9.73E+12		3.90E+12		4.66E+12

		6.19E+02		-1.11E+12		-7.65E+09		4.73E+09		5.60E+12		5.51E+12		3.33E+12

		6.81E+02		-1.14E+12		-3.05E+09		1.03E+10		1.75E+12		6.74E+12		2.06E+12

		7.43E+02		-1.14E+12		9.45E+09		1.50E+09		-2.07E+12		7.99E+12		8.96E+11

		8.05E+02		-9.77E+11		7.18E+09		-5.18E+09		-5.65E+12		8.90E+12		-1.46E+11

		8.67E+02		-7.89E+11		-4.64E+09		-6.94E+09		-9.15E+12		9.77E+12		-1.15E+12

		9.28E+02		-5.29E+11		-3.19E+09		-3.48E+09		-1.25E+13		1.04E+13		-2.02E+12

		9.90E+02		-2.43E+11		4.98E+08		3.96E+08		-1.57E+13		1.10E+13		-2.89E+12

		1.05E+03		1.13E+11		1.11E+10		-1.28E+09		-1.88E+13		1.15E+13		-3.64E+12

		1.11E+03		5.06E+11		3.99E+09		2.95E+09		-2.18E+13		1.19E+13		-4.34E+12

		1.18E+03		9.49E+11		-2.50E+09		-2.06E+10		-2.48E+13		1.22E+13		-5.09E+12

		1.24E+03		1.52E+12		-5.18E+10		-3.10E+10		-2.76E+13		1.26E+13		-5.65E+12

		Pontos		STRESS-XX		STRESS-XY		STRESS-XZ		STRESS-YY		STRESS-YZ		STRESS-ZZ				n1		n2		n3		p1		p2		p3		p

		1		111.24		-3.74		-6.23		767.09		-456.99		259.95				0		-0.9271838546		0.3746065934		1.1311033522		-882.4193483549		521.0895961633		1024.79		0

		2		73.45		-1.96		-0.86		609.97		-318.49		222.82				0		-0.9271838546		0.3746065934		1.4933749049		-684.8633609489		378.7738341468		782.63		0.618993

		3		52.70		-0.02		-0.34		490.54		-217.07		213.95				0		-0.9271838546		0.3746065934		-0.112179422		-536.1349448548		281.4086509966		605.50		1.23799

		4		35.65		0.09		-0.56		416.79		-152.00		177.13				0		-0.9271838546		0.3746065934		-0.2923254379		-443.378201422		207.2882407591		489.44		1.85698

		5		22.69		0.41		-0.30		346.83		-96.61		149.26				0		-0.9271838546		0.3746065934		-0.4933078857		-357.7677268442		145.4851032175		386.22		2.47597

		6		10.30		-0.03		-0.75		288.99		-60.26		121.10				0		-0.9271838546		0.3746065934		-0.2574497576		-290.5259375342		101.2404771035		307.66		3.09496

		7		2.34		-0.29		-0.26		236.77		-26.18		99.14				0		-0.9271838546		0.3746065934		0.173782208		-229.339631227		61.4091141411		237.42		3.71396

		8		-3.12		0.13		-0.11		187.20		-1.84		79.35				0		-0.9271838546		0.3746065934		-0.1595964972		-174.254433671		31.431509159		177.07		4.33295

		9		-7.60		-0.15		-0.09		140.19		21.36		63.36				0		-0.9271838546		0.3746065934		0.1028164796		-121.9822558216		3.9273799835		122.05		4.95194

		10		-10.19		-0.23		-0.02		97.32		38.99		46.58				0		-0.9271838546		0.3746065934		0.210194703		-75.6264509067		-18.6979612422		77.90		5.57093

		11		-11.13		-0.08		0.05		55.99		55.14		33.27				0		-0.9271838546		0.3746065934		0.0886983213		-31.253867396		-38.6654744465		49.72		6.18993

		12		-11.43		-0.03		0.10		17.50		67.38		20.58				0		-0.9271838546		0.3746065934		0.066909799		9.0144496759		-54.7681731967		-55.51		6.80892

		13		-11.40		0.09		0.01		-20.65		79.87		8.96				0		-0.9271838546		0.3746065934		-0.081985242		49.0688199868		-70.7009295339		-86.06		7.42791

		14		-9.77		0.07		-0.05		-56.50		88.95		-1.46				0		-0.9271838546		0.3746065934		-0.0859517402		85.7062676092		-83.0223008673		-119.32		8.0469

		15		-7.89		-0.05		-0.07		-91.54		97.67		-11.47				0		-0.9271838546		0.3746065934		0.0169980495		121.4589422221		-94.853708544		-154.11		8.6659

		16		-5.29		-0.03		-0.03		-124.74		104.05		-20.25				0		-0.9271838546		0.3746065934		0.0165375504		154.6310213276		-104.0584019894		-186.38		9.28489

		17		-2.43		0.00		0.00		-157.02		110.48		-28.88				0		-0.9271838546		0.3746065934		-0.0031296331		186.9725706776		-113.2541447671		-218.60		9.90388

		18		1.13		0.11		-0.01		-188.04		114.84		-36.40				0		-0.9271838546		0.3746065934		-0.1073236111		217.3698988105		-120.1157965499		-248.35		10.5229

		19		5.06		0.04		0.03		-218.28		119.42		-43.45				0		-0.9271838546		0.3746065934		-0.0259447101		247.11878555		-126.9957077739		-277.84		11.1419

		20		9.49		-0.03		-0.21		-247.96		122.45		-50.91				0		-0.9271838546		0.3746065934		-0.0540664505		275.7771182803		-132.6048284064		-306.00		11.7609

		21		15.22		-0.52		-0.31		-275.90		125.62		-56.47				0		-0.9271838546		0.3746065934		0.3637259676		302.8701567434		-137.6302885236		-332.67		12.3799

																				STRESS-RR
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		432.96		4		2														-304.792		10
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Exemplo – Modelagem de uma 
ferramenta de manufatura

Modelos hierárquicos

1) Viga de Bernoulli-Euler com ligações rígidas
2) Casca
3) Sólido 3-D
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Viga

Essa modelagem não representa 
adequadamente o comportamento 
físico na região do furo

As seções na região do 
furo não se comportam 
como uma seção de viga

1I 2I 1I

1I 2I
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Viga com ligações rígidas

rigid link rigid link
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ADINA TIME 1.000

X Y

Z

Casca
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Casca

Modelagem não-completa na região dos cantos

fibra

fibra

b) c) d)

y

z

x
a)

x

z
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Malha free-form (advanving-front) Malha mapeada

Sólido 3-D



PEF – 5762 Método dos elementos finitos   Palestra sobre modelagem de estruturas

Sólido 3-D
ADINA TIME 1.000

X Y

Z

X Y

Z
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Deslocamento-z
z

y
x

P1P2P3

Modelo P1 P2 P3
Viga -0.569 -0.370 -0.177
Viga c/ ligações rígidas -1.358 -1.158 -0.582
Casca -1.448 -1.175 -0.607
Sólido 3-D (malha advancing-front ) -1.637 -1.335 -0.688
Sólido 3-D (malha mapped ) -1.635 -1.336 -0.688

Modelo P1 P2 P3
Viga 0.348 0.277 0.257
Viga c/ ligações rígidas 0.831 0.867 0.846
Casca 0.886 0.879 0.882
Sólido 3-D (malha advancing-front ) 1.001 0.999 1.000
Sólido 3-D (malha mapped ) 1.000 1.000 1.000
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Tensão -YY

y
x

z

P1

P3

P4

P5

P2

Modelo P1 P2 P3 P4 P5
Viga 10,79 26,99 26,99 16,19 104,78
Viga c/ ligações rígidas 276,04 -128,34 -128,34 141,24 104,78
Casca 274,26 -91,12 -86,57 92,97 104,60
Sólido 3-D (malha advancing-front ) 305,49 -127,11 -94,47 118,57 118,37
Sólido 3-D (malha mapped ) 301,64 -128,20 -94,92 118,93 117,88

Modelo P1 P2 P3 P4 P5
Viga 0,036 -0,211 -0,284 0,136 0,889
Viga c/ ligações rígidas 0,915 1,001 1,352 1,188 0,889
Casca 0,909 0,711 0,912 0,782 0,887
Sólido 3-D (malha advancing-front ) 1,013 0,991 0,995 0,997 1,004
Sólido 3-D (malha mapped ) 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
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Tensão -YY

y

z

x

line 4

Tensão YY - Linha 4
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		80.2346		-100.109		-0.000480005
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		59.5309		-76.7441		-0.000369436
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		19.7654		-100.109		-0.000480005

		18.8462		-102.033		-0.000484966

		17.5		-104.66		-0.000492854

		16.1538		-107.061		-0.000501483

		15.2346		-108.57		-0.0005078

		14.7654		-111.143		-0.000511118

		13.8462		-112.695		-0.000517534

		12.5		-115.161		-0.000526778

		11.1538		-117.86		-0.000535842

		10.2346		-119.835		-0.000541928

		9.76545		-119.266		-0.000544931

		8.84617		-119.982		-0.000550307

		7.5		-120.868		-0.000557147

		6.15383		-121.558		-0.000562761

		5.23455		-121.918		-0.00056589

		4.76545		-120.393		-0.000567261

		3.84617		-120.753		-0.00056875

		2.5		-120.297		-0.000567717

		1.15383		-118.675		-0.000562865
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		99.7654		-124.396		-0.000592848

		98.8462		-125.666		-0.000596727

		97.5		-126.82		-0.000600115

		96.1538		-127.136		-0.000600779
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		94.7654		-127.393		-0.000598655

		93.8462		-127.36		-0.000596323

		92.5		-127.116		-0.000592135
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		19.7654		-118.247		-0.000530073

		18.8462		-119.163		-0.000535156

		17.5		-120.553		-0.000542615

		16.1538		-121.997		-0.000550093

		15.2346		-123.016		-0.000555211

		14.7654		-123.249		-0.000557793

		13.8462		-123.898		-0.000562712

		12.5		-124.828		-0.000569688

		11.1538		-125.735		-0.000576392

		10.2346		-126.34		-0.000580815

		9.76545		-126.18		-0.000583016

		8.84617		-126.639		-0.00058703

		7.5		-127.116		-0.000592135

		6.15383		-127.36		-0.000596323

		5.23455		-127.393		-0.000598655

		4.76545		-126.87		-0.000599668

		3.84617		-127.136		-0.000600779

		2.5		-126.82		-0.000600115

		1.15383		-125.666		-0.000596727

		0.23455		-124.396		-0.000592848
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Escolha dos modelos matemáticos em Mecânica das 
Estruturas

Modelos estruturais
M1 - Treliça

M2 - Estado plano de tensões

M3 - Estado plano de deformações

M4 - Axissimétrico

M5 - Viga de Timoshenko

M6 - Viga de Bernoulli-Euler

M7 - Reissner-Mindlin

M8 - Elasticidade tridimensional

Tipo da análise
A1 – Estática
A2 - Dinâmica

Cinemática
K1 - pequenos deslocamentos e 
deformações
K2 - grandes deslocamentos e 

pequenas deformações

K3 - grandes deslocamentos e 
deformações

Carregamentos

Condições de contorno

Comportamento constitutivo
C1 - Elástico, linear e isotrópico

C2 - Elástico, linear e ortotrópico
•
•
•
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Modelo matemático é definido pela escolha de:

Modelo estrutural j - Mj (ou combinação)

Tipo de análise k - Ak

Cinemática p - Kp

Comportamento constitutivo n - Cn

Carregamentos

Condições de contorno
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Abordagem de modelagem hierárquica

Modelos de baixa ordem permitem o entendimento do 
comportamento físico e a possibilidade de realizar estudos 
paramétricos.

Modelos de alta ordem levam a previsões mais realistas.

A modelagem deve ser cuidadosa:

 É difícil julgar a resposta de modelos de alta ordem sem 
previamente ter resolvido modelos de baixa ordem.

 Procedimentos de elementos finitos devem ser confiáveis.
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Solução de Modelos Matemáticos Apoiada em 
Procedimentos de Elementos Finitos

Problema Físico

Solução do modelo matemático k
apoiada em procedimentos de

elementos finitos

Interpretação dos
resultados

Escolha do
modelo

matemático
hierarquicamente

superior:

k k p
p
= +
≥ 1

Formulação Diferencial

ou

Formulação Variacional

do modelo matemático k

∞




Escolha do modelo matemático k  a
partir da seqüência de modelos

hierárquicos

Modelo 1
Modelo 2

Modelo matemático i

Modelo matemático

Modelos matemáticos 
que podem ser

formulados

Desenvolvimento de 
recursos computacionais 

de “hardware”e 
“software”Modelos matemáticos 

que podem ser
resolvidos
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Consequências do desenvolvimento
dos recursos computacionais

Modelos de alta ordem podem ser 
resolvidos em ambientes computacionais 
“modestos”

Modelos de alta ordem podem ser muito 
valiosos para determinadas modelagens

No entanto ….
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Consequências do desenvolvimento
dos recursos computacionais

É necessário:

 Conceber os modelos

 Obter a solução

Avaliar os resultados

 Interpretar  os resultados
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Consequências do desenvolvimento 
dos recursos computacionais

Quem conduz  a modelagem precisa:

 Conhecer os modelos matemáticos envolvidos
- formulações
- hipóteses
- expectativa de comportamento das soluções

(“entendimento”)

 Conhecer os métodos de solução envolvidos
- aspecto fundamental - confiabilidade
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Ponte Estaiada-Complexo Jacu-Pessego

• SISTEMA ESTRUTURAL: 
Ponte estaiada de 255,0 m de comprimento (dois vãos de 127,5
m), com pilão central de 54,0 m de altura;

PROPORÇÃO H = 0,21 × L
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• SEÇÃO TRANSVERSAL: 
O tabuleiro com largura de 29,76 m, para alojar duas pistas de
rolamento com três faixas de tráfego, passeios laterais de 1,35
m e um canteiro central, foi concebido em seção celular de
concreto protendido;
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• FUNDAÇÃO: 
O bloco de dimensões a × b × h = 26,00 m × 26,00 m × 3,50 m

(volume de concreto = 2.360 m3), suportado por 30 estacas
escavadas com lama betonítica de diâmetro φ 160 cm
(capacidade de 900 tf) e comprimento estimado de 22,0 m ;
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 Aparelhos metálicos provisórios são posicionados em torno do centro
de giro, sobre uma pista de rolamento composta por um anel
segmentado de aço carbono de 15,20 m de diâmetro externo e 12,80
m de diâmetro interno, revestido com aço inox;

Ø14
00

0
Ø800

15
20

0

12
50 1671,99

2001,12

Bloco

Base do pilar
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• EXEMPLOS DE MODELAGEM: 

1. Modelo simplificado MASSA-MOLA :

2. Modelo complexo MEF :

θ

θ

t

pK  ,p

m

m

t

p

M

(RIGIDEZ DO PILAR)
(BASE PILAR)

(TABULEIRO)
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• MODELO 0: 
 Análise estática elástica e linear,com a PROTENSÃO DOS

ESTAIS – FASE FINAL DE EXECUÇÃO, anterior ao giro;

FORÇA  
NORMAL, 
Tabuleiro e Torre

MOMENTO 
FLETOR, 
Tabuleiro
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Modelagem de tubulação enterrada

 Tubulação de adução enterrada  
 barragem – Conguillo, Equador

 ~ 1500 m de tubulação

 Colapso da tubulação durante recuperação 
do nível d´água
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Modelagem

Modelo geometricamente bastante simples

 Entendimento do comportamento   
fundamental

Modelo de hierarquia superior – necessário
- geometricamente não – linear 
- fisicamente não – linear 

(comportamento elasto – plástico da               
tubulação metálica)
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Resposta incremental do modelo
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Resposta incremental do tubo enrijecido
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Resposta incremental do enrijecedor
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Considerações Finais

• Há um enorme potencial para o uso de tecnologias modernas de 
modelagem

• Ganhos podem ser substanciais

• Há uma enorme diferença no uso atual dessas tecnologias de 
modelagem quando se consideram as diferentes indústrias

• A modelagem hierárquica é um procedimento 
importante e deve ser incorporada às atividades de 
projeto. Neste sentido, é cada vez mais importante o 
engenheiro de formação “conceitual”.
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