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|. INTRODUCAO

O emprego de estruturas de aco no Brasil, embora ainda pouco intenso, vem sendo
incrementado continuamente. Ao uso tradicional do ago em edificios de uso industrial,
coberturas, estruturas de apoio de equipamentos e residéncias de arquitetura arrojada vém se
somar agora os edificios comerciais e residenciais de multiplos andares, para os quais sistemas
construtivos industrializados tém se revelado vantajosos.

Nos edificios de grande porte, a estrutura principal € constituida principalmente de perfis
fabricados a partir de chapas soldadas entre si, em geral com se¢do transversal em forma de I.
Os perfis conformados por dobramento a frio de chapas delgadas sdo utilizados, nestes
edificios, apenas como elementos secundarios.

Ja nos edificios de pequena altura e pequenos vaos, o uso de chapas soldadas de pequena
espessura nao ¢ economicamente vantajoso, tanto por exigir cuidados especiais de fabricagdo
quanto pelo custo das operacdes de corte, soldagem e desempenamento. A oferta de perfis
laminados também tem sido muito irregular, o que dificulta a adequacdo dos mesmos as
necessidades de projeto. Em vista disso, os perfis de chapa dobrada sdo os mais adequados
para estas construcdes, podendo ser fabricados em formas tais que as caracteristicas
geométricas da secdo transversal possa atender, da melhor maneira, as necessidades de projeto.

Os arranjos adotados nas estruturas correntes de edificios sdo tais que as barras nao ficam, em
geral, submetidas a esforcos primarios de tor¢ao consideraveis. No entanto, a pequena rigidez a
tor¢ao dos perfis de secdo aberta e parede delgada comumente utilizados pode tornar estas
barras instdveis por uma combinacdo de tor¢do e flexdo, mesmo quando submetidas apenas a
tensdes normais. Deste modo, a andlise da tor¢do de barras e, em especial, das barras de se¢do
aberta e parede delgada, ¢ essencial para o estudo de elementos submetidos a um carregamento
qualquer.

Apresentam-se inicialmente as hipdteses basicas da teoria da tor¢do uniforme de Saint-Venant
e a seguir, de forma mais ampla, os principios basicos da teoria de Vlasov, aplicada a barras de
secdo transversal aberta e de parede delgada submetidas a um carregamento qualquer. A
instabilidade destas barras ¢ estudada a partir da teoria de Vlasov.
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II. ATEORIA DE SAINT-VENANT

11.1- CONSIDERACOES GERAIS

Este capitulo trata do comportamento de barras prismaticas retas, constituidas de material
isotropico em regime elastico linear e submetidas a momento de tor¢do uniforme, ou seja, dois
momentos de tor¢ao de sentidos opostos aplicados as extremidades e barras isentas de qualquer
impedimento ao livre empenamento na direcao longitudinal. Este problema consiste em se
obter os deslocamentos, as tensdes e as deformacdes em um ponto genérico M da barra, que
satisfagam as condi¢des de contorno do problema e que sejam a solugdo do sistema de
equacdes da teoria da elasticidade dado por:

Equacoes de equilibrio:

do, 0T, o1
X X2 -0 1.
0X " dy i 0z (1.2)

dt, d0, dT,,

ax oy oz (1b)
Relacdes deslocamentos-deformacdes:

. =% (2.2)
£, =5 @b)
e, =2 (.0)
Vxy = g—s + g—: (2.d)



PEF5734 — Projeto de Estruturas de Ago Compostas por Perfis de Se¢do Aberta e Parede Delgada
Programa de P6s-Graduagdo em Engenharia Civil — Escola Politécnica da USP
Prof. Julio Fruchtengarten

Vg = % + aa—\: (2.e)
Y=gt @

Equagdes constitutivas (relagdes tensdes-deformacgdes):

€, = %[GX - v(cy + GZ)] (3.a2)
e, = %[cy -v(o, + GZ)] (3.b)
€, =%[GZ —V(GX +Gy)] (3.c)
Vuy =2 (3.)
Y. = %z (3.e)

Ty,
V=75 (3.D

O principio de Saint-Venant estabelece que, conhecida uma solucao qualquer, esta deve ser a
solucdo do problema a menos das regides proximas as extremidades. Saint-Venant propds
entdo resolver o problema indiretamente, com base em certas hipoteses iniciais sugeridas pela
intui¢do e por observacdes experimentais. Se a solucdo assim encontrada atende as equacdes
(1), (2) e (3), o problema esta resolvido.

As hipoteses formuladas por Saint-Venant (1855) sdo as seguintes:

a) A rotacdo ¢, da barra em torno do eixo longitudinal varia linearmente ao longo do
comprimento, ou seja, a rotagdo especifica ¢, ¢ constante.

b) As secdes transversais empenam (deixam de ser planas) e o empenamento ¢ 0 mesmo para
todas as secdes transversais; sua intensidade ¢ proporcional a rota¢do especifica ¢,’, logo:
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WM = QY (X,y) 4)

onde Y (x,y) ¢ denominada fun¢do empenamento de Saint-Venant.

c) A forma da se¢do transversal ndo se altera, ou seja, ndo sdo consideradas distor¢des da secdo
transversal em seu proprio plano (Txy=0; Yyxy =0).

Tomando-se a origem O de um sistema de eixos coordenados dextrogiro numa das
extremidades da barra e o eixo de rotacdo coincidente com o eixo z, pode-se expressar a
rotagdo em torno de z e os deslocamentos no plano da segdo transversal de um ponto M
qualquer da barra de coordenadas x,y,z como (fig. II.1)

0,=z¢; (5)

=y 0=y 70 (6:2)

VM= XQ, = XZQ; (6.b)
A y

v
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FIGURAII.1

Substituindo-se (4) e (6) em (2) tem-se

Ex=€=6,="Yy=0 (7.a)

_ [9uy MJ_ ’(3_W_ j_ (v —

’sz ( aZ + aX —(Pz aX y _(pz (W,x Y) (7b)
_[0vy Ow (oY ’

yyz—( a;" +_ay_M]:(pZ (—ay +xj:(pZ (w’y+x) (7.¢)

e portanto, com o uso das expressdes (3),

6,=0,=0,=T,,=0 (8.2)
.= Go, (. -) (8.b)
1= Go, (v, +x) (8.)

O estado de tensdes em qualquer ponto M ¢ portanto de cisalhamento puro, caracterizado pelos
componentes Ty, € Ty,, € ndo ocorre distor¢do da secdo transversal em seu proprio plano, ja que

Yy = 0.

As equacdes de equilibrio nas dire¢des x e y (expressdes (1.a) e (1.b)) sdo automaticamente
satisfeitas por (8). Da equacao de equilibrio na direcao z (1.c), tem-se

Jot, 9T, 99, _

GO, (W o +V ) =GO, Vy=0

ox dy 0z
e portanto
Viy=0 em A 9)
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onde A ¢ a segdo transversal da barra. A funcdo empenamento Y deve ser determinada

impondo-se que satisfaca a expressao (9) e as condi¢gdes de contorno do problema, descritas no
item 3.

11.2- DERIVADA DIRECIONAL DA FUNCAO vy

Para aplicagdo posterior em perfis de parede delgada, ¢ interessante determinar a variacdo da
funcdo empenamento ao longo de uma direcdo S qualquer. Tomando-se um sistema de eixos
dextrogiro N, S, Z, tem-se na se¢do z + dz, de acordo com a fig. 11.2:

ﬂ_dx

n, =cosfy,, =—=— 10.a
X M dS dn ( )
n, =senby =—%=% (10.b)
1, =xcosfy +ysenfy =xn, +yn, = xg—y% (10.c)
ds ds
e também
dy dx dx dy
T.=-7,,sené,, +7, cosly, =-7, —+7, —=7T, —+7T, — 11.a
S Xz M yz M Xz dn yz dn Xz ds yz ds ( )
dx dy dy dx
t. =7v,senf,, — (-7, )cosby, =7, —+7, —=T, ——T, — 11.b
n yz M ( xz) M Xz dn yz dn Xz ds yz ds ( )
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<!

nl
o
<

dn
dx

y y sen Oy

X €oS Oy \ X
FIGURA I1.2

A derivada da fun¢do y na dire¢do s ¢ dada, com o auxilio de (8), por

dy _dydx dydy _ 1 (,xzd_xﬂyzﬂ%(y%_xﬁjz
ds Jdxds Jdyds Gg; ds ds ds ds

T
S_—r 12
Gp, " (12)

’
V4

11.3- CONDICOES DE CONTORNO

a) Superficielateral

As condigdes de contorno na superficie lateral da barra sdo obtidas a partir do equilibrio, na
direcdo z, de um prisma elementar em que uma das faces pertence a superficie lateral (fig.
11.3).

Impondo-se que as tensdes de cisalhamento no plano da mesma sao nulas em vista da auséncia
de carregamento externo na dire¢do z, conclui-se que :

Tx, dy dz - Ty,dxdz = 1,dsdz = 0 (13)

ou seja, a tensdo de cisalhamento ¢ tangente ao contorno (Tt = T;). Pode-se escrever entdo,
introduzindo-se (8.b), (8.c) e (10) em (13), que
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(Vx- y)nx + (yy+ x)ny=0 em C (14)

A funcdo y ¢ a solu¢do de um Problema de Valor no Contorno definido pelas expressoes (9) e
(14). Este PVC tem solu¢do unica a menos de uma constante.
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%

X
P ) Vy
VX
Mz z
FIGURA II.3
b) Extremidadesda barra
As condigdes de contorno nas extremidades da barra, em z= 0 e z = |, sdo obtidas impondo-se

que o sistema de tensdes € estaticamente equivalente ao momento de tor¢do M, , ou seja (fig.
11.3),

Vx :jTXZdAZO (153)
A

V, = [1,dA=0 (15.b)
A

M, = [ (t,,x~ 1, y)dxdy (15.c)
A
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As duas primeiras equagdes sdo satisfeitas para Yy dada pela solugdo do PVC. Tomando-se
como exemplo a expressdo (15.a), substituindo-se Ty, de (7.b) e somando-se x Vzw (de valor
igual a zero, em vista de (9)) tem-se, ap6s algumas manipulacdes algébricas,

st v v 'y ol [ dw) O ow
dA=Go’ [| 2 - dA=Go [| -2 x|+ 2| xY |-y |da=
'[TXZ (/)Zﬂ&x y+>{é’x2 +&y2 (pZJ,; ax| " ax +&y Xo'?y Y

=Gy, |

Bl Eieatl

Aplicando-se o teorema do divergente nesta expressao tem-se, em vista de (14),

, Wy %4
/J;TXZdA = G(pzj |:X(g - yj ny, + X(&— + Xjnx}dC =0

C y

Da equacao (15.c) resulta, com a substituicdo de (8), que

M,=G L, (16.a)

onde

I, = J(Xz +yi+ XY —ylp,x)dA (16.b)
A

¢ designada constante de tor¢do de Saint-Venant ou momento de inércia a tor¢do. Note-se que
I; s6 ¢ igual ao momento polar de inércia I , dado por

I, = I(XZ +y2)dA (17)
A

se ndo ha empenamento (y=0), o que s6 ocorre, por simetria, nas se¢des circulares macicas ou
vazadas (ver item 5).

c) Observacéao

A posi¢do do eixo de rotagao nao ¢ definida na teoria de Saint-Venant. No entanto, pode-se
demonstrar que uma mudanga na posicdo dos eixos de referéncia implica em alteracdo da

10
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fungdo empenamento e do momento polar de inércia, mas nao do momento de inércia a torgao.
Realmente, tomando-se um sistema de eixos X,y,Z conforme indicado na fig. I11.4, tem-se

v

X
X
FIGURA Il .4

X=X—a y=y-b (18.2)
[W’X —(y- b)]nx + [ﬁ,y +(x— a)]ny =0 (18.b)
comparando-se (14) e (18.b), conclui-se que:
V=W —b V, =V, +a
logo:
Y =y—-bx+ay+c (19.a)

& difere de w, portanto, por um movimento de corpo rigido.

Substituindo-se (18.a) e (19.a) na expressdo de I, e considerando-se que Vi € Vy sdo nulos,
tem-se:

11
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L= [(x*+¥ +X§, ~ 3%, JdA =1 +b] (v  ~y)dA -af (v, +x)A =
A A A

b a
=L +—|1t,dA——|1,dA=1 19.b
t G(P;£ Xz G(P’ZJA‘ yz t ( )

Por outro lado, o momento polar de inércia depende do sistema de referéncia, ja que

1o :j(iz +§/2)dA:IO+A(x2 +v?)
A

11.4- A FUNCAO DASTENSOES DE PRANDTL

A solugao apresentada por Saint-Venant, que corresponde ao Método dos Deslocamentos, pode
ser de dificil emprego se a condi¢do de contorno ¢ complicada. Prandtl resolveu o problema
diretamente a partir das tensdes, com o emprego da fungdo das tensdes ¢ ; o método por ele
proposto corresponde ao Método dos Esforgos.

Prandtl admitiu vélidas as condi¢des (7.a) e introduziu a fungdo ¢ = ¢ (x,y) tal que

—% T ——% (20)

P20y D

A equagdo de equilibrio (1.c) fica automaticamente satisfeita com o uso de (20). Substituindo-
se estas expressoes em (7.b) e (7.c), tem-se:

’ d

Txz :Gq)z (l//,x _y):7?] (213)
’ d

7. =G, (v, +X):_&_f (21.b)

Derivando-se a primeira expressdo em relagcdo a y, a segunda em relagdo a x e subtraindo-se
uma da outra, obtém-se

A’ ¢
2 + 2 =

ax:  dy

Vp=-2G¢, emA (22)

Da condigao de contorno 1, = 0 ¢ com o uso de (11.b) e (20), tem-se

12
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Y HX__ . anc 23)
Jdyds oJxds ds

ou seja, ¢ € constante no contorno. Tomando-se curvas de nivel da fungdo ¢ ao longo da se¢do
transversal, conclui-se que a resultante das tensdes de cisalhamento na dire¢do normal a uma
curva de nivel de ¢ qualquer também ¢ nula. A tensdo de cisalhamento T, €, portanto, tangente
a curva de nivel de ¢, sendo dada por:

Tsz_szﬂ'FTyz%:—@d—y—%%:—% (24)
dn dn dy dn Jx dn dn

logo, a tensdo de cisalhamento ¢ igual a maxima inclinag@o da superficie ¢ =¢ (X,y) no ponto
M em questao.

Como apenas derivadas de ¢ comparecem nas expressoes das tensdes pode-se adotar, para
secdes simplesmente conexas,

¢=0 em C. (25)
Para secdes com mais de um contorno (como as secdes vazadas), pode-se impor ¢p=0 apenas

em um dos contornos. Nos outros, a fungdo ¢ ¢ constante mas nao obrigatoriamente nula.

Com a ajuda do teorema do divergente e de (23), pode-se mostrar que as condigdes de
contorno (15.a) e (15.b) sdo automaticamente satisfeitas, pois

[7.dA = jj—‘jdA =[¢n,dC=0
A A C

A condigdo de contorno (15.¢) resulta em

_ (|2 @j __[l2 9 o _
M, = {(x&;y&y dA = ﬂax(x¢)+0_)y(y¢) 20 [dA =

=—[(x¢n, +ygn, )dC+2[ gdA =~ [ ¢r,dC+2[ pdA
C A C A

13
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Designando-se por ¢y o valor da fungdo das tensdes no contorno (constante, em vista de 23) e

por Ay a area delimitada pelo contorno e notando-se ainda que I r,dC ¢ o dobro da area do

C
setor AMM’ (fig. IL.5), vem que:

M, = -2¢,A, +2[ pdA (26)
A

FIGURAII.5

Para se¢des simplesmente conexas, pode-se adotar =0 em (26); para secdes compostas de
dois contornos, como as se¢des vazadas, o primeiro termo de (26) passa a ser dado por:

-2 (0o Ao - §i Ai),

onde A; e ¢; correspondem ao contorno interno.

11.5- BARRAS DE SECAO TRANSVERSAL FECHADA E PAREDE DEL GADA

14
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Considere-se a barra de se¢do transversal fechada qualquer da fig I1.6.a. Admitindo-se pequena
espessura em relacdo as demais dimensdes da se¢do (t/b<10, onde b ¢ a menor dimensao da
secdo transversal), pode-se considerar com boa aproximagao que as tensdes tangenciais Ts tém,
em cada ponto M, intensidade constante na espessura. Esta intensidade pode ser variavel ao
longo da se¢do transversal caso a espessura da parede também seja varidvel ao longo da
mesma.

Adicionalmente, do equilibrio de um elemento dsdz na direcao longitudinal (fig. 11.6.b), pode-
se concluir que:

Ts1t1dz = T tr dz,

logo o fluxo de cisalhamento Tst ¢ constante na se¢do transversal.
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(b)
FIGURA 1.6

O momento de tor¢ao M, ¢ dado entdo por

M, = jSTstdsrn = Tstfrnds =2A,7t (27)

IM r,ds é o dobro da 4rea do setor compreendido entre os pontos M’ e M, cujos raios vetores

sdo AM ¢ AM’ (tridngulo de base ds e altura r,). Ag é, portanto, a area da figura delimitada
pela linha média da seg¢ao.

Multiplicando-se a expressdo (12) por ds, integrando-se ao longo da segdo transversal e
levando-se em conta que a integral da fun¢do empenamento em um contorno fechado ¢ nula, ja
que 0 empenamento € o0 mesmo nos extremos de integracao, obtém-se:

rd rd
fay = (;;; ﬁTS—ernds _ é;; jtSTS—zA0 0 (28)

Substituindo-se tTs de (27) em (28) e utilizando-se (16.a), vem que

2
I = (29)

Esta expressdo para calculo de um valor aproximado (dada a hipotese de T, constante na
espessura) de I; em se¢des fechadas ¢ conhecida como féormula de Bredt. Dois exemplos de
aplicagdo estdo indicados a seguir (fig. I1.7), assim como uma comparagdo com o valor de I.

o d

— e — . —
e — @ — - —
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FIGURA II.7

a) barrasde secdo retangular vazada deladosaeb e espessurat

De acordo com a expressao (29),

4(ab)®>  2a’b’t

= = (30)
2(a+b)/t (a+b)
enquanto que
3
I0=IX+IY:@>II 31)
b) barras de se¢do circular vazada deraio médior e espessurat
4(1tr2)2
=L oyt (32)
2nr/t
e também:
Iy=[(x*+y’)dA=[r’dA=r’@rro =1, (33)
A A

Os valores de Ij ou I; acima indicados para a barra de secdo circular vazada sao aproximados.

O valor exato de I; pode ser obtido da expressdo (16.b) impondo-se y=0. Note-se que I;
coincide com o valor exato de Iy, dado por:

I =1, :irsz:Irzdr§ds:Ir2dr2nr :g(re4 —ri“):

re + I]
2

=

(re —1)ré+12)=rmrt(r? +r1?) (34)

Logo, em vista de (16.b) e (17), a secdo circular vazada ndo sofre empenamento.

A titulo de ilustragdo, o problema da se¢do circular vazada ¢ resolvido abaixo com o auxilio de
uma fun¢ao de Prandtl sob a forma
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2 2 2
r X"+
¢:k[1—r—2J:k(l——2yJ riSrSre

€ re

Esta funcdo atende a condicdo ¢ = O para r = r. (no contorno externo). Substituindo-se a
expressao acima em (22), obtém-se:

k=Go, 12/2,

logo:

) 2 "2 2, .2
(I):%[l_r_J:G(pz T (I—X +YJ (35)

2 2
2 I, 2 I,

Substituindo-se a fungdo ¢ em (21), tem-se:

P ’
:—:—G
a ’
T, :—0_)—i:G(pZ X

Comparando-se estas expressdes com (8.b) e (8.c), conclui-se que y=0, como ja visto
anteriormente.

Substituindo-se a fungdo ¢ em (24) e notando-se que, na secdo circular, dn = dr, tem-se:

’
7,=Gop, 1 I, ST<T, (36)
o que evidencia que, na realidade, Ts varia ao longo da espessura.

A relacdo entre o momento de tor¢ao M, ¢ G(pZ’ pode ser obtida de

M, = 2{[ 0dA — (9A, - m)} (37)
A

Notando-se que ®o=0 no contorno externo e¢ que A#=nr, substituindo-se ¢ de (35) e

calculando-se ¢; desta expressdo para r=r;, vem que:

’ ’

M, =Go, 7 (1 ~5')=Ge, I, (38)
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11.6 - BARRAS DE SECAO TRANSVERSAL ABERTA E PAREDE DEL GADA

Nas barras de secdo transversal aberta e parede delgada de espessura t constante (fig. I1.8)
pode-se considerar, a menos das regides extremas e das de mudancas bruscas de direcdo da
tangente a superficie média s, que as curvas de nivel da fungdo ¢ sdo paralelas a S (note-se
que ¢po=0 no contorno), logo do/ds = T, = 0 ao longo da sec¢ao transversal.

Deste modo, sendo o sistema 1,s,Z ortonormal, pode-se escrever a equagao (22) como:

FIGURAII1.8

7 :
=20, (39)

onde ¢po=0 paran==t1t/2

Estas condig¢des sdo satisfeitas para ¢ sob a forma
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(e
=Go, | ——
o @2[4 nj

de onde:

TS:—@:2G¢Zn:2MZn
Jn I,

A distribuicao dos T €, portanto, linear em n e

T :I\I/lzt para n==x1t/2

S max
t

Ao longo da linha média tem-se t; = 0 e assim, de (12),

Wou = —[r,ds+c

Prof. Julio Fruchtengarten

(40)

(41)

(42)

(43)

Para trechos retos da se¢do transversal, onde r, ¢ constante, yy ¢ linear ao longo da linha
média. Como se vera na teoria de Vlasov, you € denominada area setorial da segdo. A

constante C depende da origem M, do eixo s.

Tomando-se em particular uma secao retangular esbelta de largura b com eixo n na dire¢ao de

y, pode-se obter a funcdo empenamento das igualdades

T = G¢z (l//,x _Y) =T = _2G¢z y
r7,=Go, (W, +x)=7,=0

de onde
Yy =-y e Yy =X, logo:
Y= -Xy

(44)

O empenamento ¢ portanto nulo ao longo dos eixos de simetria € madximo nos cantos da secao.

O momento de inércia a tor¢do pode ser obtido de:

2

, +/2 ,
M, :2/[;» dA=2Gg, jdstj (%—nzjdnzG(pz

-t/2

logo:
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3
I = 2.5 (45)

E interessante observar que o momento de tor¢ao resultante das tensdes de cisalhamento T vale

Tsmaxt M M
le = 2_btzlbtzfsmax :lbt3 “= .
4 3 6 6 I, 2

ou seja, corresponde a apenas a metade do momento aplicado. A outra metade é dada pelas
tensoes Ty, , que foram desprezadas quando se admitiu ¢ sob a forma cilindrica. Estas tensoes,
embora sd sejam significativas nas proximidades dos bordos x = +b/2 da se¢do transversal e
tenham valor inferior a T, atuam com um brago de alavanca maior, sendo por isso responsaveis
pela outra metade do M.

11.7 - SECOESHIBRIDAS

Nas secoes hibridas como a da figura I1.9, pode-se compor os resultados obtidos nos itens 5 e
6, logo

S

4A .’
[, =——0 +§Zbiti3 (46)

t

_— S

FIGURAII1.9
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11.8 - SECOESFECHADASMUL TICEL ULARES DE PAREDE DEL GADA

Para secdes multicelulares de parede delgada, o fluxo das tensdes de cisalhamento T €
semelhante ao de se¢des unicelulares. No entanto, ao invés de se obter as tensdes de
cisalhamento diretamente de (27), é preciso determinar a distribui¢do de M, entre as diversas
células.

A técnica de solucdo deste tipo de problema ¢ ilustrada a seguir para uma secao retangular de
duas células (fig. 11.10). As tensdes de cisalhamento sdo constantes em cada trecho de
espessura constante, como j4 visto no item 5.

tl t2
- — - +— ] «— <+ <« «— <—|
l M *—o
b I\ Zlf\ t Mzzm T t,
T3 T T,
- . ——- - L> —> I —> —> —> —>
T th tz
| |
| | !
i ll i a2 )
| ] !
[} | |
FIGURA 11.10

Considere-se que as células 1 e 2 resistem respectivamente as parcelas M,; e M,» do momento
de tor¢ao. No trecho comum s3, a tensdo de cisalhamento T3 ¢ a resultante das tensdes
calculadas nas células 1 e 2, tendo sido assumido na figura que a componente devida a M, €
maior, em moddulo, que a devida a M,,. Utilizando-se a expressao (27), vem que

7, =M (47.2)
7, =z (47.b)
My _ My 47.)

T, = —
PT2At; 2Apt,
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Em vista da hipotese de auséncia de distor¢cao da se¢do transversal em seu proprio plano, o
angulo de rotacdo de cada uma das duas células deve ser igual ao da se¢ao multicelular. De

(16.a), (27), (28) e (29), tem-se:

M, _2A(0pds 1 g
t 2

v Gl, G4A,° GA,

Logo

(”z, = 2GA,, (7,81 +7385) = m(fzsz ~7383)
Notando-se que:

s;=2a;+b s,=2a,+b s3=b

A01=a1b Aozzazb

MZ:MZ 1 +M22

obtém-se finalmente as tensdes de cisalhamento 1,7, €13, dadas por

7, = M, Agitssy +(Ag ;"Aoz)tzss

2 Ayl tytys, + (Ag +Ap) tits; +A g tytss)
7, = M, Aptss; +(Ag -2|—A02)t153

2 Ag’tytss, +(Ag +Ag) ttys; + A tytss)
Ty = M, AgitiS) — Agptys

2 2 2
2 Ay tt;8, +(A01 +A02) tt)8; + Agy thtss,

(43)

(49)

(50)

(51

(52)

(53.2)

(53.b)

(53.0)

Para se¢des simétricas, em particular, tem-se s;=s;, t;=t, € Ag1=Ay2, logo 73=0 na alma central.

11.9- EXEMPLOS

Exemplo 1
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Determinar a dimensao b das se¢des indicadas na fig. II.11, de modo que o momento de inércia
a torcao seja igual ao de uma seg¢do circular macica de raio igual a 10cm. Comparar as tensdes
de cisalhamento e o consumo de aco (area da secdo transversal).

t=0,65 cm

¢ t=0,635cm

|

FIGURA I1.11

a) Secao circular macica

4
I =1,= J.rsz = J.ORr22zzrdr :%
A

Para R = 10 cm, tem-se:

I,= 15708 cm*
24
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A =7R? =314 cm’

Tmax = MZR / I; = M, /1571

b) Secéo circular vazada de espessura t=0.635cm

I, = 2nR’* = 15708 cm* logo R=15,8 cm
A =27Rt = 63 cm®

Tmax = My /2A0t = M, /2R%*t = M, /996

¢) Secdo quadrada vazada de espessura t=0.635cm

4A° )
= A __4b 15708 cm*  logo b=29cm
jos  4b/063s
t

A = 4bt = 74 cm?

Tmax = M, /2A0t = M, /2b%t = M, /1068
d) Secdo retangular vazada de espessura t=0.635cm

AN 4(4b?)?
' §§ 10b/0.635
t

=15708cm*  logo  b=15,65cm

A =10bt=99 cm
Tmax = M/2A0t = M, /2(4b%t = M, /1244

Exemplo 2

Comparar a se¢do obtida no item ¢ do exercicio anterior com outra de mesma dimensao mas
aberta (fig. I1.12). Determinar o deslocamento relativo das bordas da secdo, na direcao
longitudinal, para M, = 200 kNcm.

b=29cm 25

-
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FIGURA 11.12

L,=4bt’/3=99 cm* << 15708 cm*
T=M,t/I;=M,/15,6 >> M,/996

Logo, a secdo aberta ¢ muito menos eficiente para torcao.

l//:—J-rnds+c

Tomando-se 1= 0 e portanto w; =0 para uma das bordas (s;=0), tem-se

v, = j r ds=—4x14.5x29 = —1682 cm’

M M M

2 = G1, T 8000x99 ~ 79200

we=w; +@;” (Wr- yi) =-0.021 M,

Em particular, para M, = 200 kN.cm resulta w¢= - 4.2cm.
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I11. ATEORIA DE VLASOV -ANALISE LINEAR

I11.1- HIPOTESESBASICAS

A Teoria de Vlasov, aplicada as barras de se¢do transversal aberta e parede delgada submetidas
a um carregamento qualquer, baseia-se nas seguintes hipoteses:

a- A forma da secdo transversal ndo se altera, ou seja, ndo sdo consideradas distor¢des de
se¢do em seu proprio plano (Yyy = 0).

b- As deformagdes por cisalhamento na superficie média da barra podem ser desprezadas (Vs
= (). Esta hipodtese corresponde a de Euler-Bernoulli na teoria classica da Resisténcia dos
Materiais.

c- O empenamento da secdo transversal ¢ constante ao longo da espessura e pode ser
representado pelo seu valor ao longo da superficie média.

As tensoes de cisalhamento paralelas a superficie média sdo dadas pela soma de dois termos
(figura III.1). O primeiro termo, com distribuicdo linear ao longo da espessura e anti-
simetricamente distribuido em relacdo a linha média, ¢ o obtido da teoria da tor¢do uniforme,
como ja visto. O esfor¢o solicitante resultante destas tensdes de cisalhamento (T;) ¢ 0 momento
de tor¢ao uniforme:

M,=Gl,p,

O segundo termo (T,) pode ser admitido constante ao longo da espessura. Como se vera a
seguir, o esfor¢o solicitante resultante destas tensdes de cisalhamento ¢ denominado momento
de flexo-torgao.

Deve-se notar que esta distribuicdo de tensdes estd em contradigdo com a hipotese de
deformacgdes por cisalhamento nulas na superficie média, ja que a existéncia das tensdes Ty
implica em distor¢cdes por cisalhamento da barra. Assim, as tensdes de cisalhamento ndo
podem ser associadas as distor¢des através da equagdo constitutivat=GYy.
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_ Tt T =%

2 . 2

FIGURA III.1

111.2 - DESLOCAMENTOS DA SUPERFICIE MEDIA —AREA SETORIAL

Para as dedugdes que se seguem, qualquer ponto M da superficie média da se¢do transversal
tem suas coordenadas definidas de uma das seguintes maneiras (fig. I11.2):

FIGURA II1.2

- Pelas coordenadas x, y, z do ponto M

- Pelas coordenadas z, na direcdo do eixo da barra e s, ao longo da linha de contorno da
superficie média a partir de uma origem B a ser escolhida.
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Como o contorno da se¢do nao se altera, os deslocamentos do ponto M no plano da secdo
transversal podem ser escritos em funcdo dos deslocamentos de um outro ponto qualquer A
denominado pdlo, contido ou nao na superficie média, e da rotacdo da secdo em torno deste
ponto (fig. I11.3).

=%

™

s
Tgﬂ

FIGURA I11.3

a) Deslocamentostransversais (no plano de superficie média)

Sendo (xa,ya) € (Xm,ym,) as coordenadas de A e M respectivamente, (ua, va) € (UM, VM) OS
deslocamentos destes pontos nas direcdes x € y e ¢, a rotagdo da secdo no plano xy, pode-se
expressar os deslocamentos de A em funcdo dos de M como:

U, =U,+Uy, =U,+[rcosd,—rcos(8,+¢p,)| =

=U,, + rcoseA(l—cos P, )+ rsend,seng =

=Uy, +(XM —Xa )-(I_COS¢Z )+ (yM —Ya )-Sen¢z

Vo=V, —Vy =V — [rsen(¢9A+(pz )— r senHAJ =
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=Vu +(yM —Ya )(I_COS o, )_ (XM _XA) seng,

2
Admitindo-se ¢, pequeno, pode-se tomar (1 - cos @) =Pz ~0 e seng, = ¢,, de onde
Um :uA—(yM —yA)¢z (1.a)
VM =Va +(XM —XA)(DZ (1.b)

Tomem-se agora os deslocamentos (ty, ny ) de M nas diregdes tangente (de S) e normal (de
n) a superficie média (fig. [11.4). Sendo By o dngulo entre a tangente no ponto M (na dire¢do
S) e o eixo x e projetando-se uy € vy nas diregcoes de S e N, para um sistema de

coordenadas N, s, z dextrégiro, tem-se:

t, =t, (zs)=u,cosé,, + Vv, senbd,, =u,cosb,, + V,send,, -

_[_(XM —XA )Senem +(y|v| ~Ya )COSHM ](DZ (2.2)

Nw =Nu (2,8) =+ Uv SENBW — Vi cOSOM =+ Ua SENB — Va cOSOu —

_[(XM —XA Jeos Oy +( Ym—Ya )Sen O ]¢Z (2.b)
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FIGURA II1.4

Os dois primeiros termos destas equagdes correspondem aos deslocamentos do polo A nas
direcdes S e n.

Pode-se observar, na fig. II1.4, que os termos entre colchetes das expressdes (2), que

correspondem aos deslocamentos do ponto M devidos a rotagdo ¢, , sdo os componentes do
raio vetor AM nas diregdes N e S respectivamente, de onde:

ty =U,cosby +v,senby, +r, @, (3.a)
Ny =U,SeNB), —V,cosby, —Is@ (3.b)

Para a orientagdo de eixos adotada na figura, r ¢ negativo (oposto a n) e r positivo (na
~n ~ ~s

direcdo de S).

b) Deslocamentos longitudinais

Os deslocamentos de M na dire¢dao z podem ser deduzidos a partir da consideracao de que as
deformagdes por cisalhamento na superficie média sao nulas (hipdtese b, item 1). Sendo s e z
dois vetores desta superficie inicialmente normais entre si, tem-se:

aw,, dt,
=4t ——=
Vzs 7. a,

0 4)
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Omitindo-se por simplicidade o indice A em us e va obtém-se, de (3a):

o,

z

ds = u’cosé,, ds + V'sené,, ds + @,'r,ds =u'd, +Vv'dy + ¢ ,'r,ds (3)

onde r,ds € o dobro da area do setor com base ds e altura r,,. Esta area, em modulo, pode ser
calculada com o auxilio da fig. I11.4, sendo dada por:

Ty ds:zAAMN :2(AAMM’ +ANNMM’ _AANN'):(yM —Ya )dX_(XM —Xa )dy (6)
Logo, r,ds ¢ uma fung¢ao linear da posi¢cao do ponto em relagao ao pdlo.

Substituindo-se (5) em (4), notando-se que u, v e @, sdo funcdes apenas de z e que senByy,

cosBy, 1, € 15 sao fungdes apenas de s e integrando-se entre a origem B e o ponto M, tem-se:
S

Wy = W2.8) =~ 2 s + i (2) = Wy ) - u ) X(S) — x, -

0

~V(2)[¥(s) -ys] +0,' (D@ (s)

ou

wy =W, (2)-u(z) X(s) - V(2) ¥(s) +¢,'(z)0"(s) (7.a)
onde

Wo(z) = Wa(2) + X (2) + y5 V'(2) (7.b)

a)A(s):LS —r ds
(7.¢)

W, independe do ponto da se¢do transversal, pois € fun¢do apenas de z, ou seja, corresponde a
um deslocamento longitudinal uniforme para toda a sec¢do transversal, igual ao da origem O.

o™ (s) é o dobro da area do setor compreendido entre os pontos B ¢ M e depende portanto, para
cada ponto M, da posicio do polo A e da origem B. Vlasov denomina 0”*(s) de area setorial de
M em relag@o ao polo A com origem setorial B. Consideram-se aqui incrementos positivos das
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areas setoriais se o raio vetor AM percorre ds a partir da origem B no sentido positivo e 1, €
negativo (oposto a Nn), ou seja, se o produto vetorial dSAr ¢é positivo (no sentido de z
~ ~ ~n

positivo).

E usual representar o(s) por um diagrama tracado sobre a linha média da segdo transversal,
com o valor de ® indicado na dire¢cdo normal ao contorno. Alguns exemplos de determinagado
da area setorial sdo apresentados no item 8.

Pode-se observar que os trés primeiros termos da expressdo (7.a) correspondem a teoria usual
de barras da Resisténcia dos Materiais, em que se admite valida a hipotese de Bernoulli-Euler,
de que as se¢des planas permanecem planas e ortogonais ao eixo apds a deformacao. Este fato
decorre da hipdtese s, = 0.

O primeiro termo representa um deslocamento axial uniforme na se¢do. Os dois seguintes
correspondem aos deslocamentos devidos as rotagdes @x € @y ,associadas por esta hipotese as
derivadas em relagdo a z dos deslocamentos do eixo passando pelo polo (@¢x=-v’ e ¢y =u’). O
quarto termo representa o empenamento da secdo transversal e ¢ similar ao obtido por Saint-
Venant para tor¢do uniforme (expressao (4) do cap. II), embora aqui @’, ndo seja constante em
z.

Note-se que a forma do empenamento ¢ a mesma para todas as se¢des, mas sua intensidade
difere de uma sec¢do para outra, sendo proporcional a ¢’,. Para @’, positivo, areas setoriais
positivas correspondem a deslocamentos no sentido positivo de z.

A 4rea setorial, nas secdes abertas de paredes delgadas, corresponde a fungdo empenamento

Y(x,y) da teoria da tor¢do uniforme, como pode ser constatado comparando-se (7.c) a
expressao 43 do cap.Il.

111.3- TENSOES E DEFORMACOES NORMAIS

A deformacgao longitudinal em qualquer ponto da se¢do transversal ¢ dada por

e =229y (0) 4 () () S) 0, (D) ®

As tensdes normais no ponto M sdo admitidas constantes ao longo da espessura e podem ser
obtidas da expressao (8), Omitindo-se por simplicidade a variavel s, vem que:

0=Ee&,=EW(@-u@x-vVQy+ ¢ (2 d )
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O diagrama de tensdes normais decorrentes do empenamento da se¢do transversal €, portanto,
proporcional ao diagrama das areas setoriais.

A teoria de Saint-Venant ou da tor¢do pura trata do caso particular €, = 0 para qualquer valor

de s, ou seja, w,’(z) = 0, u”(z) = 0 e v’(z) = 0 (deslocamentos de corpo rigido) e ainda ¢”,(z)
=0, de onde @,’(z) = constante.

111.4 - TENSOES DE CISALHAMENTO

Na teoria de Vlasov, apenas as tensdes de cisalhamento na dire¢do da tangente a superficie
média Ty sdo consideradas. As tensoes de cisalhamento T; podem ser obtidas da teoria de Saint-
Venant.

As tensoOes de cisalhamento devem ser determinadas a partir das condi¢des de equilibrio de um
elemento da barra na dire¢do longitudinal (fig. II1.5) j4 que, por hipdtese, as distor¢des no
plano tangente a superficie média sdo nulas. Assim:

=)

e

/ T

T i e

4 - =

/ ’__‘/,::fpl/ " “I:v+31.' ds
"-?'f_-'

asV

-~
i

-~
o+ dz
Jz

]

T

FIGURA III.5

P dstdz=—p, dsdz—2 dtds
dJs Jdz

logo
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=—r 22 (10)

onde p, € a projecdo das forcas externas na dire¢ado z.

Integrando-se a expressao (10) entre uma origem M, e o ponto M, respectivamente de
coordenadas s, € s, e substituindo-se ¢ da expressdo (9), tem-se:

A R 285 (2s) = [, | s 07 s

L pas [ o (@ s v (2 s - . [ ot

logo:

E 1 ¢s
7 (2,8) - 7w (z,80) = T[_ E J‘SO p:ds- wi(z) A(s) -u(z) Sy (s) + v (z) Sx(s) - @5 (Z)Sw(S):|
(11)

onde:

S S S
A(s) :J.Sotds, S, (s) :J'So ytdse S, (s):—Loxtds
sdo respectivamente a drea € 0s momentos estaticos em relacdo aos eixos X e y.

S
So (9) :J. wtds, por analogia, ¢ denominado momento estatico setorial do trecho da segdo
SO

entre a origem My e o ponto M. Esta origem ndo tem qualquer relagdo com a origem setorial B,
sendo apenas um ponto no qual ¢ a tensdo de cisalhamento ¢ conhecida. Usualmente, este
ponto ¢ uma extremidade do contorno, onde T.(z, s,) = 0.

A(s), Sx(s), Sy(s) e Se(s) sdo entdo calculados para a parte da secdo entre a extremidade e o

ponto M. Os incrementos do momento estatico setorial ao longo de s e com origem M, sdo
positivos se a area setorial € positiva ou, em notagao vetorial, se o produto vetorial dsaw ¢

positivo ( no sentido de n).

w ¢ um vetor com direcao Z e sentido correspondente ao sinal da area setorial.
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Mostra-se adiante (comparar as expressoes 11 e 37.c) que, para momentos de tor¢do positivos,
as tensoes de cisalhamento T, sdo positivas, ou seja, t€ém o sentido de s, se 0 momento estatico
setorial € positivo.

Alguns exemplos de determina¢do do momento estatico setorial sdo apresentados no item 8.

Adicionalmente, se as forgas externas na dire¢do z ao longo da superficie sdao nulas (p, = 0), os
deslocamentos wy(z) sdo lineares em z e, assim, wy”’(z) = 0. Neste caso,

7,(z5)= TE[—u‘"(z>sY<s>+v“‘<z>sx<s>— 0. S,(9)] (12)

Ostermos em u’’’ ¢ v’’’ correspondem as tensdes de cisalhamento Ty, resultantes da flexao em
dois planos ortogonais. O termo em @, corresponde as tensdes de cisalhamento T, ,
uniformes ao longo da espessura, devidas ao empenamento da secdo. As tensdes de
cisalhamento totais na secdo siao obtidas adicionando-se as tensdes de cisalhamento
correspondentes a tor¢ao uniforme (expressao (41) do cap. II) as indicadas acima, logo:

fz9)=—lu (@8, (947 ()8, (9)- 9z 8, (5)]-2 =n (13)

(0]
t

111.5- EQUACOES DIFERENCIAISDE EQUILIBRIO

As fungdes wo(z), u(z), v(z) e Pz) sdo determinadas a partir das condigdes de equilibrio de
um elemento de barra de comprimento dz. A agdo do restante da barra ¢ substituida pelas
tensdes (0, Ty), onde em T, ndo estdo incluidas as tensdes provenientes da tor¢ao pura, e pelo
momento de tor¢do M,, estaticamente equivalente a resultante das tensdes de cisalhamento T;
correspondentes a tor¢do pura. O carregamento externo, estaticamente equivalente as forcas fx,
fy e fz, € substituido por um sistema de for¢as de mesma intensidade passando pelo polo A e
pelo momento de tor¢ao mz resultante destas forcas (fig. I11.6).

m, =fiex—fiey (14)
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‘\ f, A (G+%d:)tda
N e 8y fx
\
&tsiﬁo pzd-aLdZ
0z Taf-0
dz / E
\ :
(o)
FIGURA II1.6.a
Y
'
-x
{b)
FIGURA II11.6.b
Equilibrio de forgas na direcdo z:
3do do
[ == dztds+ 2 dz=0 [S-da+ =0 (15.2)
S Iz A oz

Equilibrio de for¢as na direcdo x:
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Sy
+] %4 70056, tds+ ,, dz=0 tf ATT VR (15.b)
s Jz s Jz
Equilibrio de forgas na dire¢ao y:
S, Sy
J'arvdzseneM tdstf, dz=0 tjarvdy+fy=0 (15.¢)
5 92 s Iz
Equilibrio de momentos em torno do pélo A:
S
I ar dzl(x,, —x,,) send,, —(yy, —Y, )cosd,, |tds+ &;\/I 2dz+ m,dz=0
z z
S

Utilizando-se a expressdo (6) na equagdo de equilibrio de momentos, vem que:

%t , S dr, ,
J‘—trnds+MZ+mZ = —'[—t do+M,+m, =0 (15.d)
s 9z 5 92

Substituindo-se (9) em (15.a), tem-se:

f,
Aw,"+S U""-SV"'+S,p,""= £ (16)

onde Sy, Sy e S, sdo calculados para toda a se¢do transversal.

Das expressoes (9) e (10), obtém-se:

t?g =P, —t% = —P, — Etlw, (2)-u" (2)x- V" (2)y + ¢ (2)o0]
logo:
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d
KA NaIap. —&ds—wo (2)EdA+u" (2)ExdA+Vv" (z)EydA— ) (z2)EwdA (17)
dz| ds Jz

Integrando-se por partes, ao longo da superficie média, a equagdo de equilibrio de for¢as na
direcao x, tem-se:

S S
[tx(%"} —tj.xi[fhv st+fX:O
2z s 5 dJs\ dz

S
, ar, |
Sendo as tensdes de cisalhamento T, nulas no contorno e portanto {tx 3 Y1 =0, resulta
Z
S

Sy
-t xi(&“jdsﬂxzo (18.2)
5 ds\ dz

Analogamente para as forcas na dire¢do y ¢ momentos em torno de z:

S
- d(dr
- yt—( des+f -0 (18.b)
g[ s\ dz Y
Y 9(or
ot —| —% |ds+M _+m_ =0 (18.¢)
_[ a (a j z yA
d s\ dz

Substituindo-se (17) nestas expressdes e notando-se que M ,=Gl, ¢, resulta

S
1 - Jp,
—Sywo—lyu'V+Ixyv'V+|wx(p'ZV:—E{fx+£des] (19.a)
Sy
SXW(';'+Iqu|V_IXV|V+Iw¢lzvz—é|:fy+jy%dsjl (19.b)
3 0z
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S
Gl, . 1 ¢ J
-S,W, +l,,u" +l, VY= 0} +—p,=— —mz+J'a)—st (19.c)
E E s dz

As expressoes (16) e (19) representam as quatro equacdes diferenciais de equilibrio para as
quatro incognitas w, (z), u(z), v(z) e ©,(z).

|X=J’y2dA, Iy:J-xsz e IW:—IxydA
A

A A

sdo respectivamente os momentos de inércia em relacdo aos eixos x € y € o produto de inércia
da se¢do transversal. Por analogia,

_ [ _ _
| _ja)dA, Im_ijdA e Iw—jwydA
A A
sdao denominados respectivamente momento de inércia setorial ou constante de empenamento ¢
produtos de inércia setoriais da secdo transversal em relacdo aos eixos x € y.

O sistema de equagdes diferenciais de equilibrio da barra pode ser bastante simplificado
alterando-se a posi¢ao dos eixos de referéncia, do polo A e da origem B.

a) Mudanca dos eixos der efer éncia

Os momentos estaticos Sy e Sy se anulam se os eixos de referéncia passam pelo centro de
gravidade da secdo G. Adicionalmente, se os eixos de referéncia sdo eixos principais, 0
produto de inércia I, também se anula.

b) Mudanca do pélo A

Conhecida a area setorial em relagdo a um polo A qualquer, pode-se facilmente determinar a
area setorial em relagio a um outro polo C. Calculando-se dw”* e dw®, para os polos A e C por
meio da expressao (6), tem-se:

def =(ym —Ya ) X — (X — Xa) dy
da” = (ym—Yc ) dX — (Xm —Xc) dy
logo:

d(a” - &) = (Ya—Yc) dx— (xa —Xc) dy (20)
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Integrando-se entre a origem B e o ponto M, vem que:

= '+ (Ya—Yyc) (m—Xg) — (Xa—Xc ) (Ym — Ye) (21)

Como a darea setorial independe dos eixos de referéncia adotados toma-se aqui, por
simplicidade, o sistema de eixos passando pelo centro de gravidade, para o qual Sy =S,=0

O polo C que torna os produtos de inércia setoriais Iy € Iy nulos pode ser obtido por meio de:

1¢ = J'a)cdi: J'ao“di—J'(yC —~ yA)xsz+I(xC — X, )XydA—
A A

Ixc X, xdeA+I — YA )XgXdA=0

A

J’wc ydA= ijydA_J-(yc - yA)XydA+.[(XC — X, )y dA-
A A

J.(Xc — Xa YBydA+j —Ya)XgYdA=0
A

logo:
o = (Ve = Yl ,=(xc =X )1, =0
, +(yC_yA)I Xy +(XC - XA)I X = 0

Resolvendo-se este sistema de equagdes, obtém-se

|£x|x—|xy|£y
Ye=Ya= = (22.a)
L, =1y
Ia/jyly |Xy|£x
Xo—=Xp=— WIE (22.b)
xly Ty

O polo C assim determinado ¢ o pdlo principal. Pode-se mostrar que, para segdes com um eixo
de simetria, o pdlo esta sobre este eixo.

Em particular se os eixos sdo os principais, tem-se I, =0 ¢
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I A
Ye _yAZILX (23.2)
y
A
Xe—X=——2 (23.b)

¢) Mudanca da origem B

As coordenadas do polo principal C ndo sdo afetadas por uma mudanga da origem B. Este fato
pode ser constatado tomando, para o mesmo polo A, duas origens diferentes B e D. As areas
setoriais diferem apenas por uma constante dada pelo dobro da area do setor compreendido
entre os raios vetores AB e AD (fig. IIl.7.a), ou seja:

o (9 = o (0.9 + o (%) (24)

onde o primeiro termo entre parénteses indica a origem e o segundo o ponto em questado.

_.5

fa) [bl (c]

FIGURA III.7

Tomando-se novamente por simplicidade o sistema de eixos principais de referéncia e
substituindo-se esta expressao em (23), pode-se mostrar que xc € yc podem ser calculados
indistintamente a partir das areas setoriais em relacdo as origens B ou D, pois:
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(Yo=Y )l,= 15 = Ia)A(sB,s)di = J.a)A(sD,s)di+ w *(s5.Sp )I xdA = J.a) A(sp,S)XdA
A A A A

(25.a)

(X=X ) ==14 = J'a)A(sB,s)ydA = —_[a)A(sD ,S)YdA —0*(s;,S, )J' ydA = —IwA(SD ,S)ydA
A A A A

(25.b)

Por outro lado, com a escolha de uma origem adequada, pode- se obter S, = 0. A 4rea setorial
correspondente a esta origem D e ao polo C ¢ denominada area setorial principal, e pode ser
calculada por meio de:

sP :_[a)c(sD,s)dA:J'wc(sB,s)dA—a)C(sB,sD)A:O
A

A

ou

0 (5.5 )= [ " (55, oA 26)

Assim, OJC(SB,SD) representa o valor médio da area setorial o ao longo da éarea A, calculada
para uma origem B qualquer. Para se¢des com um eixo de simetria, o ponto D que torna este
valor médio nulo esta no encontro do eixo de simetria com a secdo transversal - conforme fig.
(II1.7.b) - visto que o eixo de simetria divide a secdo em duas partes com areas setoriais iguais
em modulo e de sinais contrarios.

Para se¢des como o perfil tipo I simétrico da fig. III.7.c, pode existir um niimero infinito de
pontos com as caracteristicas da origem desejada. Todos os pontos da alma da se¢ao tém area
setorial nula e, assim, qualquer ponto da alma pode ser tomado como origem. Convenciona-se
definir a origem como o ponto mais proximo do polo principal da se¢do. Esta origem ¢
denominada origem setorial principal.

Tomando-se agora os eixos x e y passando pelo centro de gravidade e as propriedades setoriais
da se¢do calculadas em relagdo ao polo e a origem principais e considerando-se ainda que as

forgas externas sdo compostas apenas pelas forgas resultantes fi, fy e f, e pelo momento m,, as
equacdes de equilibrio passam a ser escritas como:

EAW, =—f (27.2)
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Elgu —ElgvY¥ = f, (27.b)
—ElguY +EISVY =1, (27.c)
El ¢, -Gl ¢, =m, (27.d)

Note-se que, se 0s eixos X € y sdo os principais, tem-se I, = 0 e as equagdes ficam
desacopladas.

[11.5.1 - Observacdes

a) Teoriadatorc¢do ndo-uniforme

Uma barra estd submetida apenas a tor¢ao nao-uniforme se as tensdes normais sao somente as
que decorrem do empenamento da barra, ou seja,

o=E¢, ®

Os momentos fletores e a for¢a normal devem ser nulos, ja que o Unico esforgo solicitante € o
momento de tor¢ao, logo:

M,=| o ydA= | Ep, oydA=Eg] 1, =0

M, = —[ oxdA=—[Egp, oxdA = -Eg; I ,= 0

@

N='[A0'dA=J‘E¢'Z'a)dA= Egp, S,=0

Conclui-se, portanto, que s6 ocorre tor¢do ndo-uniforme se o eixo de rotacdo passa pelo pdlo
principal. Note-se que, na teoria da tor¢do uniforme de Saint—Venant, a posi¢do do eixo de
rotacdo ndo precisa ser definida. Este ponto ¢ designado, na teoria da tor¢do ndo-uniforme,
como o centro de torgao.

b) Teoriadaflexdo simples

Nas barras submetidas a flexdo simples, o momento de tor¢ao aplicado m, € nulo. Adotando-se
por simplicidade o sistema de eixos principais e notando-se que as tensdes de cisalhamento sdo

44



PEF5734 — Projeto de Estruturas de Ago Compostas por Perfis de Se¢do Aberta e Parede Delgada
Programa de P6s-Graduagdo em Engenharia Civil — Escola Politécnica da USP
Prof. Julio Fruchtengarten

somente as que decorrem das forgas cortantes Vi e V, correspondentes as forgas transversais
aplicadas no polo A tem-se, da Teoria da Resisténcia dos Materiais,

Integrando-se a equacdo de equilibrio de momentos em torno do polo A (expressdao (15.d))
param, =0, e vem que

g V, (o Vy S
M Z:+L 7.t do= + UL S,(s)dw - tjs S,(s)dw (28)
Integrando-se por partes o primeiro termo desta expressao, tem-se:

[0's,(9o=s, (G2 - [° 95,09, 4

s ds
onde Sy (s) € nulo nos extremos de integragao e

ds. (s
y( )a)ds= —Xtw ds = —w xdA

Procedendo-se de forma analoga com o segundo termo da expressao (28), obtém-se:

vV \/
M, :+\|ij di+|_yj“)ydA: Jr\%I oxt 1 oy =+V (Yo =Ya) =V, (X =X,) (29)
y X

y X

Conclui-se, portanto, que ndo ocorre tor¢do (M, = 0) apenas quando as forgas transversais sao
aplicadas num eixo passando pelo polo principal. Este ponto ¢ definido, na teoria de flexao,
como o centro de cisalhamento.

[11.6 - ESFORCOS SOLICITANTES
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Os esforgos solicitantes na secao transversal podem ser calculados a partir das tensdes normais
e de cisalhamento dadas pelas expressdes (9) e (13).

[11.6.1 - Esforcos solicitantes correspondentes as tensdes nor mais

Os esforcos solicitantes correspondentes as tensdes normais sao a forca normal N, os
momentos fletores My e My em torno dos eixos x € y € o bimomento M, , dados por:

N = jadA (30.2)
A

M, = jaydA (30.b)
A

M, = —jadi (30.¢)

A

M, = jawdA (30.d)

A

Substituindo-se a expressao (9) em (30), obtém-se:

N = { odA= E[Aw, (2)+ S,u"(2)- S,V (2)+ S, 0. (2)] (31.a)
M, = [0 ydA = E[S,w (2} ,u' (21, V' (21,0 (2)] (31.b)
M, =~[ox0A= E[S (241,021, (2)-1.upi(2) 610
M, = j cwdA=E[S,w,(2)-1,,u"(2)-1, V' (2)+1,0,(2)] (31.d)
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Em particular se os eixos x e y passam pelo centro de gravidade e a area setorial ¢ calculada
em relagdo ao pdlo e & origem setorial principais, tem-se S7,S7,S; .| 5el S nulos e assim,

omitindo-se os indices C e G,

N=EAw(2) (32.a)

M =E(| JU (21 (2)) (32.b)

M,=E(1,u'(2)-1,,V'(2)) (32.¢)

M,=El, 0 (2) (32.d)

logo:

W('](z):EﬁA (33.a)

; -M_ I +M I

Eu'(z) = — 21~ (33.b)
1,12

|zv"(z)=_'lely+'v|2ylxy (33.0)
L, —12

Ep,(z)= M., (33.d)

LM, ~1 M, I .M, —I M, M
azﬁ— e L y+—2w (34)
A1, -17 I, -17 l,
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Pode-se observar que a expressdo (34) contém um termo adicional, em rela¢do aos da teoria da
Resisténcia dos Materiais, correspondente ao empenamento da secao transversal, linearmente
proporcional ao mesmo. Este termo ¢ analisado em pormenor no item 6.3.
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[11.6.2 - Esfor cos solicitantes correspondentes as tensdes de cisalhamento

Um procedimento similar pode ser adotado para as tensdes de cisalhamento, definindo-se
como esforgos solicitantes as forgas resultantes na secdo nas direcdes x e y, Vx e Vy, € 0
momento de flexo-tor¢ao T, em relacdo ao polo principal, decorrente das forcas T, t atuantes
ao longo da tangente ao contorno e uniformes ao longo da espessura.

V, = [7,tdscosd,, = [7,tdx (35.a)
A A

V, = [z,tdssend,, = [z, tdy (35.b)
A A

\

T, :jrnr dA=
A

we—— Q1

r,z,tds= —Irvtdw (35.c)
A

Tomando-se novamente p,= 0, e substituindo-se a expressao (12) em (35), tem-se:

V, = E[— u” (z)j S, (s)dx+Vv" (z)j S.(s)dx— ¢, (z)j S, (s)dx} (36.2)
v, -4 (0] Sk (2], Gy ) . 0k 36
T, = E[u'" (2) .[ S, (s)daw-v" (z)j S.(s)do+¢, (z)j S, (s)da)} (36.c)

Em particular se os eixos X e y passam pelo centro de gravidade e a area setorial ¢ calculada
em relacdo ao polo e origem setorial principais tem-se, por integragdo por partes, que:

?Sfdx= SeX|§ —[xdsg=—[xydA =1
S A A

Analogamente,
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[sgdx=15 , [sSax=0 , [SSdw=-1 , [Sfdw=0
A A A

[sedy=—15 . [sPdy=—1F , [Sidy=0 , [SPdw=0
A A A

Substituindo-se estes valores nas expressoes (36) e omitindo-se os indices C e G, tem-se

V, = E|l-1,u"(2)+1,,V'(2)] (37.2)
Vv, = E[l,u"(2) -1,V (2)] (37.b)
T, =—El,0,(2) (37.c)
logo:
V1 4V,
Eu'(z)=——2Y—2* (38.a)
L, —12
Ev'"(z):—w (38.b)
11,12
Ep) (7)== (38.0)

VAR VI 4V T,
7, =-| 2258 (s) - —2—L2S, (s) + —2S,(s) (39)

t) 11—l |1 —I |

X'y xy X'y Xy 1)

Esta expressdo também apresenta um termo adicional, em relacdo aos da teoria da Resisténcia
dos Materiais, correspondente ao empenamento da se¢ao.
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As tensoes de cisalhamento totais na se¢do sao obtidas adicionando-se ao valor obtido de (39),
uniforme ao longo da espessura, o correspondente a tor¢ao uniforme.

Derivando-se as expressoes (32) em relacdo a z e comparando-se as expressoes (37), conclui-se
que:

V,=-M, (40.a)
V, =M, (40.b)
T,=-M, (40.c)

O momento de tor¢ao total na secdo ¢ dado pela soma de T, e M, , logo:

T=T,+M,=-El ¢, +Gl,p, (41)

Comparando-se as expressoes (41) e (27.d), pode-se escrever que (ver fig. I11.8)

ar _
dz

; ; I
—Elw(DLV+GIt(z)Z=—Mw+:t M, =-m (42)

[0 Z
IO)

As expressoes (41) e (42) sdo formas alternativas de apresentacdo da equacdo de equilibrio de
momentos (27.d)
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FIGURA I11.8

As equagdes de equilibrio (27) podem entdo ser re-escritas em fun¢do dos esforgos solicitantes
e das forcas externas, obtendo-se:

N+ f,=0 (43.2)
Vi + f=0 (43.b)
Vy + f,=0 (43.c)
M, -M,-m, =M, -T =T, -m, =0 (43.d)

Pode-se observar ainda que, se T, = 0, ou seja, se as tensoes de cisalhamento sdo tais que o
momento das for¢as delas resultante em torno do polo principal ¢ nulo, a solugdo do problema
¢ a da teoria da Resisténcia dos Materiais, onde se despreza o empenamento. Neste caso, se a
peca ndo estd submetida a tor¢do pura, tem-se @, (z) = 0. Isto ocorre se as forcas transversais
passam pelo polo principal, como ja visto em 5.1.

111.6.3 - Observacdes

Os esforcos solicitantes deduzidos analiticamente neste capitulo serdo agora obtidos de
maneira informal para uma seg¢ao tipo I ou C.

a- Considere-se, a titulo de ilustra¢do, duas barras, uma de se¢do quadrada e outra de se¢do
delgada em forma de H, ambas engastadas na base e submetidas, na extremidade livre, a
uma forma normal excéntrica de valor — 4F. Admitindo-se valida a superposi¢do de efeitos,
este carregamento pode ser decomposto em quatro, como indicado na fig. II1.9.
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F F F [

My % [

(b)
FIGURA I11.9

Os trés primeiros equivalem estaticamente a uma forga axial — 4F e a momentos fletores My =
My = 4Fe em torno dos eixos principais x € y. Para cada um destes carregamentos aplica-se a
hipotese de Bernoulli-Euler, de que as se¢des planas permanecem planas e ortogonais ao €ixo
da barra, sendo possivel considerar, nestes casos, apenas os alongamentos paralelos ao eixo da
barra.

No entanto, para reproduzir o carregamento proposto, € necessario considerar ainda o quarto
sistema de forcas. Para a barra de se¢do quadrada, este carregamento ¢ geralmente desprezado,
ja que a for¢a normal e os momentos fletores resultantes sao nulos e, de acordo com o principio
de Saint-Venant, um sistema de forcas estaticamente equivalente a zero aplicado a uma
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pequena parte da superficie de um corpo ndo afeta significativamente partes do corpo afastadas
da regido de introdugdo das cargas.

Para a barra de secdo H de parede delgada, embora o sistema de forgas seja também
estaticamente equivalente a zero, pode-se notar que a grande flexibilidade da alma permite que
ocorra flexdo das abas de forma praticamente independente, com sentidos opostos em cada
uma delas, o que provoca empenamento da secao transversal (fig. I11.10).

FIGURA 111.10

Para manter-se a integridade da se¢do, a alma deve girar em torno do eixo z de um angulo igual
a ¢ =Alee, se ndo houver distor¢do da secdo em seu proprio plano, as abas também giram do
mesmo angulo, ocorrendo entao também tor¢ao da se¢do transversal.

A flexdo das abas resulta em tensdes normais G, € de cisalhamento T, (fig. II1.10.b) enquanto
que a tor¢do da se¢do resulta em tensdes de cisalhamento T; , que se somam as tensoes
decorrentes dos outros trés sistemas de forcas.

Portanto, ndo se aplica as barras de parede delgada, o principio de Saint-Venant.

Este sistema auto-equilibrado de forgas resulta, portanto, na se¢do tipo H nos seguintes
esforcgos solicitantes:

- Dois momentos fletores de igual intensidade e sentidos contrérios, atuando em torno do
eixo passando pela alma do perfil e com afastamento igual a distancia entre as abas,
definido como um novo esforco solicitante generalizado M, denominado bimomento.

- Duas forgas cortantes V, nas abas, resultantes da flexdo das mesmas, de igual intensidade
e sentidos contrarios. O momento de torcao T,= V,.2e ¢ definido como um novo esforco
solicitante generalizado, denominado momento de flexo-tor¢ao.

- Um momento de tor¢do M, que no caso, por equilibrio, tem igual intensidade e sentido
contrério a T, ja que ndo ha momento de tor¢do externo T aplicado.

b- O fendmeno apresentado para for¢a normal excéntrica ocorre também para outros
carregamentos, como ¢ o caso das barras submetidas a tor¢ao. Na teoria usual da torgao,
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denominada tor¢ao uniforme ou tor¢ao de Saint-Venant, admite-se que as tensdes normais
longitudinais e as tensdes de cisalhamento no plano médio da segdo transversal sdo nulas.
Isto, no entanto, ndo ocorre se existe algum impedimento ao livre empenamento da barra,
ou seja, diferengas de empenamento em sec¢des vizinhas. Estas diferencas sdo geralmente
decorrentes de variagdo do momento de tor¢ao ao longo do comprimento ou da existéncia
de vinculos (fig. I1I.11). Nestes casos, a barra fica submetida ndo apenas a tor¢ao pura mas
também a tensOes normais e de cisalhamento andlogas as do caso anterior. Esta condicao ¢

denominada tor¢ao ndo uniforme.

oMz EbTw
!I
!
!
f :
f f
I z
,' . ! Pt
|
| I 1
; x i TTF
2 £ 1.
FIGURA I11.11

c- O estado de tensdes numa barra submetida a flexdo depende, em perfis de secdo delgada,
da forma de introducdo do carregamento externo.

Considerem-se as formas de aplicacdo de momento fletor a uma barra de se¢do C, bi-apoiada e
com restri¢ao a rotagao da secdo transversal nas extremidades, indicadas na fig. I111.12.

Para forgas na direcdo y, o carregamento indicado na fig. III.12.b introduz apenas flexdao em
torno de x, enquanto que o da fig. III.12.a introduz flexdo em torno de x e ainda flexo-torcao,
ja que as forcas nao passam pelo centro de tor¢do e o momento de tor¢ao nao ¢ uniforme na

barra.
Para forgas longitudinais, o estado de tensdes depende da posi¢do do carregamento. E facil
observar que, se as forcas se aproximam da extremidade da aba, aumentam os esforcos de

flexdo na mesma (flexo-tor¢do), que se somam aos de flexdo em torno de x. Como se vera
adiante, ¢ possivel determinar um ponto de aplicacdo das forgas tal que os esforgos de flexo-

tor¢ao se anulem. Este ponto ¢ a origem principal.
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FIGURA 111.12
111.7 - BARRAS COM APOIOSELASTICOS

Considere-se a barra com secdo de parede delgada da fig. II1.13, continuamente apoiada em
meio elastico ao longo de um eixo paralelo ao eixo z e passando pelo ponto H de coordenadas
(X , yn). As forgas reativas do meio elastico nas direcdes X € y sdo proporcionais aos
deslocamentos uy € vy, enquanto que o momento de tor¢do reativo depende destas forgas e

possui uma parcela proporcional a rotacdo @zy, ou seja,
fxs= - B Un (44.2)

fyﬁ: - ﬂy VH (44.b)
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M= - Py P+ (Xu — Xc) fyp- (Yu — Yc) fxs (44.c)

y

Clxg v ye) By

N ¢ Hixy o ¥y )
Be Bx
0}
& x
FIGURA 111.13

fxp, fyp € m,p sdo as reagdes do meio eldstico por unidade de comprimento da barra. By, By e B
expressam a rigidez do apoio elastico por unidade de comprimento da barra, ou seja, forcas nas
diregdes x e y e momento de tor¢ao correspondentes a deslocamentos e rotagdes unitarios.

Os deslocamentos e rotagdes do ponto H podem ser escritos em fun¢do dos deslocamentos e
rotagdes do centro de tor¢ao como:

Up = U- (YH - Yc) @
VH = V- (X4 - Xc) ¢

P = P2

Assim, as forcas e momentos de torcdo adicionais a serem considerados nas equagdes de
equilibrio para barras com apoios elasticos sao:

fos ==Blu—(yy —yo)o,] (45.2)
fp==8, v+ (x; —x:)o,] (45.b)

mZﬂ :_ﬂ¢¢z+ﬂx(yH _yc)u_ﬁy(XH —XC)V+
(45.0)

=B = ye = B, (% - % P,
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111.8 - PROPRIEDADES SETORIAISDAS SECOESMAIS COMUNS

As propriedades setoriais definidas neste capitulo sdo calculadas a seguir para algumas se¢des

transversais muito utilizadas no projeto de estruturas de aco.

Os valores aproximados das demais propriedades geométricas, ja conhecidas da Resisténcia
dos Materiais, foram calculados desprezando-se a espessura diante das demais dimensdes, ou
seja, desprezando-se as parcelas ds.t”/;, dos momentos de inércia dos elementos. Estes valores

sdo0 apenas apresentados, sem dedugao.

[11.8.1 - Secdo | monossimétrica

]
¥
B o P :I T§ ------------ ] ——
- + " x

| h
tw -i—-

ti ] F————— —i —————————— | S
Mi

FIGURA II1.14

htwj
h(b ti + 5

- htw +b ti +bsts

Ywms

twh3 h 2 2 2
Ix: 12 + E_yMS htw+bstsy|v|s+b|ti (h_yMS)

(46.a)

(46.b)
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tsbs3 ti b3
+
12 12

(46.c)

Iy:|y5+|yi:

a) Determinacao do pdlo principal C

O perfil em questdo apresenta um eixo de simetria, logo o pdlo e a origem principais estao
sobre este eixo. Tomando-se inicialmente o po6lo auxiliar A e a origem B coincidentes com M;

(ya =yB = yms — h), tem-se para a 4rea setorial @g', de acordo com a fig. I11.15.a:

* +
= |_ 40
e C=D
g1
4o *
 =p 5
—d— &
: =
i i
[Wa] E [h] |:|
(&) )]
FIGURA 111.15

- aba inferior e alma:

m=0, logo o*=0

- aba superior:

r, =+ h (no sentido de n)

59



PEF5734 — Projeto de Estruturas de Ago Compostas por Perfis de Se¢do Aberta e Parede Delgada
Programa de P6s-Graduagdo em Engenharia Civil — Escola Politécnica da USP
Prof. Julio Fruchtengarten

ds =-dx

S
a)BA:j—rnds =-hs=hx
0

O produto de inércia setorial |4 é dado por

+bs/2 t b3
la=[@*xdA= [t =h=s = hi
A —bs/2 12
e de acordo com a expressao (23.a),
e
Yo=¥a= 1~ = h|_ =a, (47)
y y

Pode se mostrar que 145 =0
b) Areasetorial principal

Tomando-se agora o pdlo principal C e a origem principal D coincidente com C (notar que
qualquer ponto da alma pode ser tomado como origem principal) tem-se, de acordo com a
figura I11.15.b,

- alma:
m=0—- o =0 (48.a)

- aba superior:

[y [y
f=+(h-a)=+h""— 0" =h-"x (48.b)
y y

- aba inferior:
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| |
r=— I—ysea)cz— I—ysx (48.c)

1 . . o . .
Note-se que KJ-COC dA=0, visto que o diagrama de ®° é simétrico em relagdo ao eixo y,
A
logo D ¢ a origem principal e o diagrama apresentado na figura II1.15.b ¢ o da érea setorial

principal.

Note-se ainda que o resultado obtido independe do sentido de s, desde que n, s zZ seja

dextrégiro.

¢) Momento deinércia setorial

bs/2 [+ )? bi/2 o)’ [l
15 = [ dA=2 jh{—’"j X2 ts X + 2 th(l—VSj X2 ti dx = h? 22 (49)
A 0 0

I y y I y
d) Momento estatico setorial

Tomando-se para origem M, de calculo dos momentos estaticos setoriais as extremidades das
abas superior ¢ inferior com x positivo, tem-se, conforme fig. I11.16:

M e

b

5

L
S M M

FIGURA |11.16

61



PEF5734 — Projeto de Estruturas de Ago Compostas por Perfis de Se¢do Aberta e Parede Delgada

Programa de P6s-Graduagdo em Engenharia Civil — Escola Politécnica da USP
Prof. Julio Fruchtengarten

- aba superior (ds= - dXx)

Ms M 2

I, ht. | b

S;:J‘aftsds:— '[ h-—2xt dx=——>-2 x; —
Mos bg /2 Iy 2 Iy 4

Para

Xy=t b /2 > S =0

Para

ht, b; Ii (50.a)
8 1,

— c —
XM =0 — Sa)max_

O valor maximo de S5 ocorre para x = 0, pois

ds;
ds,

C

t,w

S

e ®° é nulo parax =0

- aba inferior;

Para

hti b* |
Xm = 0—- Sogmax = - 8 = (SOb)

Iy
Para momentos de flexo-tor¢ao positivos, as tensoes de cisalhamento tém o sentido de S na

aba superior ¢ sentido oposto a s na aba inferior, ja que os S5 sdo respectivamente positivos e

negativos nestas abas.

€) Caso particular: perfil smétrico - fig. 111.17
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yi ys 2
. . hx . bh

s =— :Te Ormax = (51.a)

h2

I = lyT (51.b)
. htb?

Sa)max :? (SIC)

h
(Ye—Ya) = 5 (51.d)

f) Casoparticular: perfil T (bj = t; =0) - fig.111.18

I =0, logo I, =1 e (ye=ya)=h

Como o pdlo principal coincide com o encontro aba-alma, os raios vetores 1, sdo nulos e,
portanto, ®° = 0. Assim:

w°=0, SC=0, 1°=0 (52)

(2]

Logo, ndo ocorre flexo-tor¢ao no perfil com se¢do T (M, =0 e T,=0)
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FIGURA I11.17 FIGURA 111.18
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[11.8.2 - Secdo C monossimétrica

&
Y Ial Ec
T
1
1
1
1
1
h G ML C_ax
1
1
1
1
Tty
1
1
—_— th]. ______ o= | M
M.
| b

FIGURA 111.19

ts b? (53.2)
- a

"7 htw + 20t
| twh®  h2bt, “
=t (53.b)

a) Determinacao do pdlo principal C

O perfil C apresenta um eixo de simetria (eixo X), logo o polo e a origem principais estdo sobre
o eixo x. Tomando-se o polo auxiliar A e a origem B no encontro deste eixo com a alma do

perfil, obtém-se a area setorial wg' da fig. I11.20.a:
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a
-]
=
1]
=
JE P
]

(a) (b}

FIGURA 111.20

- aba superior:

rn:+g e ds=-dx — a)A:j—rn ds= +g(x—xA)
- aba inferior:

r :—2 e ds=-dx — a)A:—rz1 (x=x,)

A posicao do poélo principal pode ser obtida de
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ijydA
_ A

(XC_XA):eC = = | =

X X

(x4—b) (xo=b) %t. b?

1 A h h A h h h tfb
= +—(X=X, J—t . dx+ ——X=X, ) —— |t.dx | =
XJA S X )2t I o A)( zjf } 2

X

Substituindo-se o valor de I, tem-se:

3t b? (54)
C=—"""——""
htw + 6btf

b) Areasetorial principal

Tomando-se agora o pélo principal C e a origem principal D coincidente com B (fig. I111.20.b):

- alma:
rr=—€ € ds=dy > w°=e.y (55.a)
Para

_ P 4o 55.
y=+5 =tec (55.b)
- aba superior:

rn:+D e ds=-dx

2
o = a)C(Ml )+ T—rn ds= ecn+h.(x— XA):D.(ec — Xa + x) (55.¢)
. 22 2
Para
C h
X=X,-b—>w :E(eC —b) (55.d)
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- aba inferior:

r=—— € ds=-dx

®° = —ecg—g.(x— XA):—g.(eC — Xa + x) (55.¢)

Para

X=Xa—-b—- w ——h( —b) (55.9)
= Xa c="5 €c .

Observacdes:

1
- O valor médio da area setorial ao longo da se¢do transversal ¢ nulo {X J w® dA = Oj .
A

Logo, de acordo com a expressdo (26), D ¢ a origem principal.

- A é4rea setorial ®° também se anula para os pontos D; e D, com abscissa x = xp — ec, ou
seja, ep; = ec. Estes pontos também podem ser tomados como origens principais.

c) Momentodeinércia setorial

2

h
, 2 Xa—b h
|, = J/;a)c dA:Z'([(eC y)ztwdy+2;|; [5( C—xA+x)} t, dx=
3 2 2 2 2 2 2
:e{twh +h b }+h tb .[E—e j=e2IX+h tb .(b—3e ) (56)
| 12 2 2 3 ¢ ¢ 6 c

d) Momento estatico setorial

Tomando-se para origem M, de calculo do momento estitico setorial na aba superior a
extremidade da mesma (logo ds = dx) tem-se:
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—
+
i 2 & l
e b
Mgy +— Ds
A=l
(&) (b)

FIGURA 111.21

S = T.a)CdA: LX _bg(ec — X +x)t, dx =

Mos

:htTf{(ec _ xA)[X—(XA —b)]+%[x2 ~(%a —b)z}}

Para X=(XA—b), tem-se S, =0

ht¢b

Para X=Xxp =5 S5 =— (b—2ec)

Substituindo-se a expressdo de ec, obtém-se finalmente:

h’t, e.

Sg (XA): 12

(57.a)

O momento estatico tem seu valor maximo em moédulo para @ nulo, ou seja, para o ponto Dy,
onde:

XDlz(XA—ec) - Shmax =thf[b—ec]2 (57.b)
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Note-se que o momento estatico setorial na aba superior ¢ negativo para esta orientacdo do
eixo s. Assim, para momentos de flexo-tor¢do positivos, as tensdes de cisalhamento tém
sentido contrario a s.

Um procedimento andlogo poderia ser adotado para a aba inferior. Tomando-se para origem de

calculo de S5 o ponto M,;, obter-se ia 0 mesmo valor absoluto de S5 mas com sinal positivo,
ou seja, para momentos de flexo-tor¢ao positivos, as tensdes de cisalhamento teriam o sentido
deste novo eixo s.

Na alma, tem-se:

S5=S5(M, )+ @°dA

Logo, para ds = - dy,

ht;b ht;b t,
S = 4; (b-2ec)- ] ecytudy=- 4; (b_zec)_ecT(4yz_hz)
Para y=0— S=— (b2, ) tWh*_ hte 57
ara y=U— o5, =— 4 € )+ € 2 =+ 24 (57.0)

O momento estatico setorial no centro da alma € positivo, ou seja, no sentido s, logo ocorre
uma inversdo no fluxo das tensdes de cisalhamento neste trecho.

[11.8.3 - Secdo Z ponto-simétrica
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| toh’ bt h?
x = +
12 2

2tfb3
y = 3

ht;b?
Xy = 2

L J

G=A=E |}

FIGURA 111.22

a) Determinacao do pdlo principal C

Prof. Julio Fruchtengarten

(58.2)

(58.b)

(58.c)

(58.d)

O perfil Z ndo apresenta nenhum eixo de simetria (perfil ponto-simétrico). Escolhendo-se
inicialmente o polo auxiliar A e a origem B coincidentes com o centro de gravidade, obtém-se

a 4rea setorial wg' da fig. 111.23.a:
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i

= b

(&)

e

-

FIGURA 111.23

- alma:

m=0 — ws=0

- aba superior:
h A s h

=+— e ds:—dxea)B:—_[rnds:+—x (~b<x<0)
2 0 2

- aba inferior:

rn:+g e ds=dxea)§:—gx (0<x<h)
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Os produtos de inércia setoriais sao dados por:

A _ A _ oh h b h h 3
|y = _/[0)3 ydA = '[_bzxztf dx + '[0 (—Exjgtf dx=0
analogamente:

| A = ng\di: J'_Ongztf dx + Iob—gxztf dx=0
A

Logo, com o uso das expressdes 22, obtém-se (x; — Xa) = 0 e (y. — ya) = 0, e portanto o pdlo
principal C coincide com G.

b) Areasetorial principal

Da expressao (26), obtém-se:

2
O L e R T NP L
A

Logo, como o valor médio da area setorial wg ndo ¢ nulo, B ndo ¢ a origem principal. A area
setorial principal ws pode ser obtida da expressao (24), onde

ht;b*
2A

w5 :a)C(sD,s)za)C(sB,s)—a)c(sB,sD)za)é +
de onde resulta (fig. I11.23.b)

- alma;

ht¢b?
2A

w5 = (59.2)

- aba superior:
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As origens principais D; e D,, nas quais @g = 0, t€ém como abscissas

tib?
A

Xp2 =—Xp1 =—

c) Momento deinérciasetorial
Tomando-se as areas setoriais principais @5 , tem-se:

b ’ d +h/2
el x+_[_h/2

o= w5’ dA= 2]5[2(
A

_ hitzf (t(b+2hta )

Observagao:

Programa de P6s-Graduagdo em Engenharia Civil — Escola Politécnica da USP

Prof. Julio Fruchtengarten

(59.b)

(59.c)

(59.d)

(59.¢)

(60)

(61)

74



PEF5734 — Projeto de Estruturas de Ago Compostas por Perfis de Se¢do Aberta e Parede Delgada
Programa de P6s-Graduagdo em Engenharia Civil — Escola Politécnica da USP
Prof. Julio Fruchtengarten

O momento de inércia setorial para a origem principal pode também ser obtido daquele
calculado para a origem B, pois:

ht.b> (ht,b>) ht.b? )
|;;(sB):£a);2dA:£ 0 - 205 — +[ f J dA:|;+[ 2fAJ.A

2A

d) Momento estatico setorial

- aba superior:

Tomando-se para origem M, de célculo do momento estatico setorial na aba superior a
extremidade da mesma (logo ds = dx), tem-se:

M hex(t; b’ ht, [t.b> x> t.b® b’
Swzj @ dA:—I + X |t,.dX=— X+—+ -—
Mo 29 2 A 2 A 2
Para x = O tem-se:
hzta)tsz 62
Y (62.2)
t, b’
e para X:XDZ:—T,tem-se:
I _ h2 f 2( h )2
Swmin_—wtfb+ t, (62.b)

O momento estatico setorial tem seu valor maximo em modulo para D, onde ®° é nulo; é
negativo em toda a aba, ou seja, o fluxo das tensdes de cisalhamento € oposto a s para
momentos de flexo-tor¢ao positivos.

- aba inferior:

O célculo do momento estatico para a aba inferior ¢ andlogo ao da aba superior.

75



PEF5734 — Projeto de Estruturas de Ago Compostas por Perfis de Se¢do Aberta e Parede Delgada
Programa de P6s-Graduagdo em Engenharia Civil — Escola Politécnica da USP
Prof. Julio Fruchtengarten

- alma:

O momento estatico setorial na alma ¢ dado pelo valor do mesmo no encontro aba superior -
alma adicionado do termo correspondente ao trecho de alma. Sendo ds= - dy, vem que:

h?.te.t;.b> ¢y ht;b? dve ht ; tebs 2
- 4A _J.+h/2 2A 7 y=- 2A y (62.c)

Para y=0, S5 =0

2

_h' D;
5
C
Iy
—H
\J ]
FIGURA III.24

111.9 - INTEGRACAO DA EQUACAO DE EQUILIBRIO PARA MOMENTOS EM
TORNO DE z

A equagdo de equilibrio em torno de z, para eixos passando pelo centro de gravidade e polo e
origem principais ¢ dada por:

m T
NV _ K2y = —_ 63.a
4 4 El» El . ( )

onde
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Gl
=

k2

(63.b)

A equagdo homogénea

o~k g = 0

tem como solugdo ¢, =ce™, logo

r‘e”-k’r’e* =0 — rz(r2 —kz):O

cujas raizes sao

rn=rn=0;rn=—r=K

Como um termo linear sempre satisfaz a equagdo homogénea, tem-se:
¢, =C, +C,z+C;e“+C,e™

Notando-se que

e'? =cosh(kz) + senh(kz)

e =cosh(kz) — senh(kz)

e definindo-se as novas constantes C; =C, +C; e C, =C; —C, obtém-se finalmente:

¢, =C, +C,z+C;senh(kz) + C, cosh(kz) (64)
A solugdo geral ¢ a soma da homogénea com a particular @,

0=t Pp (65)

Os esforgos solicitantes correspondentes sao dados por:

M. =Gl ¢: =Gl |C, +C k cosh(kz) + C, ksenh(k2) + @} (66.2)
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M, =El ¢.,=Gl, {CS senh(kzH+C, cosh(kz)-l-%} (66.b)
T, =M, =-Gl, {03 k cosh(kz}+C, ksenh(kz)+ %} (66.c)
T:Mz+Tw:GI{CZ+(pb+%} (66.d)

Para o caso usual de m, constante, a equagdo particular ¢, tem como solugio

¢”:_2Erltk222:_22:t z (©72)
logo

Oh=— (';‘zt . (67.b)
=y (67.)
op=0 (67.d)
Neste caso, os esforcos solicitantes passam a ser escritos como:

M, =Gl {cz +C, K cosh(kz) +C ksenh(kz) - ”I‘i z} (68.2)
M, =GI, {Q senh(kz)+C, cosh(kz)— G'I“:k : } (68.b)
To =— M =—kGl [C; cosh(kz) + C, senh(kz)| (68.c)
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m
T:MZ+TQ,:GI{C2—G z} (68.d)

t

Os coeficientes constantes C; a C4 sdo obtidos impondo-se as condigdes de contorno do
problema. Para as condi¢des de contorno usuais, tem-se:

a) Extremidadelivre

Esta condicao ¢ tipica para extremidades de vigas em balango sem restri¢do a rotagdo (¢, # 0) e
ao empenamento (W= w(X,y) @ # 0).

Como as tensdes normais correspondentes ao empenamento sdo nulas, tem-se Mg, = 0 e
portanto ¢; =0.

b) Extremidade ssmplesmente apoiada

Esta condi¢do ¢ idealizada para ligagdes tipo dupla cantoneira de alma e apoios em cantoneira
(fig. I11.25).

e
-

-
-

FIGURA 111.25

O vinculo impede rotagdo em torno de z (¢, = 0) mas ndo restringe o empenamento
(p:#20 e ¢;=0, My=0).
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c) Extremidade engastada

Para engaste perfeito, tem-se impedimento a rotacdo (¢, = 0) e a0 empenamento ((pﬁ = 0),

logo as tensdes normais correspondentes ao bi-momento ndo sdo nulas ( Mo #0, ¢ # O).

Esta condicao ¢ de dificil realizagdo, dada a pequena rigidez a tor¢ao dos perfis de se¢do aberta
usualmente utilizados nas pecas de apoio. Para obté-la, sio empregados pilares de secao
fechada ou enrijecidos na regido da ligagcdo (fig. I11.26.a), nervuras longitudinais nas vigas
(figura I11.26.b) ou vigas de travamento transversais (fig. I11.26.c).

E H
E E E ! e
4 g 4 =|.:::::I
) (b)
+ 4
b
[re— II - —
fMe [T 3
1: Mfl :::Ei::: """""""""""" #
i
1
h W
k| |
(©
FIGURA I11.26
[11.9.1. Exemplos
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Exemplo 1

Analisar o comportamento da viga da fig. I11.27, constituida de ago MR-250, para os perfis de
secdo transversal tipo I : 1254 x 52,1 e CS 250 x 52

aco MR-250 E =20500 kN/cm?; G = 8000 kN/cm?; fy =25 kN/cm?

A
= ¥
"
:
! Tp=250 kMNcm
H R i i T - — -
z
[
|
e am -
FIGURA |I11.27

a) Propriedades geométricas das secles transversais
| 254 x 52,1
bs = 12,56 cm; tm=1,25cm; d=254cm; tw=1,51 cm

bt
It:Z%:53,7cm4; I, =6120cm*; |, =348cm’

Iy.h2 . b, .h
| = 1 =50752 cm’; @S =

1) max
4

=80cm’
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2

= ;b =313cm*; k= G, =0,02cm™
Elo
CS 250 x 52
bs=d=25cm; tr= 0,95 cm; te, = 0,8 cm
l,= 18 cm’,; ly= 7694 cm®;,  1y= 2475 cmi’

| ,= 357887 cn:

Cc
SC() max

=928cm*;

o =156,2 cm’

max

k =0,0044cm™

Prof. Julio Fruchtengarten

Pode-se observar que a rigidez a tor¢ao do perfil laminado I 254 ¢ muito superior a do perfil
soldado, pelo fato das espessuras serem maiores. O inverso acontece com o momento de
inércia setorial, pelo fato da aba ser estreita. Embora os perfis em questdo tenham mesma
altura e mesma massa, espera-se um comportamento muito distinto para a resisténcia a flexo-

tor¢ao.

b) Condicdes de contorno e determinacéo das r otactes

O momento de tor¢do distribuido m, € nulo, logo @, = 0. As quatro condi¢des de contorno que

levam a determinacdo das constantes C; a C4 sdo indicadas a seguir:

z=1->T=T

z=0—>¢. =0

z=0-@:=0 (M. =0)

To
2 =
Gl
C+CG =0
T T
. +C3k:0%C3— 0
Gl Gl k

To

C; senh(kl) +C, cosh(kl)=0—C, =5

tan(k)

t
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Logo:

L 1 1 _
goz—Glt[z ktgh(k|)+ktgh(k|)cosh(kz) ksenh(kz)}_

LIS PO [
Gl k cosh(kl)

senhk(l—z)—senh(kl)]}

Caso a ligacdo ao pilar ndo possa restringir o empenamento, ou seja, @; =0 e M, =0 para z =

0, resulta de (68.b) C4 = 0. Como para z=I| tem-se também ¢; =0, C; também ¢ nulo, logo
M,, € nulo ao longo de toda a viga.

Desprezando-se portanto a resisténcia por flexo-tor¢do, tem-se apenas tor¢do uniforme, e
assim:
To

= z
P Gl+

Substituindo-se os valores das propriedades geométricas para os perfis I e CS, obtém-se os
seguintes diagramas para as rotagdes @, , onde em tracejado sdo indicados os diagramas para
tor¢ao uniforme:

¢ (rd)

(a) | 254x52.1
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0.03

003

013

(b) CS250x 52

FIGURA 111.28

c) Esforcos solicitantes

Substituindo-se as constantes k obtidas no item anterior nas expressdes de M,, My, € T,:

coshk(l - Z)
Mz:=T) ||l -———7—=
cosh(Kl)
T, senhk(l-2)
“7 k  cosh(K)
onde:

To =250kNcm ¢ To =Ty —M:

Obtém-se os diagramas correspondentes indicados na fig. I11.29.

0.3

217 2456 249

T D A

|

|

To M: |

|

] Tl.l.l o] !
kKM c¢m
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12313 1617 209

kKN -:m2
(@ 1254x52.1
73 113 125
___________________ -
M- I
|
0 |
|
Ta |
KN ¢m
49375 28341 12907
M
kKN u:m2

(b) CS250x 52

FIGURA 111.29
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d) TensBesnormais

Mo
Omax = Wmax
- Perfil It O = _1215 80=19,4kN/cm’
50752
- Perfil CS : o =BT 1565 -01,6kN/om?
357887

Note-se que as tensdes normais sdo proximas da tensdo de escoamento e ndo podem ser
desconsideradas.

Visualizando-se o bi-momento como dois momentos de sentidos opostos atuando nas abas
tem-se:

logo:

M =540kNcm e M;.=2140kN cm, respectivamente, para os perfis I e CS. Estes esforcos
devem ser resistidos na ligacao aba-pilar.

€) Tensdesde cisalhamento

M
TS0t T = SS(s)+ t

12} It

Tmax Ocorre na aba no encontro aba-alma, visto que Si ¢ maximo neste ponto ¢ a aba tem
espessura maior que a alma.

Sc(e:)max t
To +— M,

tf Iac) It

Tapa =
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Para z= |, tem-se:

-Perfill: 7= 313 Lo+ 125 249,0=0,01+5,8 =5,81kN/cm’
1,25.50752 53,7

-PerfisCS: 7, LUS,O 0.95
0,95..357887 18,0

Pode-se observar que as tensdes de cisalhamento resultantes da flexo-tor¢ao sdo desprezaveis
diante das de tor¢do uniforme. No entanto, desprezar o momento de flexo-tor¢do pode estar
muito a favor da seguranca para o calculo das tensdes de cisalhamento, em especial para perfis
soldados. Para o perfil CS 250 x 52, obter-se-ia:

T() 2 ;s f}’ 2
Tmax =— t=13,2kN/cm”, proximo de Ty =ﬁ§15kN/cm

t

Visualizando-se a resultante das tensdes de cisalhamento nas abas como duas forgas cortantes
de sentidos opostos, tem-se para ambos os perfis:

/Ta)
Vi =l

To
t dx oudiretamente V; = T =10kN.

Estas forgas devem ser resistidas na ligagao aba-pilar.

Exemplo 2

Uma viga bi-apoiada CS 250 x 52, de 5m de vao, serve de apoio a uma alvenaria de 0,20m de
espessura ¢ 5,0m de altura, que possui um revestimento externo de 0,05m de espessura.
Analisar o comportamento da viga, sendo dados:

Alvenaria :d;=0,2m; h=5,0m; vy, =16kN/m? g =16x0,2x5,0=16,0kN/m
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Revestimento: d; = 0,05m; h=5,0m; v, =22kN/m? g =22x0,05x5,0=5,5kN/m

TIII m=

e e E e e . e e e E e e E e E - e e e e fra

125

L — ey
mZ

FIGURA 111.30

a) Propriedades geométricas da secdo transver sal

As propriedades geométricas do perfil CS 250 x 52 podem ser tomadas do exemplo anterior, a

saber:
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k=0,0044 cm™; I, = 357887 cm®; I, = 7694 cm®
Omax = 156,2 cm” ; L,=18 cm*; S max = 928 cm?
b) Acbes

fy=-0,16 - 0,055 =-0,215 kN/cm

kNcm

m =-0,055.12,5=-0,688
cm

c) Esforcos solicitantes

O momento fletor maximo no centro do vao e a for¢a cortante ¢ o momento de torgdo
maximos, nos apoios podem ser obtidos diretamente de:

fy1° 0,215.500 | 500
Mxmax = 3 =— 3 :_6720chm VymaX: fy 520,2157253,75kN

T, =- mz.la = 0,688 5—(2)0 = 172kNcm

Os demais esforgos solicitantes sdo obtidos a partir das seguintes condi¢gdes de contorno

z=0-5¢,=0 .. C;+Cys=0

m; m;

k> GLk> EL.k*

B
2

z=0>Mp=0 .. C4=-

laT 0 C . mgl m.l
7Z=— = O = — = =
2 PTG T 2k R
z—l— M:=0 ... G=-C4t h(ﬁj
—2—) z = .. 3 = 4 1g 2
logo:
m ki k?z> k?lz
= —t h(—jsenhkz+ h(kz)— + -1
@Elwk{gz (1) +cosh(l) -+~
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=
1
?\—|5
1

- tgh(gj cosh(kz) + senh(kz) — kz+%}

Mo :%{— tgh(%j senh(kz) + coshi kz) - 1}

To :% [tgh(%) cosh(kz) — senh( kz)} =— M,

Para z =0, tem-se:
M, =-47 kNcm ; Te=-125kNem; Myp=0

e paraz =12,

M,=0: Tu=0; Mgy= 14215 kNcm?

d) Tensdesnormais maximas (z=1/2)

<

x 6720

=+ =——=10,9kN / cm’
P =W T 6le
M
op=t—20,, = 14215 156,2 = 6,2kN/cm’
| 357887

@

. Omax :17,1 kN /sz
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_|_

O Op

FIGURA 111.31

€) Tensdes de cisalhamento maximas

As tensdes de cisalhamento maximas nas abas ¢ na alma, devidas a forga cortante, ocorrem
respectivamente nos encontros aba-alma e no centro de gravidade. Para z = 0, tem-se:

_V, S(s)
T,=
tl,
- 53,75 (12,5.0,95) 12,0 _ 11 kN /e
0,95.7694
0,8.11,5°
53,75 | (25. 0,95)12+T
- =3,0 kN /cm’
0,8.7694

Para o momento de tor¢ao M, em z = 0, tem-se:

M
T, =t —*=t
It

47
Tabas=§ 0,95=2,5 kN / cnv’
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47
Tame =g 0,8=2,1 kN /cn?

E para o momento de flexo-tor¢ao T,

Ta) Sa)max
To=""_—
ti lo

125.928

T, .=—"" = 03kN/cm’
30 95.357887

Talma = 0

As tensoes de cisalhamento maximas sdo, portanto,
Taba =1,1+2.5+0,3=3,9kN / cm’

Toyra=3,0+2,14+0 = 5,IkN / cm’

Pode-se observar novamente que a parcela T, ¢ desprezavel diante das demais.

Nota:

Desprezando-se a flexo-tor¢ao e admitindo-se que todo 0 momento m, ¢ resistido apenas por
tor¢ao da pega, obter-se-ia:

.
n=t, =%0,95:9,0k|\| /et (aba)

-

7, =2t _172 0,8=7,6 KN/cm’ (alma)
I, 18

logo:

Tapa =1,14+9,0=10,1 KN / crm?® (aba)

Tama =3,0+7,6=10,6 KN / cm? (alma)
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Estes valores sdo muito superiores aos reais

f) Rotacdes

z=0—=¢.=0

1
2=7 - =0,051d=286'

Exemplo 3

Determinar as tensdes maximas em um perfil tipo C 150 x 70 x 4,76, de 4m de vao e bi-
apoiado, submetido a uma forga distribuida no plano da alma de 3 kN/m.
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fy

.f_el: - X... J‘

FIGURA 111.32

a) Propriedades geométricas da secéo transver sal
tr=ty,=0,476cm ; b;=70cm ; h=15,0cm

t; b?

Xa=—"—"—=1,7cm
hte +2bf ts

_ta) h3 h2 bf tf

Ix = + =509cm’
12 2
3t¢ bt

&=—""—""=2,6Cm

h t, +6b t;

h 5 .
[} :E(bf —ec ) =33cm (extremidade da aba)

h 2
()] :Eec =19,5cm (encontro aba-alma)
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St max =%[bf —e.| =349cm* (aba)
o1 = ht;bf (bf —-2e. )=22,5 cm* (encontro aba-alma)
02 == ;’ ~=—11,5cm* (centro da alma)

Iy == oil, 4+ (br —3ec)=2741cm

6

3

bt
I =ZT=1,O4cm4

Gl+ 8000 1,04
k= = =0,0122cm™
El, 20500 2741

b) Acdes

fy ==3kN/m

m,=-—0,03.2,6=—0,077kNcm/cm
c) Esforcossolicitantes

1> 0,03 400
M = fy ~-==————=—600kNcm (z2=0)

Vo =224 iy (21
ymax — 2 = _2

T=-m, z=0,077z kNcm... T, =—m, IEzlS,Schm (z:lzj

Os demais esforgos solicitantes sdo obtidos a partir das seguintes condigdes de vinculo:
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z=0->T, =0 s G =0
M
| M L c Gl k?
2—2% 0=0 . 4 = hkl
cosh
hkz
Ma)=% . kl_l , logo
hi
cosh—
z=0— M, =442 kNenv?
z—l—>M =0
=3 0=
m.  Senhkz
To=—>"——""—"— , logo:
K coshk
coshk>

z=0 - To=0; M:=0; T=0

I
zZ= 5—>Ta, =6,2 kNcm

I
Z:Z—>Tw =1,7kNcm

M; =15,5-6,2=9,3kNcm

15,5
> —1,7=6,1kNcm

Prof. Julio Fruchtengarten
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r WWHHWWWW ,mmmﬂmmmmmwf

T T e Mz (KN ¢m)

442 kN cm”

M i

FIGURA 111.33

d) Tensdesnormaismaximas(z=0,y =+h/2)

M, h_ 600

o, —=—75=-89kN/cm’
I, 2 509
M

0 =—20f =ﬂ(—19,5):—3,1 kN /cm’
., 2741

0= —89 —3,1=12,0 kN/cm’

max
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€) Tensdes de cisalhamento maximas

|

Para os pontos 1, 2 e 3 da se¢do transversal indicados na figura I11.34, tem-se:

1
S, =44 047675 =157 cm’ — 7=~ _ _ 0 40kN/om’

©0,476509
S,=70.0,476.7,5=250cm — 7,,=—0,61 kN/cm’

S, = 25,04+ 2476

7,57 =384 cm’ —>17,,=-095kN/cm’

e

Ty

24

a
o

T

/U/

L

FIGURA I11.34

z I
Tt == t(z:ze Mz=9,3chm)

It
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LT =R == ’

T 04 0,476=+4,30kN /cm
To |

To :?.S‘ﬁ (9 z:EaTw =6,2 KNcm
62 34,9=+0,17kN /cm’

o1 =0476.2741° 7 7Y
—L230—+011kN/cm2

t2 =076 274170

w2

7
T3 =— BN 0,05kN /cm?

[

| =

To

£

%
ik

Logo:

Timax =— 0,40—4,30+0,17=—4,53kN / cm’
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Tomax =— 0,61-4,30+0,11=—4,8kN / cn?’

Tmax =— 0,95-4,30—0,05=—53kN /cm’

Desprezando-se a resisténcia a flexo-tor¢do, ou seja, admitindo-se que o momento m, ¢é
resistido apenas por tor¢ao da pega, ter-se-ia:

M, = 15,5 kNcm N T, =+7,1 kKN / cm?

Como a parcela de tor¢cdo de Saint Venant ¢ condicionante neste caso, as tensdes maximas
: i . A ) 2
resultantes seriam muito superiores as reais (Tmax = -0,95-7,1 = -8,05 kN/cm”).

Exemplo 4

Determinar as tensdes maximas no tirante de 3m de comprimento em perfil Z 100x50x3,0
indicado na fig. I11.36.
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Ay
A |
1 A
I chapas de ligacan
LSm '
I
1
I
' 4 F = =2 % ‘é;/|
A — Bl =~ o
LSH :
I
] |
I
l
z I
I
N = B0 kN |

FIGURA 111.36

a) Propriedades geométricas da secdo transver sal

t; =t,=0,3cm h=10,0cm b; =5,0cm

3

0,3 \

A=20,0.0,3=6cm’; l :ZO,O.T: 0,18cm

lx=100cm* ; ly=25cm*; |y =37,5cm’
tibf 1,25¢cm

X = — = —

D2 A ,25C

C—htfbfz—625cm2 I

o = A O (alma)

h(tbi 2 |
0N =217 a —b; |=—18,75cm (extremidade das abas)
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h*t¢b?
12A

(teby +2hty )=391cm’

C
«

ht;b?

Sémax(D= D, )=—2(tf b; +hta,)2 =10,55cm*

4A

‘. Gl:  [8000.0,18 00134 e
“\El, \20500.391

b) Acbes(z=x1/2)

N=060kN

Moo =, 00°dA=N @f =60x6.25=375kN a?

c) Esforcossolicitantes

Além da forca normal constante tem-se, como conseqiiéncia de m, = 0 ao longo da pega:

T=0

M, = GI; [ Cs senh (kz) + C4 cosh (kz)]

Impondo-se My, = My para z =+ 1/2, obtém-se:

Ma)O
C3:O . C4=

Gl cosh(2

|
z:iza Mo = M 40 =375kNen?

Mo
72=0 — Mo=—2——82 kNcr

o)
COoS B

K Mao

o)
COoS >

-Mz=Tp =—Mp=- senh(kz)

klj , logo

Prof. Julio Fruchtengarten
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z=0 — M; = To=0

[
Z:E —  To=-32kNcm=- M;

d) Tensdesnormaismaximas (x =1/2)

N Mo
o=—f+—w
A 1,

- tracao

A maxima tensdo de tracdo ocorre na alma e vale

60 375

o =+—+— 6,25=10,0+6,0=16,0kN / cn?’
6 391

- compressao

A maxima tensdo de compressao ocorre na extremidade da aba e vale

—+@ ﬁ1875—100 18,0=—8,0kN /cm’
Oc = 6 391 s - B sV >

€) Tensdes de cisalhamento maximas (z =1/2)

M. 32
T =% t== .0,3=%5,3kN /cm’
I 0,18
_ T Somax = 3,2 10,55=0,3kN /cm?
Tomax = Ig) max—391.0,3. 5 — VY,

.« Tmax :5,6 kN /Cm2

Prof. Julio Fruchtengarten
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f) Rotacéo ¢,

(-
M cosh{

LU /O L [P P LR d=118’
Z(pz_ K2 z_jo an. 7= K jo senh(kz)dz= oL K =0,2rd=11,8
Glt cosh— cosh—
2 2
Observacao:

e e o o

g =g g =g

FIGURA |11.37

O comportamento do tirante em perfil Z submetido a tracdo centrada ¢ aparentemente
surpreendente, em vista das tensdes de compressdo e da rotagao resultantes.

Deve-se notar, no entanto, que este comportamento pode ser visualizado como decorrente do
espraiamento das tensdes normais, concentradas no ponto de aplicacdo de carga, para o
restante do perfil.

As tensdes de cisalhamento resultantes sdo excéntricas em relacdo ao centro de gravidade das
abas e por isso provocam flexdo das mesmas em sentidos opostos, o que gera tensdes de
compressao nas abas e rotagdo do perfil. Este efeito vai se diluindo nas se¢des que se afastam
do ponto da aplicagdo das cargas.
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V. TEORIA DE VLASOV - ANALISE DE ESTABILIDADE

IV.1- CONSIDERACOES GERAIS

Nas dedugoes apresentadas no capitulo III, admite-se que os esfor¢os solicitantes na secdo
transversal independem dos deslocamentos. Sdo desprezados portanto os esforgos solicitantes
adicionais decorrentes dos deslocamentos da barra produzidos tanto pelas tensdes normais e
de cisalhamento na se¢do transversal quanto pelo carregamento externo. Estes efeitos sdo agora
considerados, de forma aproximada, para a analise de estabilidade da mesma.

Admite-se para o que segue que, ao atingir a carga critica, a barra passa da configuraciao de
equilibrio bésica para uma outra proxima a esta, de modo que os incrementos dos
deslocamentos e das tensdes sejam pequenos.

Permanecem validas, para a configuracao final, as equacdes de equilibrio sob a forma das
expressOes deduzidas para a configuragdo basica sem o efeito de segunda ordem (expressoes
27, capitulo III). Nao sdo também consideradas modificacdes nos esforcos solicitantes devidas
ao efeito de segunda ordem.

Para a configuragdo basica, o estado de tensdes correspondente estd em equilibrio com o
carregamento externo. Assim, para os deslocamentos adicionais resultantes da perda de
estabilidade da barra, admite-se que o incremento das tensdes estd em equilibrio com um
carregamento externo ficticio, a ser determinado, dado pelas forgas transversais fxn € fyn €
pelo momento de tor¢do mzy .

Os deslocamentos anteriores a perda de estabilidade sdo desprezados nesta analise, ou seja,

admite-se que u, v, w € @z sdo os incrementos dos deslocamentos na mudanca da configuragdo
de equilibrio.

Este procedimento simplificado permite determinar um valor aproximado de carga critica, mas

ndo dd nenhuma indicagdo quanto a configuragdo pds-critica. As imprecisdes resultantes desta
andlise s6 podem ser discutidas a luz de uma teoria ndo- linear geometricamente exata.

V.2 - EQUACOESDE EQUILIBRIO

As equagoes definidas de equilibrio a serem utilizadas para a anélise de estabilidade da barra
sdo as mesmas ja deduzidas no capitulo III, substituindo-se as forgas transversais fx e fy e o
momento de tor¢ao my respectivamente pelas forgas e pelos momentos de tor¢do ficticios fxn,
fyn e mzy, a serem deduzidos a seguir:
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IV.2.1- Forcastransversais adicionais

Considere-se um elemento ABCD, de comprimento dz e largura ds, conforme indicado na
fig.IV.1. Os deslocamentos do ponto M(z,s) nas direcdes x e y sao dados pelas expressoes III-
1. Adotando-se como pdlo o centro de tor¢do, tem-se:

Uy =u-(y-ye)o, (1.a)

vy =Vt (X-X0)@, (1.b)

FIGURAIV.1

Ap6s a deformagdo, a geratriz da superficie média passando por M, inicialmente reta e paralela
a z, transforma-se numa curva espacial. Os angulos que as projecdes da tangente a esta curva
nos planos Oxz e Oyz formam com o eixo z sdo dados, aproximadamente, por:

—P= Vy = VX=X, =V - X, TXQ, (2.a)

P = Uy = U-(Y-Y )@ = U Y@ -V (2.b)
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Para um ponto situado na se¢do z + dz, estes angulos sdo (goY + dgoY) e — (gox +do, )

Sejam (0o, To ) as tensdes normais e de cisalhamento calculadas sem considerar o efeito de
segunda ordem e (G, T; ) as tensdes adicionais decorrentes deste efeito. As forgas resultantes
das tensdes normais nas se¢oes AB e CD se inclinam em relacdo ao eixo z apos deformacao.

Considerando-se por simplicidade que os deslocamentos e as rotagdes sdo pequenos o bastante
para que os senos de ¢, €@, sejam confundidos com os dngulos ¢, €@, , as projegoes destas
forgas nos eixos x € y podem ser expressas, respectivamente, por:

— face CD, projecao em x

- (0'0 + q)t dsg,
— face CD, projecao emy

- (0'0 + 0, )t ds(—¢,)

— face AB, projecao em x

(o, +do, + 0, +do,) tds(p, +de, ) =[(o, + 0, +do, Jp, +0,dp, |tds
— face AB, projecdo emy

(0'0 +do, + 0, + dq)tds(— oy — d(px) = [— (ao + 0, + dao)(oX - o,dop, ]t ds

Para a face AB, sdo considerados desprezaveis, nestas expressoes, os produtos de do; pelos
angulos ¢, e@, e os produtos de d¢, edg, pelos incrementos doy e do; e pelas tensdes
adicionais o .

Estas aproximagdes sdo aceitdveis para o calculo da carga critica por uma andlise de
estabilidade de Euler, na qual se consideram apenas pequenas perturbagdes em torno da
configuragdo de equilibrio inicial. Nao sdo adequadas, no entanto, para um estudo mais preciso
das barras sob ndo-linearidade geométrica.
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A resultante destas forgas, ¢ estaticamente equivalente a uma forga transversal distribuida p; na
superficie média dsdz, cujas componentes nas diregdes x e y sao dadas respectivamente por:

Py, dzds= (goY do,+o, d(pY)t ds

py, dzds = (— ¢y do, —o,dop, ) tds

ou
J
pxlzg( 0¢Y)t (3.2)
by == (o0, )t (3.b)
Vi 27 09x

Procedendo-se de maneira analoga com as tensdes de cisalhamento nas faces AB e CD, pode-
se determinar a componente das forcas delas resultantes na dire¢do normal a superficie média
inicial, visto que a se¢do gira de um angulo ¢z . Tem-se entdo:

— face AB:

(z, +dz, + 7, +dz,)tds(p, +de, ) =|(z, + 7, +dz,) @, +7,d@, |t ds
— face CD:

—(10 + rl)t dsop,

A forga transversal distribuida equivalente p, vale, portanto,

Jd
P, = E(Toq’z )t

e as componentes nas direcdes x e y sdo dadas por:

Jd
Px, =—P,Sen6, :_E(Toq’z )t senéy, (4.2)
J
Py, = p,cos b,, = 5(1’0 o, )t cos 6, (4.b)
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As forgas transversais totais por unidade de superficie pxn € pyn podem ser obtidas somando-
se as parcelas p; e pa.

7 Jd
Pxn :E( 0 Py )t_g(fo ®; )t sendy, (5.2)
Py _%(O-o Dx )t + %(To ?; )t cos by, (5.b)

Integrando-se estas forcas ao longo do contorno da secdo, obtém-se as forgas transversais
ficticias totais num elemento de barra dz, cujos componentes nas direcdes x e y sdo dados por:

Jd
fn = I Pyy dS = J‘O—)_(O-Oq)Y — T, ¢, Sendy, )dA (6.2)
5 a0Z
S 9
fou = [ Pods=| &—(— Oy Py + T, 0,086, )dA (6.b)
5 nCZ

Note-se que as forgas ficticias dependem apenas das tensdes Gy € Tp. Assim, a aproximacao
adotada equivale a se admitir que os esfor¢os solicitantes da barra correspondentes ao
carregamento critico, determinados através da teoria linear, ndo se alteram com os
deslocamentos pos-criticos, como ja citado.

Substituindo-se nas expressoes de fy os valores de Gy e To (expressdes 111-34 e 111-39) e os de
@y € ¢, (2), e utilizando-se as relagdes entre os esforgos solicitantes deduzidas no item III-6,
pode-se obter:

=N +ye o, | =Moo, [ =M o [ =N +ye 0, )| -0, | (7.0)
fn = INV =50, )| =M, 0, [ v [ =NV —xc 0 ) M 0, | (7.5)

Observacdes:

a) As tensdes de cisalhamento T; devidas a tor¢do uniforme ndo resultam em forgas
transversais adicionais, visto que a forca resultante das mesmas no elemento dsdz ¢ nula.
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b) As forgas transversais ficticias podem ser obtidas também a partir de consideragdes
geométricas, escrevendo-se as equacdes de equilibrio na configuragdo deformada.

Tomando-se por simplicidade uma barra de secao transversal Leo equilibrio na dire¢ao x
(fig. IV.2):

4,

PLT
. 7
Nu® i

*ﬁ!— "
[

1

[

|

1

i

\

i

!
X ",

(b)

G/ﬁ

L
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FIGURA V.2

O deslocamento u do centro de gravidade compde-se de um termo proveniente da translagdo
da barra e outro da rotagdo da secdao transversal. A for¢a cortante ficticia na direcdo x
decorrente da forma normal N vale, de acordo com a figura IV.2.a e notando-se que a forca
normal da figura ¢ de compressao, logo negativa,

—Nu*'= - N(u' +yc¢)'z)

A forca transversal ficticia correspondente ¢ dada portanto (expressao I11I-43.b) pelo primeiro
termo da expressao 7.a.

Analogamente, o momento fletor Mx tem um componente decorrente da rotagdo da se¢do
transversal de valor — My @z. A forga transversal ficticia correspondente ¢ dada, portanto, com
o uso das expressoes I11-40.a e I11-43.b, pelo segundo termo da expressdo 7.a.

1V.2.2 - Momento de tor ¢do adicional

As forgas transversais ficticias Py, € Py, que passam a atuar no elemento dsdz na mudanca
de configuragdo de equilibrio produzem um momento de tor¢do em torno do eixo passando
pelo centro de tor¢do. Desprezando-se os deslocamentos dos pontos de aplicacdo de Py € Pyy
e substituindo-se (2) em (5), este momento de tor¢ao ¢ dado por

dm,, dz = [pYN(X_XC)_ pXN(y_ Ye )]deZZ

d
= E[— O'OU'(y— YC)+ O'OV'(X— Xc )]t dsdz+

adJ .
+E{¢’z [O-O(X_XC)Z +Go(y_ yc)Z]}t dsdz+

Jd
+ Z{(pz [7,cos 8, (x— % )+ 7,5en8,, (Y - Y )]}t dsdz (8.2)

Deve-se notar ainda que, com o deslocamento do elemento da sec¢dao transversal tds para a
configuracdo deformada, o ponto de aplicagdo tanto das forcas tangenciais Ttds quanto das

forcas transversais externas px € py se desloca, resultando numa variacdo do momento de
tor¢ao (fig. IV.3).
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FIGURAIV.3

O incremento dmy, dz decorrente do deslocamento das forcas tangenciais ¢ dado pela diferenca
entre os momentos de tor¢ao nas segoes z+dz e z e vale, para o elemento tds,

dm,,dz = (uM + a;z“” dz){ro +7,+ %(ro +1, )dz}sen@M tds—

— Uy [ro + 7, ]sené?M tds+v,, [ro +Tl]cos(9M tds—

v J
- (VM + 82 dZ){TO +17, +E<TO +7, )dz} cos @), tds =

_[ e, send,, u, ) Iz, 056, v, ) tdsdz
07z Jdz

(8.b)

Substituindo-se os valores de uy € vy de (1) e desprezando-se os termos de ordem superior,
tem-se

dm,,dz = ;[uro sen,, —vr,cosé,, |t dsdz—
z
d
- E[¢z 7,Send, (y- Ye )+ @, T,Cc086y, (x- Xc )]t dsdz

113



PEF5734 — Projeto de Estruturas de Ago Compostas por Perfis de Se¢do Aberta e Parede Delgada
Programa de P6s-Graduagdo em Engenharia Civil — Escola Politécnica da USP
Prof. Julio Fruchtengarten

O incremento dmy; dz decorrente do deslocamento das forcas de superficie px e py vale:

dmz33 dz = [pYuM —Px Vu JdeZ = leu —Px V=92 Py (y_yc )_¢z Px (X_Xc )JdeZ (8-0)

O momento de tor¢do adicional por unidade de comprimento pode ser obtido somando-se ¢
integrando-se estas trés parcelas na se¢do transversal, obtendo-se entao:

0 '
My = z{_ U'I 0, (y —Ye )dA+V'J. O, (X — X )dA+ ?; I [O-o (X — X )2 0, (y_ Ye )2 hA} +
A A A

S¢ S¢
+ i[u'[ 7,%n6,, dA— V[ 7,cosd,, dA} +u p,ds—v| pyds-
0z A A S S

S S
— 9| [ px(x=xc)ds+ [ p, (y—yc)ds
S S

)

Pode-se observar que a parcela dmyz, contempla as tensdes tangenciais antes e depois da
mudanca de configuracao de equilibrio. Em vista disto, os termos decorrentes de dm,, sdo
cancelados com termos de dmyz; e dmz,, como pode ser visto nos termos finais das expressoes
8.a ¢ 8.b e nas deducdes que se seguem.

Substituindo-se 6, de I11-34, tomando-se os eixos x e y passando pelo centro de gravidade e
calculando-se as propriedades setoriais em relagdo ao centro de torgdo, as trés primeiras
integrais da expressdo (9), que representam a contribuicdo das tensdes normais para o
momento de tor¢ao adicional, podem ser escritas como:

Iao(y—yc)dA=—yCN+ M (10.2)
A
[0, (x—x.)dA=—x.N - M, (10.b)
A

> > IS I, H, =1, Hy,
J.O-o(x_xc) +O—o(y_YC) dA=——N + 2 —2Yc My -
A A lXIY_|XY
lowH, —-1,H H
| " 2x. M, +—=2 M, =
IXIY_IXY I(u
=1y N+2r,, My =21, M, +1,, M, (10.c)
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I{ é o momento polar de inércia da segio em torno do centro de tor¢do, dado por:

Ig =Iy +I, TAKXS +ye) (11.a)
o N i i
ry = A ¢ o raio polar de inércia da se¢d@o em torno do centro de tor¢ao (11.b)

Hx , Hy e Hy, sdo pardmetros de assimetria da se¢cao dados por:

I x? +y (12.a)
H, = —J. x(x* + y?)dA (12.b)
J. X +y (12.C)

Hx e Hy se anulam respectivamente para se¢des simétricas em torno dos eixos x e y. Por
analogia com ro, os termos em Mx, My e M, sdo designados com 2roy, 2o« € I'ow, €mbora so os
dois primeiros tenham efetivamente como dimensao um comprimento.

As duas integrais correspondentes a contribui¢cdo das tensdes de cisalhamento sdao dadas por:

[ 7, seng, dA= [z tdy=V, = M, (13.2)
A A

[ 7, cos6, dA=[ 7 tax=V, =-M, (13.b)
A A

Quanto a contribui¢do das forcas externas de superficie, tem-se:

[ pyds=f, (14.a)
S

fpx ds=f, (14.b)
S
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Sy

[ P (x=x)ds+ [ b, (y-ye)ds= f, (e %)+ f,(& - ve) (14.c)
S S

onde ex e ey sdo as coordenadas do ponto de aplicagdo das cargas transversais fx e fy. Este
termo se anula se as forgas transversais sao aplicadas no podlo, admitido nesta deducao
coincidente com o centro de torgao.

Substituindo-se estas expressoes em (9), obtém-se:

=] [ ] <[] ] -
N+ 20, My = 2n, My 41, M ) |+ fuMy s |
ruty —viy - g fyle—xc)+ fy (e - vo]
Levando-se em conta que

f, =V, =M e f, =\ =—M , tem-se:

My = Ye[N U] =3 [NV] —u My —v' M, +

+ [(ro2 N +2rov Mx —2I’0X MY T low Mw)¢£]y - (oz[fx(ex _Xc)+ fY(eY_yC)] (15)

Os termos da expressdo do momento de tor¢ao ficticio podem ser obtidos também a partir de
consideragdes geométricas. Tomando-se novamente por simplicidade uma barra de secdo
transversal | (fig. IV.4):
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(©

FIGURAIV.4
a) A forcga cortante ficticia na dire¢cdo x correspondente a for¢a normal N e decorrente do
deslocamento u vale Nu , como ja visto na fig. IV.2. O momento de tor¢do ficticio resulta
da excentricidade desta forca em relacdo ao centro de tor¢ao e a diferenca entre os valores
do momento de tor¢do nas se¢des z ¢ z +dz é o primeiro termo de myx, ou seja, yc [Nu].
De maneira andloga, pode-se obter o segundo termo de mzy, decorrente dos deslocamentos
V.

b) A forca transversal ficticia num elemento dA correspondente a for¢a normal N e decorrente
da rotagao @z vale (r o, )(O'dA), como ja visto na fig. IV.2. O momento de tor¢do resultante

é r’g, odA, que integrado ao longo da segio transversal resulta em ¢, J or’dA

Notando-se que, para uma se¢do qualquer, r ¢ dado por:
=(x-xo) +(y-yo)

concluiu-se que esta integral ¢ idéntica a da expressao (10.c). A diferenca entre os valores do
momento de tor¢cdo nas se¢des z e z+dz resulta no temo indicado na expressao (15). A parcela
correspondente a for¢ca normal foi estudada inicialmente por H. Wagner. Embora a expressdo
contenha termos em Mx, My e M,, este termo serd aqui denominado como termo de Wagner.
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¢) Como resultado da curvatura da barra no plano xz, o momento fletor Mx passa a ter um
componente na dire¢cdo da barra de valor Mxu. A variagdo deste momento ao longo do
comprimento dz, desprezando-se termos de ordem superior, ¢ Mxu .

d) O deslocamento na dire¢cdo y do ponto de aplicacdo das forgas transversais fx decorrente da
rotacdo @z vale @z (ex — xc). Este deslocamento resulta num momento de tor¢do adicional
dado pelo ultimo termo da expressao (15).

Nas aplicacdes da expressao (15) ao calculo da carga critica de uma barra, ¢ usual que a forga
normal seja o Unico esfor¢o solicitante e que as forcas transversais passem pelo centro de
tor¢ao. Neste caso, tem-se:

My :yclNu'J'_XclNV'J'+lr02N¢'zJ' (16)

1V.2.3 - EquacOes diferenciais de equilibrio

As equagdes diferenciais de equilibrio a serem utilizadas para a analise de estabilidade da barra
podem ser obtidas das equagdes de equilibrio III-27, deduzidas para a andlise linear,
substituindo-se as forgas transversais € 0 momento de tor¢ao pelas forcas e momentos ficticios
aqui deduzidos.

Adicionando-se ainda as forgas e momentos de tor¢do provenientes de eventuais apoios
elasticos (expressoes I11-45), resultam as seguintes expressoes:

EAW, =0 (17.a)
EIYUN —El XYVIV _lN(u""yc(p'z )J + lM x Pz J""‘,Bx lu_(yH —Yc )¢ZJ:O (17.b)
- El xvulv +El xVIV _lN(V'_Xcgo% )J+ lMY¢zJ"+ ﬂY[V"'(XH — X )(02]: 0 (17-0)
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El, o) —Glo, —y.[Nu] +x:[NV] +u"M, +v'M,
frinenm, - il B -

e N+2r e My =2r;, My +1,,M , Jo, +ﬂ¢§0z IBX(yH yc)u+
+:BY V+[,B +,BY ]¢ +

+[fx(ex _yc)+ fv(ev _yc)]¢z =0
(17.d)

Recorde-se que os deslocamentos u e v, assim como as propriedades setoriais da secdo
transversal e o parametro 1o, sdo calculados em relagdao ao centro de tor¢ao. Os momentos € o
produto de inércia, os momentos fletores e os parametros de assimetria Hx , Hy e Hy,, dos quais
resultam rox, roy € roe, SA0 calculados para os eixos passando pelo centro de gravidade da se¢do
transversal.

IV.3- O METODO ENERGETICO

A condig@o necessaria para o equilibrio de um sistema estrutural eldstico sob carregamento
conservativo numa determinada configuracdo ¢ que a energia potencial total do sistema passe
por um extremo, isto €, que a primeira variagdo da energia potencial total seja nula.

Designando-se por A os deslocamentos generalizados de uma secdo transversal, a condigao

para que a configuracdo seja de equilibrio pode ser expressa como:
&J(A,5A]:O VoA (18.a)

Por outro lado, o teorema de Lagrange-Dirichlet estabelece que uma condi¢do suficiente para a
estabilidade do equilibrio em uma determinada configuracdo ¢ que a energia potencial total
seja minima nesta configuragdo, isto €, que a segunda variagdo da energia potencial total seja
positiva definida, o que pode ser expresso como:

o°U (4,54) 0 VIA£0 (18.b)

A transicdo de estabilidade para instabilidade se dd para uma configuragdo para a qual a
expressao (18.b) deixa de ser satisfeita. Esta condi¢do pode ser expressa como:
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3 5A#0 /  §U (4,54} =0 (18.c)

O carregamento para o qual isto ocorre ¢ denominado carregamento critico.

O estudo do comportamento do sistema estrutural pode entdo ser feito a partir do conhecimento
da expressao da segunda variag¢do da energia potencial total.

Uma analise acurada do problema s6 pode ser feita com base em uma teoria de barras nao-
linear geometricamente exata, valida em situagdes de grandes deslocamentos e rotagdes. Esta

formulagdo permite determinar o comportamento das barras antes e depois de se atingir o
carregamento critico.

Pode-se determinar um valor aproximado do carregamento critico por meio de uma andlise

linearizada de estabilidade, denominada analise de Euler, na qual as hipoteses indicadas em
IV.1 sdo introduzidas na expressao exata da segunda variacdo da energia potencial, ou seja:

- Os esforcos internos sao calculados pela teoria linear
- A configuracao critica ¢ confundida com a inicial (A cr= 0)

Como ja visto, este procedimento ndo da nenhuma indicagdo a respeito da configuragdo pos-
critica. No entanto, conduz a uma grande simplificacdo na expressdo da segunda variacao da
energia potencial total. A aplicacdo deste procedimento ¢ comentada no item 3.2.

Observe-se que, desenvolvendo U(A) em séries de Taylor em torno da configuragdo critica

AcCr, tem-se:

U(Ag)=U(Arer + 604 )=U(Aer )+U  (Arer )OA, JF%U,ij (Ayer )8ABA, +...

Sendo Acr uma configuragdo de equilibrio, resulta U (A KCR] =0, pois a primeira varia¢ao
da energia potencial total ¢ nula para uma configurag¢ao de equilibrio. Assim,

AU =U(AK)—U(AKCR)%52U (Ayer) (19.a)

Procedendo-se de maneira analoga com U (Aj, tem-se:
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U, (A¢)=U, (Aot (A oA, +...
Assim, sendo novamente U (A KCR )= 0, e A uma configuracdo de equilibrio,

U, (A )2 U, (A )oA, =0 (19.b)

A

Conclui-se portanto de (19.a) que um valor aproximado da carga critica pode ser determinado
utilizando-se a diferenga de energia potencial entre a configuragdo deformada e a
imediatamente anterior a flambagem, no lugar da segunda variagdo da energia potencial; de
(19.b) conclui-se que pode ser utilizada também a expressdo da primeira variagdo da energia
potencial.

O valor aproximado da carga critica pode ser obtido também a partir de expressdes
aproximadas de AU ou OU. Estas expressdes sdo determinadas impondo-se as hipoteses
simplificadoras na formulagcdo das equagdes diferenciais de equilibrio, como foi feito no item
2, e ndo na expressao de segunda variagdo da energia potencial total. Esta pratica é adotada
neste texto e € tradicional na literatura técnica, mas apresenta imprecisdes que sao discutidas
em pormenor no final deste item.

IV.3.1 - Aplicacdo do principio dos trabalhos virtuais. Obtencao do funcional U

As equagdes diferenciais de equilibrio (17.a) a (17.d) sdo automaticamente satisfeitas para os
deslocamentos exatos A(X,y,z). Quando um valor aproximado dos deslocamentos &

substituido nas equagodes de equilibrio, resulta um residuo £ em cada equagdo, que corresponde
a uma for¢a ou momento ndo equilibrado.

No método energético, os valores extremos do funcional da energia potencial total podem ser
determinados por meio do método diretos do calculo das variagdes, entre os quais os de Ritz e
de Galerkin sdo os mais utilizados. O campo de deslocamentos ¢ representado, nestes métodos,
por fungdes do tipo:

A=A (% y.2)=2A,, 95 (%, 2) j=l.m (20)

onde A; corresponde aos m deslocamentos generalizados (no caso quatro, sendo trés
deslocamentos u, v, w € a rota¢do @z ), A;; sdo coeficientes constantes e gj (x,y,z) formam uma
sucessao de fungdes cinematicamente admissiveis para o problema, denominadas fungdes
coordenadas.
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No método de Galerkin, em particular, os residuos resultantes da substitui¢do de A; nas
equagdes de equilibrio sdo ponderados pelas fungdes coordenadas gj ou diretamente pelos
deslocamentos virtuais correspondentes, ja que também sdo fungdes cinematicamente
admissiveis. A condicdo de equilibrio se exprime impondo-se que a soma dos trabalhos
virtuais das forgas sob os deslocamentos virtuais dados assim obtidos ¢é nula, ou seja,

m L
z)e (A, )5Aj (x,y,2)dz=0

Multiplicando-se assim o primeiro termo das equagdes diferenciais de equilibrio (17.a) a (17.d)
respectivamente pelos deslocamentos virtuais dwo , Ou , Oy € Oy, , Somando-se as expressdes
assim obtidas e integrando-se ao longo do comprimento da barra, obtém-se a expressdo da
primeira variacdo da energia potencial total.

Tomando-se como exemplo a expressao (17.a) correspondente ao equilibrio de forcas na
direcdo z, tem-se:

L
J. EAW, dw, dz = EAW, dw,
0

L L
— EA.[WOaN0 dz = EAw, 6w,
0 0

L c 1.
—~ EAJ- 5(— s jdz=
0 5 \2

ey

Multiplicando-se o primeiro termo da expressdo (17.b) correspondente ao equilibrio de forgas
na dire¢o x pelo deslocamento virtual du, e integrando-se ao longo do comprimento da barra,
obtém-se:

L L

_[ El, u" dudz— j El ., Vv'" dudz - _[ IN(u+y. o, )| dudz+ JL' M, @, dudz+
0 0

0 0

+J‘ﬂx [U - (yH —Ye )¢z ]5UdZ

(22)

Integrando-se por partes cada termo desta expressdo, vem que:
L

IEIYu'V dudz = EIY{U"'&‘g —Iu'"&idz} = EIY{U"'&J‘E —u'du; +ju"&1"dz} =
0 0

0
= Ely{u'"é‘u‘g -u"au'\g +T§Bu"2}dz}
0
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(23.a)
L L
[ Bl v dudz=E1,, {v Sulb —v' |5+ v aur dz} (23.b)
0 0
L L
[IN(+yeg, )l dudz =N(u+yep; s — [ N(u+yep; o dz =
0 0
. i e 1,
= N(u'+yc(pz)cij‘g—_|;Nyc @, & dz—J-OL N{Euz}dz (23.c)
L L 1 L
Iﬂx [U_(yH - yc)¢z]&ldzz J-,Bx J(Euzj dz__[ﬂx (YH - YC)¢Z dudz (23.d)
0 0 0
L . ' L ' '
J.[Mx(”z] d—ldzz[Mx(Pz]aJ‘(l)_ _J.[Mx(nz]a'I dz=
0 0
L L
:[qu’z]vaj‘(l; _J'M'xq’z&"dz__[lleq"z&"dz (23.¢)
0 0

Substituindo-se (23) em (22) e indicando-se em separado os termos correspondentes as
condi¢cdes de contorno tem-se:

e (1 f o 1 i e
EIJ&(EU 2) dz—EIXY.[v du dz+jN5(5u'2)dz+.[Nyc @, du dz—
0 0 0 0

L ' ' L ' ' L 1 L
—I M, @, 5u dz—j M, @, du dz+jﬂx 5(Eu2) dz—jﬂx(yH —YC)(Pz dudz (24.2)
0 0 0 0

= (VXN -V X j5u

L

(E1,u"—El V" )su
0

L

0

+ [(M x Pz ) - N(”""Yc(”% )]5” _(EIYUH —El XYV”)éu'

L
0

L
0

L

~Myéu (24.b)

0

Procedendo-se de maneira analoga com a equagao de equilibrio (17.c) obtém-se:
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.[OLEI VY 5vdz—J'0LEI U dvdz— IOL [N (v' — X0, )] ovdz+ J'OL [Mv(Pz ] ovdz+

+ J.OL By [v+ (xH — Xc )(oz ]évdz (25.2)

de onde resultam os termos:
L 1 ) L L 1 L
. e " e

El X}[é(;v jdz— El XY_([u ov dz+_(|).N5[§v ]dz—}[NXC(pZ5v dz-

L L L 1 L
—_[M'Ygoz 5v'dz—J‘MY¢'Z é‘v'dz+J‘,BY 5(Ev2jdz+j,b’Y (X, — X ), Ovdz (25.b)

0 0 0 0
e

" " L , , L . \ L

(El V' —El4u \L+[(MY¢)Z) —N(v‘—xc¢z)b%o—(Elxv —El u'Jov =

_ L _ L
:[VYN —Vy]&% +M x 6V
0

(25.¢)

0

De (17.d) obtém-se:

'[ El 0. 6p,dz— J‘ Gl, p,5¢,dz— '[ yC Nu ]5¢Zdz+j xC NV ] op,dz+

+j0Lu"M X5¢Zdz+I0Lv"MY5¢Zdz—IOL (2N +2r, My =21, My +1,,M,, Yo, | S, dz+

+J.0L{ﬂ¢ ®; —ﬂx(yH - yC)U+,3y(XH - XC)V+|:ﬂX(yH —yc)z +ﬂy(XH - XC)Z}(pZ}&(pzdz+

] [f el =% )+ 1y ey — e o, 0, dz (26.2)

de onde resultam:
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L L L L
EIwjé(%(p;jdz+Gltjﬁ(%(p'zzjdz+ yCJ'Nu'&p'Zdz—xCJ‘Nv'&p'zdz—
0 0 0 0
L L L L
—J'M Xu'&p'zdz—jM'Xu'&pzdz—_[MYv'&p'Zdz—jM\'(v'5gozdz+
0 0 0 0
ST, 1 .2 - 1,
+Hr0 N+2r, M, =2r, M, +r0wa]5 P4 dz+J'ﬂ¢5 597 dz-
0

—| B« Yy = Yc udo, dz+J'/3Y — X VO, dz+

[ﬁx )+ By (Xy — %)’ b(%fpé de+fo (e —xc )+ fy (& = ve )J(%qoﬁ ﬂdz

o!—.,— o

L
+]
0
(26.b)
' L . s
(E|w¢’z _G|t¢z)5¢z o_ El, @, 00, o_
, L
_[_u'(_ ycN + Mx)"'vv(_XcN _MY)+(r02N +2rOYMX _ZroxMY +r0wa)¢z ]5¢z o =
. - L _ e
=[TN —Tj&pz Mowdp,
0 0
(26.c)

Somando-se os termos que independem das condi¢des de contorno, combinando-se os termos
comuns e utilizando-se as relagdes (13), tem-se:

1 (1 . (1 . VA
ouU =EA£5[EWO }dz+ EIon.g(Eu jdz+ EIX!).&(EV jdz—EIXYid(u Vv )dz+
ATRE 1 cod1 T L iy
+EIwI5 —0, dz+GIt.[5 -0, dz+IN§ —u dz+J'N —V dz+.|.Ny05(U(pz)dz—
0 2 0 2 0 2 0 2 0
L L L L
Nx 8(v'p; Joz - [ M 8(u'p; iz — [ M, 8(ve; iz - [V, S(up, iz + [V, 5(vep, iz +
0 0 0 0
1 .2 ; 1 ; 1
[2N+2r,, M, —2r, M, + rOQMw]J[E(pZ jdz+fﬂx 5(Eu2jdz+IﬂY5[Ev2jdz+
0 0

0 5[%(022 jdz - J.,Bx (yH —Ye )5(u¢z )dZ + J.ﬂv (XH ~Xc )5(\«02 )dZ +

Sl O O O

+

+

=

=

+

=)+ Ao =V B S 18 o =)+ e, ol 302 o

(27)
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Tendo em vista que as forgas externas e os esfor¢os solicitantes nao se alteram com os
deslocamentos virtuais aplicados a barra, a expressdo acima pode ser considerada a primeira
variagdo do seguinte funcional:

L

U :%j[EAW'OZ +EILU" +ElL, v —2El UV +El o) +Gltgo'zz]dz+
L

0

L
+% 0, 2N +2r,, M, =21, M, +r0wMw]dz+j¢z(vxv'—VYu')dz+
0

Blu=(yy = e o, F +Bolv+(x, =)o, F + B, 02 Jdz+

(28)

A primeira integral ¢ denominada termo constitutivo, as quatro seguintes correspondem ao
efeito geométrico dos esforgos internos e a ultima ao efeito geométrico dos esforgos externos.

Embora corresponda a diferenga da energia potencial entre a configuracdo deformada e a
configuracdo reta imediatamente anterior a flambagem, este funcional ¢ referido na literatura
como sendo o da propria energia potencial total do sistema. Da condi¢do dU = 0 pode ser
obtido, como ja visto, o carregamento critico.

Os esfor¢os N,VX ,V_Y, M_X , I\]IW '—I' e M » sdo os esfor¢os solicitantes devidos a mudanca de

configuragdo da barra a partir da configuracdo basica. Isto pode ser facilmente constatado
comparando-se os termos correspondentes a estes esforgos nas expressoes 21, 24.b, 25.b e 26.b
com as expressoes 32, 37 e 41 do capitulo III.

Vxn e Vyn sdo as forgas cortantes decorrentes das forgas transversais ficticias fxn € fyn,
deduzidas no item 2.1. Tomando-se por exemplo a expressdo (7.a), pode-se escrever:

V)'(N =—fy :_[N(U' + yc¢"z)_(Mx¢z ) J (29)

T, ¢ a parcela do momento de tor¢do total devida as forgas ficticias decorrentes das tensdes
normais. Isto pode ser constatado tomando-se o desenvolvimento do primeiro termo entre
chaves da expressio (9), aqui designado por M, , que ¢ o momento de torgdo ficticio por
unidade de comprimento proveniente das tensdes normais.
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Ty =my :l_u'(_ ycN"'Mx)"'V' (—XCN—MY)+(p'Z(I’02N+2r0Y|\/IX —2ry My +r0wa)J'

(30)
As condi¢oes de contorno se anulam se os deslocamentos virtuais sao nulos nas extremidades
(condigdes de contorno essenciais) ou se os termos correspondentes aos esforcos solicitantes
sdao nulos nas extremidades (condi¢cdes de contorno naturais). Tomando-se como exemplo a
expressao (24.b), as condi¢des de contorno sdo satisfeitas se:

- O deslocamento virtual du ¢ nulo nas extremidades, ou seja, apoio indeslocavel, ou a forca
cortante nas extremidades devida a mudanca de configura¢ao de equilibrio decorre apenas
das forcas transversais ficticias, ¢ ainda;

- O momento fletor My ¢é nulo ou a rotagdo virtual du ¢ nula nas extremidades, ou seja,
extremidade articulada ou engastada.

Analogamente para a expressao (26.c), as condi¢des de contorno sdo satisfeitas se:

- O bimomento ¢ nulo nas extremidades (extremidade livre ou simplesmente apoiada) ou o
empenamento ¢ impedido (engaste perfeito), e ainda;

- A rotagdo ¢ impedida nas extremidades ou o momento de tor¢do nas extremidades que
resulta da mudanca de configuracdo decorre apenas da parcela do momento de tor¢ao

, . * . ~ . A .
ficticio m,, proveniente das tensdes normais, o que ocorre na auséncia de carga
transversal.

Observagao:

As expressoes do funcional da energia potencial total e das condi¢des de contorno provenientes
da aplicagdo do método descrito no item anterior dependem da forma de integragdo por partes
adotada.

Tomem-se como exemplo os termos em Mx das expressoes (22) e (26.a). Para a obten¢do do
funcional (28), optou-se por integrar uma vez cada termo, o que resultou em:

O C——y

L
(M 0, )"5udz+ju"Mx§¢zdz= (M, ,)du
0

LoL L
—IMX¢'25U' dz—IM'x(pzdu'dz+
L 0

L

+u' M, dp,

L oL L :
—Iu' Mxéqu'dz—J.u' M, S¢,dz=(M,p,) su
0 % 0

L
+U M, dp,
0

0
_LL M><5(u'qo'z)dz—J.0L M'Xé(u'goz)dz

de onde resultam:
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a parcela do funcional da energia potencial total:
L L

—I M, ¢, u'dz—J‘VY @, u'dz
0 0

e os termos em My das condigdes de contorno 24.b e 26.b.

Por outro lado, caso se opte por integrar duas vezes o temo proveniente de (22) e ndo integrar o
termo de (26.a), vem que:

. Lo L L
(Mx(pz)5ud2+ju M, 8¢p,dz=-M, @, ou] +(M,@,)du +
0 0 0

S ey

L L
+J'Mx(p25u"dz+ju"M L0, dz=-M,p,éu
0 0

:+(M P2) §u:+J'0LM L S(o,u" bz

de onde resulta uma parcela do funcional da energia potencial total sob a forma:
L

+_fMX(pZ u' dz (31
0

ou seja, ndo comparece a forga cortante. Um termo sob esta forma ¢ encontrado em
Timoshenko, Gere (1961) para andlise de flambagem lateral de vigas.

Deve-se notar que as condigdes de contorno 24.b e 26.c, que decorrem da forma de integracao
adotada no texto, sdo de facil interpretacdo fisica, embora sejam funcao das forgas ficticias. Ja
o procedimento aqui indicado resulta nas condi¢des de contorno

- L
Vo —Vy ]5u =0 (32.a)
0
- L
Mvy+M,p, |0u| =0 (32.b)
0
- L
(TN -T |0p,| =0 (32.¢)
0
- . L
Mowdp,| =0 (32.d)
0
onde:
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T =M, +|u M, +V' M, (32.¢)

As condigdes (32.a) e (32.d) sdo as mesmas obtidas anteriormente.A expressao (32.b) indica
ndo mais My =0 mas sim M, =-M ¢, , ou seja, a rotagdo da barra resulta num momento

My na extremidade proveniente do momento de primeira ordem Mx.

A expressdo (32.e) indica que o momento de tor¢do nas extremidades que resulta da mudanga
de configuragio decorre apenas da parcela do momento de torgdo ficticio N, proveniente das

tensoes normais mas descontando-se os efeitos dos momentos fletores associados as rotacoes.
Estas condigdes sdo, portanto, de dificil interpretacao fisica.

Como conseqiiéncia do acima exposto, encontram-se na literatura diferentes expressdes para o
funcional da energia potencial total, onde em particular os termos que contém as forgas
cortantes ¢ os momentos fletores diferem bastante. Considera-se fundamental, portanto,
estabelecer a expressdo da energia potencial total a partir de uma teoria nao-linear
geometricamente exata, ¢ entdo se adotar as simplificagdes que permitam, através de uma
andlise linearizada de estabilidade, determinar um valor aproximado do carregamento critico.

1V.3.2 - Aplicacdo de uma teoria ndo-linear geometricamente exata

O funcional da segunda variagdo da energia potencial total pode ser obtido introduzindo-se as
hipoteses da andlise linearizada de Euler na expressdo completa da segunda variagdo da
energia potencial total, obtida a partir de uma teoria ndo-linear geometricamente exata. Nao ¢
objetivo deste texto abordar em pormenor esta teoria, mas apenas apresentar os aspectos
relevantes e comparar os resultados com os obtidos no item anterior, onde se parte das
equacdes diferenciais de equilibrio. Maiores detalhes podem ser mostrados em Fruchtengarten
(1995) e Campello (2000).

As deformagdes sdao definidas, na teoria ndo-linear citada, a partir do gradiente das
velocidades; o tensor das tensdes ¢ o primeiro tensor de Piolla—Kirchhoff, energeticamente
conjugado com o gradiente das velocidades. Definindo-se de forma conveniente os vetores dos
esforgos e das deformagdes generalizadas, assim como o dos esforgos externos generalizados,
pode-se obter, com o emprego do Teorema dos Trabalhos Virtuais, a expressdo da segunda

variacao de energia potencial total, que sob forma matricial ¢ dada por:

5°U= || DBHSA||BHSA|+|GHSA| | HSA|-| L 5A|.54|dz (33)

onde:
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D ¢ a matriz dos coeficientes de rigidez tangente da secdo transversal, que ¢ a parcela
constitutiva do operador.

G ¢ a matriz que caracteriza os efeitos geométricos dos esfor¢os internos.

L® ¢ a matriz que caracteriza os efeitos geométricos dos esforgos externos.

B e H sdo matrizes auxiliares.

O A sido deslocamentos generalizados virtuais, dados por trés deslocamentos, trés rota¢des € a

intensidade do empenamento.

su
SA=|5¢ (34)
op

Nesta teoria, as rotagdes independem da declividade (gox # -V e, # u )e a intensidade do
empenamento independe da rotagdo especifica ((pz # p).

As condigdes de contorno sdo muito simples, e reduzem-se a impor que os deslocamentos
generalizados e os esforgos generalizados no contorno sejam iguais aos valores prescritos.

Tomando-se a configuragdo de equilibrio inicial como a imediatamente anterior a flambagem
(logo dA= A) e admitindo-se muito pequeno o gradiente dos deslocamentos na configuragdo

critica, esta expressao pode ser bastante simplificada, como mostrado a seguir.
a) Termo geométrico dos esfor cosinternos

Impondo-se para eixo da barra o eixo passando pelo centro de tor¢do e impondo-se o vinculo
de Bernoulli-Euler (¢, =-V e ¢, =U ) e o vinculo de Vlasov (p = (pz) no centro de tor¢io

mas referindo-se os esforcos solicitantes ao centro de gravidade, para permitir a comparagao
com a teoria de Vlasov, o termo geométrico dos esfor¢os internos da expressao (33) pode ser
escrito como:

%J'OL N [u'Z +V2 4y, (u'(p'z —u"(pz)—xc(v' 0, V'@, )]dz—
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_%J'OL [l\/l . (u'go'z —u"(pz)+ MY(V' ®, -V ¢, )]dz + %JOLT[U"V' —u'v"]dz+

+J'OL¢_2Z(VXV' -V, u )dz—J‘OLW": (qu' +V, v )dz
(35.2)

onde wc € o deslocamento longitudinal do centro de torgao.

Procedendo-se de maneira analoga para o eixo da barra passando pelo centro da gravidade,
obtém-se para o termo geométrico dos esforgos internos:

—j u’+v?+2y.U e, — 2XCV(pZ dz— —j u @, — u"(pz)+MY(v'(p'z —v"(pz)]dz+
+— '[ uv —u'v dz+J' (pZVv Vu)dz '[ (Vu +Vv)dz—

_Io ¢z§0'z (Vx Xe +Vy Ye )dZ_EL (VX Ye =V XC) vu —U'V")dZ
(35.b)

onde wg ¢ o deslocamento longitudinal do centro de gravidade.

Estes termos podem agora ser comparados aos obtidos na expressao (28) (segunda, terceira e
quinta integrais). Note-se que a imposi¢do das condi¢cdes de contorno em pontos diferentes da
secdo transversal (C e G) conduz a expressdoes também diferentes. Na teoria de Vlasov, as
condigdes de centro sdo referidas ao centro de torgao.

O termo da forga normal curiosamente s6 coincide com o de Vlasov para o eixo no centro de
gravidade.

Os termos de forca cortante sdo diferentes dos de Vlasov em ambas as situagdes. O termo @z ¢
metade do de Vlasov; aparecem ainda termos adicionais em w referentes a projecao da forca
cortante na dire¢do z (em ambas as expressdes), assim como termos que contemplam
momentos de tor¢do adicionais referentes a excentricidade entre o centro de gravidade e o
centro de torgao.

E interessante observar que o momento de tor¢do produz um efeito geométrico, ndo detectado
na expressao (28).

O termo correspondente aos momentos fletores ndo varia com a posi¢ao do eixo, merecendo
entdo um destaque especial. Nas expressoes (28) e (31) aparecem respectivamente termos sob a
forma - Mx u @, ou + Mx u ¢z, enquanto que nas expressoes (35) ambos os termos aparecem

1 C
combinados, sob a forma ~5 M (u @, —U g, )
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b) Termo geométrico dos esfor ¢cos externos

Impondo-se o vinculo de Vlasov (p= (pz) e os vinculos de Bernoulli-Euler para os eixos

passando pelo centro de tor¢do, o termo geométrico dos esforcos externos pode ser escrito
como:

[ oiltlec-x )+ £ (o - vellaz+ [ oLl wt, v, Joz-
_%LLU.V, [f, (e —x )+ 1. (e, - yc)]dz—%J.OL(Pz £, (e % )-u' (e - ye )l dz-

—%J'OL lu?f, (e —xc )+ V21, (&, — ye )| dz
(36)

O termo geométrico da expressdo (28) (ultima integral) se resume ao primeiro termo da
expressao (36). Os valores (ex-xc), (€y-yc) € w sdo os correspondentes ao ponto de aplicagao
do esforgo externo que esta sendo considerado.

Em geral, estas forcas sdo aplicadas no mesmo ponto. Note-se que o termo geométrico dos
esfor¢os externos se anula se as forgas passam pelo centro de tor¢ao, ja que w = 0 neste ponto.

¢) Termo constitutivo

A matriz de rigidez constitutiva D ¢ obtida, na teoria ndo-linear, associando-se linearmente o
segundo tensor das tensdes de Piolla-Kirchhoff com o tensor das deformagdes de Green
(material de Saint-Venant).

Esta associacdo resulta em tensdes com termos até quarta ordem nas deformacgdes
generalizadas.

Uma solug@o aproximada pode ser obtida tomando-se apenas os termos até segunda ordem nas
deformacdes generalizadas e desprezando-se os termos de segunda ordem em G. Obtém-se
entdo a matriz constitutiva como a soma de uma parcela constante, que ¢ a usual na teoria
linear, e outra linear nas deformagdes generalizadas. Substituindo-se a matriz D no termo
constitutivo da expressao (33), impondo-se os vinculos de Bernoulli-Euler e de Vlasov no eixo
da barra passando pelo centro de tor¢do e utilizando-se as propriedades geométricas referidas
ao centro de gravidade, pode-se observar que:

- O termo constante de D resulta na primeira integral da expressao (28):
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L
%j [GI @, +El,p. +EAW,” +El V" 2Bl UV +El u"”|dz
0

- O termo linear de D resulta ndo sé na quarta integral da expressao (28) (termo de Wagner)
como também num grande numero de outros termos constitutivos nao-lineares envolvendo
o momento de tor¢do uniforme:

L
+%I 0. [rOZN +2r0yMX—2r0XMy+r0wa]dz+

0

L
+_[ EGI\I/I "(H ,F2%c 1, - 2yclxy)—v"(HX+chXy—yclx)]dz+
0 t

L
+'([ Zl\l/lt [ H,+w, O]dz

Usualmente, nos perfis de secdo delgada, o momento de tor¢do uniforme ndo ¢ um esforgo
solicitante significativo.

Finalmente, o funcional da segunda variacdo da energia potencial total a ser utilizado para a
andlise de Euler, obtido por meio da linearizacdo proposta por Fruchtengarten (1995), ¢ dado

por:

lL[ 2 "2 2 2 o "2]
o°U :EI Gl.p, +El,p, +EAW, +ElI,v -2El, uv +El u |dz+
0

+%JL‘ N [ u? v 4y, (U'(PVZ ~u'p, )‘XC <Vy§”vz Vo, )]dz+
0

+%“¢z V,v -V, u )+2( W, + XU’ +ch")(VxU' +Vy"v)]dz_
0

_%.T[MX((D'ZUV_(”ZUH)"’My((”V ~p, V')~ (UV—UV)]dz+
0

L
+%j o, [N+2r, M —2r, M 41, M, ]dz+
0
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SEM, .r. "
+J. . : goz[u (Hy+2xcly—2yclxy)—v (Hx+xclxy—yclx)]dz+
0 t
SEM, .. :
+'([ Gl ?, [@sz"'Wo Io]dz+
15 2 2 2
B0 -y, T + 8- (, —x . F + 5,0 -
0
e
_Ejuv[fy(ex_xc)+ fx(ey_yc)dz_
0
1e o e
_EI Vq)z[fz(ex _XC)]dZ+5I u qoz[fz(ey _yc)]dz_
0 0
15 15 .
_EO v [fy(ey_yc)]dz _5'0[ u [fx(ex_xc)]dz_
1] e ,
_EI ¢Zz[fx(ex—xc)+fy(ey—yc)]dz+j(pz Vot +uef,)d
0 0

Por simplicidade, omitiram-se os indices c e G na equagdo acima. Os deslocamentos U e V ; 0s
momentos de torcdo T e M; ; e as propriedades geométricas I, |4, lo, Ha, I'o € I'op sdo tomados
em relacao ao centro de tor¢do. Os deslocamentos Wy ; as coordenadas do centro de tor¢ao Xc e
Yc ; os momentos fletores My e My ; e as propriedades geométricas lx, ly, lxy, Hx, Hy, rox e roy

sdo tomados em relacdo ao centro de gravidade.
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