Teoremas dos Trabalhos Virtuais

Introducao

 Leonardo da Vinci (1452-1519),
e artista, engenheiro e cientista italiano

« Aplicou noc¢des do principio dos

deslocamentos virtuais para analisar o

equilibrio de sistemas de polias e alavancas
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Introducéo

« Galileo Galilei (1564-1642).
e Matematico, astronomo e filésofo italiano,

« Em 1594, escreveu o trabalho “Della Scienza
Meccanica”

* Nesse tratado, resolveu varios problemas de
estatica utilizando o principio dos
deslocamentos virtuais

« Em seu livro “Due Nuove Scienze”,
apresentou o problema de equilibrio em plano
Inclinado.

Anteriores aos trabalhos de
Newton (1643-1727)

Viga engastada de Galileo
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Introducéo

 Credita-se a Jean Bernoulli | (1667-1748) a
formulacao do principio dos
deslocamentos virtuais em carta dirigida
a Pierre Varignon (1654-1722)

 Foi considerado o maior matematico de
seu tempo

The Bernoulli family

Wicolaus
1623-1708
[ I 1
Jacob Micolaus Johann
1654-1705  1662-1716  1667-1748
Micolaus( 1)
16G67-1759
Nicolaus (1D Daniel Johann (11
1695-1726 1700-1782 1710-1790
Johann (111 Daniel {11} Jacob (11
1744-1807 1751-1834 1759-1789
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Capa e pagina 174
Nouvelle Mecanique,
Pierre Varignon, Vol.2, 1725, Paris.
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Introducéo

« A palavra virtual significa ser em esséncia ou efeito, mas nao
de fato.

 Trabalho virtual, ,de umaforca por um deslocamento virtual ,
no ponto de aplicacao e na direcao da forca ST = Edu

 Trabalho virtual complementar, de uma forca virtual por
deslocamento , no ponto de aplicacao e na direcao da forca

virtual §T7* = SFu

 Essas duas definicOes de trabalho n&o tém necessariamente
um significado fisico associado.
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Teorema dos deslocamentos virtuais em estruturas reticuladas

Forma generalizada do Teorema do Trabalho

, ) . , n
z Nu”dx + jj MS(_ W’ jdx _ !CIEUCdX + _([ gswedx + .Z=1: E’d’

J o J
Vo V

T, T.

| €

Deslocamentos virtuais

Deslocamentos cinematicamente admissiveis

Forma generalizada do TDV

- g,duds + L N q,5wds + Z PSU,

o J
Vo

i ot

t NSu’'ds + t M, (—8w" )ds

V pu—

ot

e
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Teorema dos deslocamentos virtuais em estruturas reticuladas

TDV: “Se uma estrutura esta em equilibrio, entao o trabalho virtual interno
é igual ao trabalho virtual externo para quaisquer deslocamentos virtuais”.

I NSU'ds + y M, (—SW”)df » q,ouds + _L N q,owds + Z PdU.

V” =
N J
g

ot, St

e

v' adeterminacio de reacdes de apoio em estruturas isostaticas;
v’ adeterminacao de relacdes de dependéncia entre
reacOes de apoio em estruturas hiperestaticas;
v’ adeterminacao de configuracéo de equilibrio
de sistemas de barras rigidas (mecanismos);
v' aresolucédo de estruturas pelo método dos deslocamentos.

Aplicacdes:
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Teorema dos deslocamentos virtuais em estruturas reticuladas
Expresséao alternativa somente para materiais elasticos lineares

N = EAU’

Para materiais elasticos lineares )
M, =-El w

S EAu'su'ds+| El w'sw dsj ) Lstrqx5uds +Lstqu5st +Z‘ P&V,
or.
i &e
TDV: “Se uma estrutura esta em equilibrio, entao o trabalho virtual interno

é igual ao trabalho virtual externo para quaisquer deslocamentos virtuais”.
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Teorema dos deslocamentos virtuais em estruturas reticuladas

TDV:

“Se uma estrutura esta em equilibrio, entao o trabalho virtual interno
é igual ao trabalho virtual externo para qualquer campo de deslocamentos virtuais”.

Teorema reciproco do TDV:

“Se em uma estrutura o trabalho virtual interno for igual ao trabalho virtual externo
para qualquer campo de deslocamentos virtuais, entao o sistema estara em equilibrio”

or, =or, <> Equilibrio
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Resolucéo de estruturas hiperestaticas
pelo metodo dos deslocamentos — Exemplo 2.1

Em 1862, Alfred Clebsch (1833-1872) publicou o livro "Theorie der Elasticitat fester Korper".
No ultimo artigo de seu livro, Clebsch apresenta, pela primeira vez, uma formulacdo em
gue as incégnitas de um problema estrutural sdo os deslocamentos nodais, ou seja,

uma formula¢do do método dos deslocamentos.

Clebsch apresentou essa formulacdo em uma trelica como a da figura acima.

|
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Exemplo 2.1

1) Solucbes compativeis

AL;= U,cosa;

&

Al. =U,cosa, +U,sen¢,

N, = El;—A‘AZi =k, (U, cose, +U,senq; )

PEF-2401 Prof. Jodao Cyro André



Teoremas dos Trabalhos Virtuais

Exemplo 2.1

2) Primeira equacao reduzida de equilibrio R =F,

OAl; =coSa; U,

5T, = R8U,

LEgyY2 ' LEgyYs Agl n
5T, lejo N, Su;dx = lejo Ndex=;Ni6A€i

5T, = Zn:ki(ulcomi +U,sena, )cosa,; U,
i=1

6T,=6T, = | ) kcos’e U +| > kcosasene; (U, =R,
=1 i=1
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Exemplo 2.1

3) Segunda equacdo reduzida de equilibrio R, = F,
OAl; =senq;0J,

5T, = R,5U,

N , n
5T = lejo N.Su’dx = Zl: N.SAL.

5T = Zn:ki (U,cosa, +U,sena, )sena,

i=1

n n
Zki cosa;senc; (U, + Z:kisenzai U, =R,
=1 =1
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Exemplo 2.1

4) Solucao real

Kll K12 Ul _ R1 — (U U)
K21 K22 U2 RZ v

n n
K, = Z k.cos’a, K,, = Z k.sen’a,
i=1 i=1

n
K, = K, =) kicosg;seng,
i=1

PEF-2401 Prof. Jodao Cyro André



Teoremas dos Trabalhos Virtuais

Método do deslocamentos derivado do TDV

e definir as solugbes compativeis em funcdo de um ndmero finito n de
deslocamentos nodais, que constituem as incognitas do problema;

e escolher, convenientemente, n campos de deslocamentos virtuais com oU, =1
para (k =1an)e d8U,; =0 para (j =1an)e(j = k) ;

e estabelecer, pela aplicacdo do teorema dos deslocamentos virtuais, tantas equagdes
de equilibrio, chamadas equacgOes reduzidas de equilibrio, quantas forem as
incognitas do problema,;

e determinar os deslocamentos incégnitos pela resolucdo das equacOes reduzidas de
equilibrio que se apresentam na forma geral

[KJ{U} = {R}

e no caso de esforcos externos aplicados fora dos nds as equacOes reduzidas de
equilibrio tomam a forma:

[KI{U} + {R, } = {R}
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Teorema dos esforgos virtuais em estruturas reticuladas

Forma generalizada do Teorema do Trabalho

, ) , n
z Nu”dx + jj MS(_ W’ jdx _ EQEUCdX + _([ gswedx + .Z=1: E’d’

J
Vo V

J

T

T

e

Esforgos virtuais

Esforcos estaticamente admissiveis

Forma generalizada do TEV

estr

t 8N ude + t SMy(— W")dS Lstr SqXUdS + SqZWdS + 28RUI + ZSRJ[SJ
Jestr estr ) : j

V _— J
A4

5T ST

e
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Teorema dos esforgos virtuais em estruturas reticuladas

Forma restrita do TEV

t SN u’'ds + t M, (-w")ds ZSRJDJ

v — \. J/

STy 5T,

TEV “Se o campo de deslocamentos em uma estrutura corresponder
a uma solucao compativel, entdo o trabalho virtual complementar interno,
é igual ao trabalho virtual complementar externo,
para quaisquer esforgos virtuais.”
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Teorema dos esforgos virtuais em estruturas reticuladas

TEV “Se o campo de deslocamentos em uma estrutura corresponder
a uma solucao compativel, entdo o trabalho virtual complementar interno,
é igual ao trabalho virtual complementar externo,
para quaisquer esforgos virtuais.”

Teorema reciproco do TEV:
“Se em uma estrutura o trabalho virtual complementar interno for igual ao
trabalho virtual complementar externo entdo a solugcao € compativel
para quaisquer esforgos virtuais”

S, =or, <> Compatibilidade

PEF-2401 Prof. Jodao Cyro André



Teoremas dos Trabalhos Virtuais

Teorema dos esforgos virtuais em estruturas reticuladas

No caso de estrutura elastica linear ndo submetida a variagcao de temperatura

N M

"

u=— w=—-=>
EA El,

M
ST = jaNﬁdH jam — Y ds
| EA Y El

estr estr y

|
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Teorema dos esforgos virtuais em estruturas reticuladas

No caso de estrutura reticulada no espaco

3T = [N uds+ [8M (-w')ds+ [8M, v'ds + [ST 0ds

estr estr estr estr

ou, ao considerar-se a estrutura elastica linear ndo submetida a variacdo de temperatura

5T = jSN%dS+ jsmy%du [ am, I';/:st+ jSTLds

estr estr y estr z estr T
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Teorema dos esforgos virtuais em estruturas reticuladas

AplicagcOes — considerando a forma generalizada do TEV:

SN uds+ [ M, (- w")ds Lstr oq,uds + Lstr 8g,wds + > 8PU; + ZSleﬁj
¥esr estr L : J

Vv~

J

Vv~

8T’ ST,

e

v célculo de deslocamentos em estruturas isostaticas;
v' resolucao de estruturas hiperestaticas pelo método dos esforcos;

v' célculo dos deslocamentos em estruturas hiperestaticas
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