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Introdução  

• Leonardo da Vinci (1452-1519), 

• artista, engenheiro e cientista italiano 

• Aplicou noções do princípio dos 

deslocamentos virtuais para analisar o 

equilíbrio de sistemas de polias e alavancas 
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Introdução  

• Galileo Galilei (1564-1642). 

• Matemático, astrônomo e filósofo italiano, 

• Em 1594, escreveu o trabalho “Della Scienza 
Meccanica” 

• Nesse tratado, resolveu vários problemas de 
estática  utilizando o princípio dos 
deslocamentos virtuais 

• Em seu livro “Due Nuove Scienze”, 
apresentou o problema de equilíbrio em plano 
inclinado. 

 

 

Viga engastada de Galileo 

Anteriores aos trabalhos de 

Newton (1643-1727) 
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Introdução  

• Credita-se a Jean Bernoulli I (1667-1748) a 
formulação do princípio dos 
deslocamentos virtuais em carta dirigida 
a Pierre Varignon (1654-1722) 

• Foi considerado o maior matemático de 
seu tempo  

Capa e página 174 

Nouvelle Mecanique, 

Pierre Varignon, Vol.2, 1725, Paris.  
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Introdução  

• A palavra virtual significa ser em essência ou efeito, mas não 
de fato. 

 

• Trabalho virtual, , de uma força  por um deslocamento virtual , 
no ponto de aplicação e na direção da força 

 

• Trabalho virtual complementar, de uma força virtual  por 
deslocamento , no ponto de aplicação e na direção da força 
virtual  

 

• Essas duas definições de trabalho não têm necessariamente 
um significado físico associado.  

uF T

uF 
T
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Teorema dos deslocamentos virtuais em estruturas reticuladas  

Deslocamentos virtuais 

= 

Deslocamentos cinematicamente admissíveis 
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Forma generalizada do Teorema do Trabalho 
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Teorema dos deslocamentos virtuais em estruturas reticuladas  
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Aplicações: 

TDV: “Se uma estrutura está em equilíbrio, então o trabalho virtual interno 

                 é igual ao trabalho virtual externo para quaisquer deslocamentos virtuais”. 

   a determinação de reações de apoio em estruturas isostáticas; 

   a determinação de relações de dependência entre 

      reações de apoio em estruturas hiperestáticas; 

   a determinação de configuração de equilíbrio 

      de sistemas de barras rígidas (mecanismos); 

   a resolução de estruturas pelo método dos deslocamentos.  
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Teorema dos deslocamentos virtuais em estruturas reticuladas 

Expressão alternativa somente para materiais elásticos lineares  

TDV: “Se uma estrutura está em equilíbrio, então o trabalho virtual interno 

                 é igual ao trabalho virtual externo para quaisquer deslocamentos virtuais”. 
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Teorema dos deslocamentos virtuais em estruturas reticuladas 

TDV: 

“Se uma estrutura está em equilíbrio, então o trabalho virtual interno 

  é igual ao trabalho virtual externo para qualquer  campo de deslocamentos virtuais”. 

 

Teorema recíproco do TDV: 

“Se em uma estrutura o trabalho virtual interno for igual ao trabalho virtual externo 

  para qualquer  campo de deslocamentos virtuais, então o sistema estará em equilíbrio” 

Equilíbrio ei 
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Resolução de estruturas hiperestáticas 

pelo metodo dos deslocamentos – Exemplo 2.1 

Em 1862, Alfred Clebsch (1833-1872) publicou o livro "Theorie der Elasticität fester Körper". 

No último artigo de seu livro, Clebsch apresenta, pela primeira vez, uma formulação em 

que as incógnitas de um problema estrutural são os deslocamentos nodais, ou seja, 

uma formulação do método dos deslocamentos. 

 

Clebsch apresentou essa formulação em uma treliça como a da figura acima. 
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Exemplo 2.1 

1)   Soluções compatíveis 

iii UU  sen21 cos 
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Exemplo 2.1 

2)   Primeira equação reduzida de equilíbrio xFR 1
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Exemplo 2.1 

3)   Segunda equação reduzida de equilíbrio yFR 2
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Exemplo 2.1 

4)   Solução real 
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Método do deslocamentos derivado do TDV 

 definir as soluções  compatíveis em função de um número finito  n   de 

deslocamentos nodais, que constituem as incógnitas do problema; 

 escolher, convenientemente,  n   campos de deslocamentos virtuais com  1
k

U  

para   nk a  1  e  0 jU  para    kjnj  e  a  1  ; 

 estabelecer, pela aplicação do teorema dos deslocamentos virtuais, tantas equações 

de equilíbrio, chamadas equações reduzidas de equilíbrio, quantas forem as 

incógnitas do problema; 

 determinar os deslocamentos incógnitos pela resolução das equações reduzidas de 

equilíbrio que se apresentam na forma geral  

    RUK   

 no caso de esforços externos aplicados fora dos nós as equações reduzidas de 

equilíbrio tomam a forma: 

      RRUK
0
  
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Teorema dos esforços virtuais em estruturas reticuladas  

Esforços virtuais 

= 

Esforços estaticamente admissíveis 

Forma generalizada do TEV 











 

e

j

jj

i

iizx

i

y
DRUPwdsqudsqdswMdsuN

T

ˆ

T

)(

    
estrestr

estrestr

e

c

i

e

i

n

i

ce

z

ce

x

i

ce

y

ce dEdxwqxduqdxwMdxuN

TT

    

 

 












 




1000 0

Forma generalizada do Teorema do Trabalho 



Teoremas dos Trabalhos Virtuais 

PEF-2401   Prof. João Cyro André 

Teorema dos esforços virtuais em estruturas reticuladas  

Forma restrita do TEV 
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   estrestr

TEV “Se o campo de deslocamentos em uma estrutura corresponder 

                 a uma solução compatível, então o trabalho virtual complementar interno, 

                 é igual ao trabalho virtual complementar externo, 

                  para quaisquer esforços virtuais.” 
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Teorema dos esforços virtuais em estruturas reticuladas  

TEV “Se o campo de deslocamentos em uma estrutura corresponder 

                 a uma solução compatível, então o trabalho virtual complementar interno, 

                 é igual ao trabalho virtual complementar externo, 

                  para quaisquer esforços virtuais.” 

 

Teorema recíproco do TEV: 

                “Se em uma estrutura o trabalho virtual complementar interno for igual ao 

                 trabalho virtual complementar externo então a solução é compatível 

                 para quaisquer  esforços virtuais” 

 

idadeCompatibil**  ei 
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Teorema dos esforços virtuais em estruturas reticuladas  

No caso de estrutura elástica linear não submetida a variação de temperatura 
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Teorema dos esforços virtuais em estruturas reticuladas  

No caso de estrutura reticulada no espaço 

ou, ao considerar-se a estrutura elástica linear não submetida a variação de temperatura 
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Teorema dos esforços virtuais em estruturas reticuladas  

Aplicações – considerando a forma generalizada do TEV: 

   cálculo de deslocamentos em estruturas isostáticas; 

   resolução de estruturas hiperestáticas pelo método dos esforços; 

   cálculo dos deslocamentos em estruturas hiperestáticas 
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