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1 Ensemble candnico

“We consider especially ensembles of systems in which the index (or logarithm) of
probability of phase is a linear function of energy. The distribution, on account of
its unique importance in the theory of statistical equilibrium, I have ventured to
call canonical, and the divisor of the energy, the modulus of the distribution. The
moduli of ensembles have properties analogous to temperature, in that equality of
the moduli is a condition of equilibrium with respect to exchange of energy, when
such exchange is made possible.”

J. W. Gibbs, “Elementary Principles In Statistical Mechanics: Developed With
Especial Reference To The Rational Foundation Of Thermodynamics”, Scribner s,
New York, 1902.

“One of the crowning achievements of nineteenth century physics was the de-
velopment of the statistical (microscopic) basis of thermodynamics. While much
of the ideas of this development originated with Maxwell and Boltzmann, it was
Gibbs” work that more directly influenced our present formulation of equilibrium
statistical mechanics”,

C. N. Yang, em Phase Transitions and Critical Phenomena, volume 1, editado
por C. Domb e M. S. Green, Academic Press, New York, 1972.

No ensemble microcanonico, o sistema sob consideracao estd isolado, com
energia contante. No entanto, na maioria das situagoes de interesse fisico
o sistema estd em contato com algum tipo de reservatorio. Por exemplo,
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Figure 1: Sistema S em equilibrio térmico com um reservatério R (a uma
temperatura fixa 7).

vamos considerar um sistema em contato com um reservatério térmico, que
permite trocas de energia, mas mantém a temperatura constante. Essa é a
situagao do “ensemble candnico”, contribuicao original de Gibbs, que simpli-
fica bastante os cdlculos da mecéanica estatistica. No limite termodindmico,
é possivel mostrar que os ensembles microcanénico e candénico, embora de-
screvendo situacoes fisicas distintas, sao equivalentes sob o ponto de vista
termodindmico.

Vamos considerar um sistema S acoplado a um reservatério térmico R
através de uma parede diatérmica (pode haver troca de energia entre S e R,
mas a parede é ideal; ver o esquema da figura abaixo). O sistema global,
contendo S e R, estd isolado, com energia total fixa. Portanto, supondo que
o sistema S esteja no estado microscépico j, com energia E;, temos

E; + Er = Ey = constante, (1)

em que Ep ¢ a energia do reservatério térmico R, e Ey ¢ a energia (constante)
do sistema total.

Como o sistema total tem energia fixa, podemos utilizar o postulado
das probabilidades iguais a priori para escrever, pelo menos formalmente, a
probabilidade P; de encontrar o sistema sistema S no estado j,

Pj = CQg (Ey — Ej), (2)

em que C' é uma constante e Qg (Er) é o nimero de estados microscépicos
do reservatério com energia Fr = Ey — Ej. Note que estamos considerando
um particular estado j do sistema S; estamos entao acoplando este particular
microestado j com todos os microestados compativeis do reservatério. Vamos



agora tomar o logaritmo de P; e escrever uma expansao de Taylor para L
pequeno. Temos entao

hlpj :1H0+1HQR(E0—Ej) =

OJln QR (E)
OF

Levando em conta que Sk = kg In {2y é a entropia do reservatério, a temper-
atura vai ser dada por 1/7 = 0Sg/OFE. Entao podemos escrever

E=E,

L

kT

In P; = constante — + ... (4)

Os termos de ordem superior devem ser muito pequenos. Por exemplo, a
derivada segunda de In Qg (F) é dada por

0? 0 1 1 0T

o M (B) = o s = (5)

No limite de um reservatério suficientemente “parrudo”, a temperatura é
constante e T /OF — 0. Entéo, no limite desse reservatério 6timo, vamos
escrever

E.
P; o exp (— kB]T> . (6)

Normalizando esta distribuicao de probabilidades, e introduzindo uma no-
tagao tipica da fisica estatistica,

= — 7
T (7)
temos a distribuicdo dos estados (canénicos) de Gibbs,

1
Py = EGXP(—ﬁEj)a (8)

em que

Z =Y exp(—BE) 9)

é a funcao canodnica de partigao.
O “fator de Boltzmann” exp (—(E;) é proporcional & probabilidade de
ocorréncia do microestado j, com energia £}, do sistema S (em contato com
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o reservatério térmico a temperatura 7'). Embora tenha a forma usual da
distribuicao de Maxwell-Boltzmann para um gés ideal, é importante notar
que este fator refere-se agora a um microestado do sistema S. A fungao
canodnica de particao Z é dada por uma soma sobre microestados do sistema
S (que nao deve ser confundida com uma soma sobre valores da energial).
O ensemble canonico de Gibbs é constituido pelo conjunto dos microes-
tados j do sistema S associados as suas respectivas probabilidades P;.

Utilizando a distribuicao canonica, é simples escrever uma expressao para
o valor esperado (valor médio) da energia,

(Bj) =) EjPj=— 0

B
que, no limite termodindmico, vai ser identificado com a energia interna do
sistema S.

No ensemble candnico a energia varia, flutua, e nao é dificil calcular as

flutuacoes em torno do seu valor médio. Com um pouquinho de &dlgebra,
pode-se mostrar que

(B = (E;)") = (E}) — (E;)" =
Utilizando estas duas relagoes, temos

(&) - <E]>)2> - 1 0 _ kpT?cy

InZ, (10)

0

~ 98 (Ej) - (11)

EF mros T N
em que (E;) = Nu é a energia interna do sistema (proporcional ao nimero
de particulas N) e ¢y = du/0T é o calor especifico a volume constante.
Portanto, o desvio relativo da energia comporta-se como 1/v/ N, justificando
a identificacdo do valor médio (£;) com a energia interna U = Nu.

(12)

Esse tltimo resultado é uma das expressoes mais importantes da mecanica
estatistica. O ensemble candnico somente funciona porque esse desvio rela-
tivo se anula para N suficientemente grande, possibilitando a identificacao do
valor esperado (E;) com a energia interna termodinémica. Esse mesmo resul-
tado, praticamente com a mesma notacao, foi publicado independentemente
pelo jovem Einstein, em artigo de 1904, anterior ao seu "annus mirabilis",
e por Gibbs, com muito mais detalhe, no seu texto famoso de 1902. Nessa
época Einstein nao conhecia o texto e nem os métodos de Gibbs, que ele
passou a apreciar muitos anos mais tarde.
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1.1 Conexao entre o ensemble candnico e a termod-
inAmica
A conexao entre o ensemble canonico e a termodinamica é feita através da

funcao canonica de particao Z. A idéia consiste em transformar a soma sobre
estados numa soma sobre valores da energia,

Z =Y exp(-BE) = ZQ )exp (—BE), (13)

em que §2(F) é o nimero de microestados do sistema S com energia E.
Vamos agora escrever

Z = Zexp{ BIE —kgTInQ(E }—Zexp{ BIE-TS(E)}. (14)

No limite termodinamico, é possivel “substituir a soma pelo seu termo max-
imo”, que é uma técnica comum em fisica estatitica, justificada no limite
termodindmico, na mesma linha da expansao de Stirling. Temos entao

Zwexp{—BmEin [E TS (E)]} — exp {—BF) . (15)

e F=F(T)=mn[E-TS(E)]=U-TS (16)

é a energia livre de Helmholtz associada ao sistema S. Portanto, a conexao
entre o ensemble canonico e a termodindmica se faz através da forma assin-
tética

F~—kgTInZ, (17)
que deve ser calculada no limite termodindmico. O conhecimento da ener-

gia livre de Helmholtz permite o estabelecimento de todas as propriedades
termodinamicas do sistema sob consideracao.

1.2 Exemplo: gas ideal monoatéomico classico

Como ja vimos, o gés ideal monoatomico cléssico de IV particulas é caracter-
izado pelo hamiltoniano

S N

Z _m P2 (18)
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O sfmbolo discreto j corresponde a um ponto no espaco de fase cldssico.
A soma sobre o conjunto {j} de microestados corresponde a uma integral
(muiltipla) no espaco de fase cldssico. Portanto, a fungao canénica de parti¢ao
desse géds clédssico é dada por uma integral miltipla no espaco de fase,

N'h3N/ /d?’?“l dryd’py.. d?’pNeXp[ Z£EQI> (19)

onde os prefatores N! e h3", em que h é a constante de Planck, colocados

de forma ad-hoc, sao provenientes do limite cldssico da formulagao quantica
(como se pode mostrar no contetxo dos gases quéanticos). As integrais sobre
as posigoes sao restritas ao volume V' do sistema, e as integrais sobre os mo-
mentos sao totalmente irrestritas (isto é, reduzem-se a integrais gaussianas).
Por simplicidade, estamos omitindo os simbolos de vetor nos elementos de
integracao. Essa enorme integral miltipla é "falsa", pois acaba se fatorizando
em termos de todas as suas varidveis. Por exemplo, temos N integrais do
tipo

/ d*ry =V, (20)

pois as particulas estao dentro de um volume V. Temos também N integrais
do tipo

“+00 400 400

B
/ d®p; exp {——pl ] / / / dprodp1ydp:. exp[ (i, + i, +01.)| =

—00 —00 —0O0

+oo 3 3/2
=3 e |-t = (2F) 1)

Obtemos assim a funcao de partigao

1 N 3N/2

A partir dessa iltima expressao, temos

InZ = Nln% + gNlnT—IrN Pln <2Whmf3) + 1] +O(InN). (23)




Portanto, no limite termodinamico (N,V — oo, com a razao V/N fixa),
temos a energia livre de Helmholtz,

F=—-kgTlhZ = —NkBTln% — gNkBTlnT—

3 2mmkp
de onde é possivel obter todas as propriedades termodinadmicas desse sistema.
A energia interna é dada por

0 3
U=——InZ ==-NkgT 25
ap < T (25)
que ¢é a expressao conhecida do gés ideal monoatdémico cléssico.
Levando em conta a definicao da energia livre de Helmholtz, FF = U —-TS,
escrevemos a forma diferencial

dF = dU — TdS — SdT = —SdT — pdV + pdN. (26)

Portanto, F' é de fato uma fungdo de 7', V e N, F = F(T,V,N), com as

derivadas

oF 1
=—— = NkgT— 2
b ov By (27)

de onde recuperamos a famosa equacgao de estado do gés ideal, pV = NkgT,
e

oF 3 \%4
=——==-N N —+ N
aT 5 kB InT + /{ZBII’IN + ]ﬁ?BC, (28)
com a constante ¢ dada por
3. 2mmkp
c=3 In 2 + 1 (29)

Temos entao, de forma bem mais simples, os mesmos resultados que ja
haviam sido obtidos no contexto do ensemble microcanénico, com as con-
stantes corretas que provém de um célculo quéantico.

Nesse caso do gés ideal, é interessante notar que as integrais multiplas na

expressao de Z ficam totalmente fatorizadas. De fato, podemos escrever

1
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com

1 2
= ﬁ/dgr/dSpeXp [—%} (31)

que pode ser interpretada como a funcao canoénica de particao para uma tinica
particula! Este tipo de fatorizacao sempre ocorre no tratamento de sistemas
nao interagentes como esse exemplo do gés ideal. No entanto, na presenca
de interagoes entre as particulas as integrais multiplas nao se fatorizam e o
problema pode ficar consideravelmente complicado! O fator de corregao N!,
que ¢ inserido de foma “ad-hoc” nos cédlculos envolvendo o espaco de fase
classico, tem uma longa histéria: pode ser justificado pela indistinguibili-
dade das particulas quanticas, e foi proposto por Gibbs, muitos anos antes
da mecénica quantica, a fim de resolver defeitos associados & “entropia de
mistura” dos gases ideais. A constante de Planck A foi colocada porque tam-
bém surge naturalmente no limite cldssico das expressoes correspondentes
para o gés ideal quantico.

1.3 Exemplo: paramagneto ideal de spin 1/2

Vamos considerar novamente o problema de N fons localizados, de spin 1/2,
nao interagentes, na presenca de um campo externo H. Utilizando a notacao
desenvolvida anteriormente, cada configuragao microscopica é dada pelo con-
junto de “varidveis de spin” {o;}, em que o; = +1 quando p,, = +u, €
o; = —1 quando pu,, = —p,. Dada uma configuracdo microscépica {o;},
temos o hamiltoniano

H({o:}) = —p,H Z 0. (32)

Podemos entao escrever a fungao candnica de particao

Z= > ) exp (ﬂuOHZJZ> . (33)

o1=1102=%1 on==%1

Como no caso da integral miltipla no espaco de fase cléssico, que aparece no
problema do gds ideal, essa soma se fatoriza, pois nao ha acoplamentos entre
varidveis de spin distintas, e o cdlculo de Z se torna trivial (por exemplo,
verifique de maneira explicita o caso de apenas dois ou trés fons magnéticos).



Entao temos

Z=|> exp (ﬁﬂonfl)] [Z exp (5M0H02)]“'[ > exp (5#0HUN)] =
o1=%1 oo==%1 on==%1
N
= [Z exp (Bu,Ho)| =77, (34)
o=+1
Ccom
2= exp (Bu,Ho) = 2cosh (Bu,H). (35)

o=%1

Essa fatorizacao é a marca registrada dos probelmas nao interagentes.
Tudo se passa como se pudéssemos considerar a “funcao de particao de uma
unica particula”, facilitando muito os calculos e o préprio raciocinio fisico.
Note que

N—oo

1
lim i InZ =1InZ, =1In[2cosh (Bu,H)|, (36)

de onde se torna simples obter as propriedades termodindmicas desse sistema.
O valor esperado do hamiltoniano, correpondente & energia (média) de
interacao com o campo externo, é dado por

U= —%an = —uoH N tanh (BpyH) , (37)

de onde temos o valor médio do momento magnético por fon,
m = pig tanh (BpeH) (38)

e a suscetibilidade magnética,

0 2 1
X =2 = 10 (39)

T OH  kpT cosh? (BugH)
A campo nulo, obtemos a famosa lei de Curie,
2

Ho
= 40

que jé tinha sido deduzida no contexto do ensemble microcanénico.



Também poderfamos ter obtido a funcao canodnica de particao a partir da
degenerescéncia
Q(Ny,Ny =N — N ok 41
(N1,No =N — N,) = m (41)
dos estados microscépicos com o mesmo nimero de “spins para cima” Nj (e
de spins para baixo, No = N — Nj). Esses estados tém energia

E(Ni,Ny =N — Ny) = —pyN1H + pg (N — Ny) H. (42)
Portanto, a funcao canonica de particao também pode ser escrita como
N N
7 = _— N1H — N —-N))H 43
3 Tt P N = o (N = N H]. (49
=

que fornece o mesmo resultado obtido anteriormente.

Exercicios

1- Considere um sistema cldassico de N osciladores harmoénicos unidi-
mensionais, localizados nos sitios de uma rede cristalina, caracterizado pelo

hamiltoniano
N o 1
_ 2 2
H = (—pj + §er]> ,

em que m é a massa e k a constante eldstica de cada oscilador. Obtenha
uma expressao para a fungao candnica de partigdo Z = Z (f3), com kgT =
1/5. Qual a expressao da energia interna por oscilador, u = u (T')? Qual a
expressao do calor especifico, ¢ = ¢ (T')?

2- Vamos agora considerar a versao quantica do mesmo sistema de os-
ciladores harmonicos nao interagentes e localizados nos sitios de uma rede
unidimensional. Esse problema foi resolvido por Einstein em 1906, baseando-
se na proposta recente de Planck para a quantizacao da energia na andlise
da radiacao do corpo negro. Os niveis de energia de cada oscilador sao dados
por

1
€, = hwy <n+§>, comn=20,1,2,3,- -,

em que h é a constante de Planck dividida por 27, e wy é uma frequéncia
fundamental. Note que estamos incluindo a energia de ponto zero, que nao
era conhecida na época do trabalho de Einstein.
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(i) Levando em conta que a fungdo candnica de particao se fatoriza,
obtenha uma expressao para a energia interna u por oscilador em fungao
da temperatura 7. Esboce um grafico de v contra T'. Qual a expressao de u
no limite cldssico (hw, << kgT')?

(ii) Obtenha uma expressao para a entropia por oscilador em fungao da
temperatura. Esboce um grifico da entropia contra a temperatura. Qual a
expressao da entropia no limite cldssico?

(iii) Esboce um gréfico do calor especifico em fungao da temperatura.
Qual a expressao do calor especifico no limite cldssico?

Numa abordagem mais sofisticada das vibragoes da rede cristalina, levando
em conta interagoes, a frequéncia fundamental deve depender de cada “modo
normal de oscilagao”. Esse problema foi estudado por Peter Debye, que en-
controu a forma geralmente observada, ¢y ~ T2, do comportamento do calor
especifico dos sélidos a baixas temperaturas.

3- Considere um modelo de N fons magnéticos localizados nos sitios de
uma rede cristalina, definido pelo hamiltoniano de spin

N
H=D)_ S},
j=1

em que D > 0 e as varidveis de spin S; podem assumir os valores —1, 0, ou
+1, para qualquer sitio j da rede.

(i) Obtenha a fungao de parti¢ao candnica Z (3) associada a este sistema.

(ii) Obtenha expressoes para o valor médio u = u (T) = (H) /N, a en-
tropia por spin, s = s(7'), e o calor especifico desse sistema. Compare com
os resultados obtidos no contexto do ensemble microcandnico.

(iii) Esboce gréficos da energia e da entropia em fungao da temperatura.
Indique claramente o comportamento dessas grandezas nos limites 7" — 0 e
T — oo.

4- Um sistema de N particulas classicas ultra-relativisticas, dentro de
um recipiente de volume V| a uma dada temperatura 7', é definido pelo

hamiltoniano v
H=> cl|pil,
i=1

onde a constante c é positiva. Obtenha uma expressao para a funcao canoénica
de particao desse sistema. Calcule a entropia por particula como fungao da
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temperatura e do volume especifico. Qual a expressao do calor especifico a
volume constante.

5- Utilize o formalismo canénico para mostrar que a entropia pode ser
escrita em termos do conjunto de probabilidades {P;} dos estados de Gibss,

S=-kp» PP
J

que é uma expressao andloga a entropia de Shannon ou entropia de informgao
(normalmente escrita sem a constante e Boltzmann e com o logaritmo na base
2).

Mostre também que essa expressao continua vilida no ensemble micro-
canonico. Neste caso, P; = 1/Q, ha ) estados acessiveis ao sistema, e a
entropia se reduz a forma conhecida, S = kg In ().

6- Poderfamos agora introduzir um postulado de maximizacao da en-
tropia, dada pela equacao obtida no exercicio anterior,

S=—ks Y PjlnP;
J

para uma distribuigao arbitraria de probabilidades, {P;}, sujeita a determi-
nados vinculos. No caso do ensemble canoénico, temos os vinculos de normal-
izagao e o valor médio da energia (energia interna termodinamica),

> pP=1 Y EP=U
J J

Usando a técnica dos multiplicadores de Lagrange, devemos entao maximizar
a funcao

FUP} A h0) = —kp ) PilnP— A (Zﬂ—1> — (ZEJPJ—U) |

Mostre que
P — exp (—/\QEJ/]CB)

a Z exp (—/\QE]/]{IB) .

O multiplicador de Lagrange Ao pode ser entao dentificado com o inverso da
temperatura absoluta, reproduzindo a distribuicao de probabilidades carac-
teristica do ensemble canonico.

12



1.4 Teorema da equiparticao da energia

O “teorema” da equiparticao da energia é um resultado cldssico, que pode ser
demonstrado no contexto do ensemble canonico, e que ja apareceu algumas
vezes no decorrer desse texto, desde o tratamento do modelo de Kronig-
Clausius. De forma imprecisa, costuma-se dizer que cada grau de liberdade
de um sistema cldssico contribui para a energia interna com um termo da
forma kgT'/2.

Ao invés de graus de liberdade, vamos nos referir ao nimero de termos
quadraticos no hamiltoniano do sistema cldssico. Vamos ainda supor que
os coeficientes desses termos quadraticos sejam positivos, e que eles estejam
associados a coordenadas generalizadas que podem assumir qualquer valor
sobre o eixo real.

Por exemplo, vamos considerar um oscilador haménico unidimensional,
dado pelo hamiltoniano

1 1
H= %p?c + 5’“52, (44)

em que a massa m e a constante eldstica k sao parametros positivos, e as var-
idveis canonicas x e p, sao definidas sobre valores reais. As médias canonicas
devem ser calculadas com a distribuicao normalizada,

k
p(r) = o (—gpt - ). (45)

+o0o +oo I
= /dpx / dx exp (—ﬁpi - ﬁ—x2> =
2m 2

+oo +o0o
k 1/2 1/2
[T ][9] - ) )

- - (46)

com

em que demos énfase & fatorizagao da integral dupla.
Vamos agora calcular o valor esperado de um dos termos quadréticos do
hamiltoniano. Por exemplo, temos

+o00 ~+o00
I, ,\ 1 1., B 5 Bk ,
<2k:93 > =7 /dpx/dJZQkZB exp( 5 Pe 57 (47)
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De novo, a integral dupla pode ser fatorizada. Entao

+00 +oo
1 1 8 1 Bk
Skt = — — 2 ~ka? —=—=2?)| =
<2 x> Z /dpxexp( 2mpx> /dx2 x exp< 5 x)
[ 1/2 1/2
2mm 1 1 2 27
GNEEICH I

e T "

que é o resultado usual do teorema da equiparticao. Da mesma forma,

podemos mostar que
1 1
— = —kgT 49

<2mp$> 2P (49)

ou que

1 1
<%pi + §kx2> — kgT. (50)

Na presenca de diversas varidveis, a demonstracao é andloga, mesmo que
os coeficientes dos termos quadréticos contenham outras varidveis canonicas,
distintas da varidvel de integracao, mas desde que esses coeficientes sejam
sempre positivos e que as integrais se realizem sobre todo o eixo real.

1.5 Gas de moléculas diatomicas

“...the analogy between billiard balls and molecules fails as soon as we begin to
consider questions of internal vibrations and the transfer of their energy to the
surrounding space. The analogy that has served us for a long time, breaks down
at last. For the motion of billiard balls, as of all objects of this scale of size,
is governed by the well-known Newtonian laws, whereas the internal motion of
molecules, and their transfer of energy to the surrounding space in the form of
radiation, are now believed to be governed by an entirely different system of laws.”

Sir James Jeans, An introduction to the kinetic theory of Gases, Cambridge
U. P., 1940

O hamiltoniano de uma molécula diatomica pode ser escrito como a soma,
de um termo translacional, devido ao movimento do centro de massa, e de
“termos internos”, de rotacao e de vibracgao,

H = Htransl + 7_{rot + Hvib' (51)
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Considerando um géds de N moléculas diatomicas nao interagentes, a fungao
canodnica de particao tem a forma

1
7 = mZ{V : (52)
em que a fungao Z;, associada a uma tinica molécula, deve levar em conta os
estados de translacao, rotacao e vibracao.

Para ir adiante nos célculos, precisamos propor um modelo de molécula
que possa ser tratado matematicamente sob o ponto de vista cldssico ou quan-
tico. Vamos fazer uma simplificacao, deprezando o movimento de vibragao,
e considerando o modelo de um rotor rigido para representar uma molécula
de dois dtomos iguais. O hamiltoniano desse rotor é dado pela soma de dois
termos: (i) a energia cinética (de translacao) do centro de massa, dada por

1

—
_ 2
Htransl — INM P ) (53)

ﬁ
em que M = 2m ¢é a massa total da molécula e P é o momento do centro de
massa; e (ii) a energia cinética de rotagao, bem mais complicada, dada por

9 2
Py Py

2 + 2 . 2 )
ma ma? sin” 0

Hrot =

(54)

em que py e p, sao os momentos canonicamente conjugados as coordenadas
generalizadas de posicao 6 e ¢ (ou seja, as coordenadas esféricas que local-
izam o rotor rigido de raio a). No final do século XIX a mecéanica newtoniana
jé tinha passado por aperfeicoamentos matematicos notdveis, dando origem
em particular as formulagoes lagrangiana e hamiltoniana, que devem ser us-
adas para construir o espaco de fase cldssico. E provével que parte dos alunos
nao te ham sido expostos a essas formulagoes mais sofisticadas da mecéanica.
Nesse caso ¢ impirtante que o instrutor faga um esforco para se explicar, lem-
brando inclusive que os pequisadores do final do século XIX j& trabalhavam
com modelos mecénicos muito mais elaborados do que esse rotorzinho. Dados
Htransl € Hrot7 temos

Zl - throms ' ZlTOtJ (55)
com _ 32
— — P2 2m M
Zitrans = /d3R /d3PeXp —iM =V (T) , (56)
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que é um resultado simples e conhecido, e

™ 2w +o0 +o0
Bpd Bp? 8m2ma?
Zitrans = [ dO | d d d — — £ = .
1 / / 14 / Pe / Pe CXP [ ma?2  ma2sin’6 15}
0 0 —00 —00
(57)
Portanto, levando em conta os dois fatores de Z;, temos
5
1nZ1:—§1n6+...., (58)

em que s6 escrevemos o termo dependende de 5 (da temperatura). A partir
dessa expressao, calculamos a energia interna por molécula,

5
w= ks, (59)

que leva ao resultado famoso,
5
Cy = §k’B, (60)

para o calor especifico a volume constante do gds diluido de moléculas di-
atomicas.

Valores constantes para o calor especifico eram a tonica dos modelos clas-
sicos, garantidos pelo “teorema da equiparticao da energia”. A grosso modo,
j& vimos que a energia interna por particula é dada pelo produto de kgT'/2
pelo niimero de termos quadréticos (graus de liberdade) no hamiltoniano da
molécula. No entanto, a partir de meados do século XIX todos os resultados
experimentais ja indicavam a variacao com a temperatura do calor especifico
dos gases, embora aparecessem patamares de valor constante. Esse foi um
enorme problema, que os modelos clédssicos, apesar de toda a sua sofisticagao,
jamais conseguiram resolver. Nos jd nos referimos a quantizacao introduzida
por Einstein para explicar o calor especifico (de vibragao) dos sistemas soli-
dos. O mesmo tipo de quantizacao pode ser introduzido para tratar sepa-
radamente os graus vibracionais ou rotacionais da molécula diatomica.

Numa abordagem quéntica muito simples, a fungao de particao de molécula
unica associada aos graus vibracionais de liberdade é dada pela expressao
usual do oscilador harménico,

Zyin= Y exp {—ﬁfw (n+ %ﬂ = {2senh (@)T (61)

n=0,1,2,...
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em que h é a constante de Planck dividida por 27 e w é uma frequéncia
angular fundamental. A partir dessa expressao de Zi,;, podemos calcular
a energia interna e o calor especifico associados & quantizacao dos graus
vibracionais de liberdade. Costuma-se definir uma temperatura vibracional

tipica, kg1, = hw, tal que
T

Zlm’b ~ (62)

vib

para T' >> T,;, situacao em que se recuperam todos os resultados classicos
(favor verificar). No outro extremo de temperaturas, T' << T,;, é possivel
mostrar que o calor especifico se anula exponencialmente com a temperatura
(verificar!).

A quantizagdo do movimento rotacional (do momento angular associ-
ado ao rotor) é um pouco mais envolvida. Nas disciplinas introdutérias de
mecéanica quéntica aprende-se que

pn? }
Tt = 20 + 1) exp |— 2 J (J +1)] 63
= 3 @ |50+ (63)

em que I = 2ma? é o momento de inércia do rotor e o nimero quéntico .J est4
associado ao momento angular. Essa soma é mais complicada, mas também
d4 origem a uma temperatura caracteristica, kgT,.; = h?/2I, que deve ser
comparada com 7T,;, para dar uma ideia da relevancia de cada conjunto de
graus de liberdade. Numericamente nao é dificil esbocar o perfil do calor
especifio rotacional com a temperatura (ver grafico abaixo). No limite de
baixas temperaturas (T << T,,) o calor especifico rotacional vai a zero
exponencialmente com a temperatura (mostre esse resultado).

2 Gas real - equacao de van der Waals

A lei dos gases perfeitos, ou lei de Boyle, pV = NkgT, exemplo paradig-
matico de resultado fenomenolégico, conhecida desde o século XVII, pode
ser obtida no formalismo canénico a partir de um hamiltoniano cléssico de
particulas nao interagentes, levando em conta apenas os termos de energia
cinética. Na presenca de interagoes, o problema dos gés clédssico fica compli-
cado.

Vamos considerar, por exemplo, o hamiltoniano de um sistema de N
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Figure 2: Calor especifico rotacional em fungao da temperatura.

particulas cldssicas interagentes,

N
1

Em geral, o potencial V' é restrito a interacoes entre pares, dependendo ape-
nas da distancia entre as particulas,

i<j

A funcao canoénica de particao é dada por

N N
Z:WH /d3ﬁ>/d3ﬁ exp[ Zzﬁ Zﬁ(p TZ—_j>|)
=1 Vv =1 1<J

(66)
Esse problema é intratavel analiticamente, mesmo com formas muito simples
do potencial interatomico ¢ (r). As integrais sobre os momentos se fatorizam,
dao os resultados conhecidos para os gases ideais, para qualquer forma de
potencial. Mas as integrais sobre as posicoes, restritas ao volume V', é que
se tornam o grande problema. Vamos entao escrever

1 2rm\ *N/?
Z = W <7> QNa (67)
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Figure 3: Potencial intermolecular tipico (contra a distancia entre as duas
moléculas)

com

ov =11 /d?’?; exp [—ZB@(W—E’D]. (68)

=1 % 1<J

Na figura abaixo desenhamos um potencial intermolecular tipico, com
uma parte altamente repulsiva, a curtas distancias, representando a impene-
trabilidade da matéria, e uma pequena parte atrativa, com um minimo, que
tende a zero de forma suficientemente rdpida com o aumento da distancia
intermolecular. O potencial 7® — 112, de Lennard-Jones,

or=<[(@)2(2)] w

com 0s parametros € e ry positivos, é uma forma muito utilizada em fisica
atomica. Note que para distdncias grandes o potencial de Lennard-Jones
¢ atrativo, e se comporta com 1 /7’6, de acordo com teoria para a atragao
eletrostatica entre particulas neutras. Outra possibilidade frequentemente
utilizada é um pocgo de potencial infinito a curtas distdncias, com uma pe-
quena parte atrativa, e que depois se anula, dado pela forma

00, r<nr
p(r)=9 —& 1 <r<r (70)
0, r > 1.
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Figure 4: Potencial intermolecular de "carogo duro" (potencial ¢ contra a
distancia intermolecular 7). Note a parte atrativa para o < r < o + A.

Em todos esses casos, mesmo com ¢ = 0 nessa tltima forma de potencial,
nao é possivel obter uma expressao analitica para Q).

Embora nao haja solucoes analiticas, é claro que foram desenvolvidos
muitos métodos para abordar esse problema. Com o potencial nulo, ¢ = 0,
para um gés ideal, temos Qn = V', de onde é possivel obter a expressio
usual da funcao de particao candnica Z do gds ideal monoatdémico e a lei de
Boyle, que pode ser escrita na forma p/ (kgT) = N/V = p. Na presenga
de interacoes, a lei de Boyle seria apenas o primeiro termo, para densidades
pequenas, de uma expansao bem mais geral em série de poténcias de p.
Costuma-se entao escrever a “expansao do virial” para um gds real,

L Y BR Ot (71)
kgT ’
em que o primeiro termo, para p << 1, que é a lei de Boyle, corresponde
a uma situagao muito diluida. Ajustes experimentais indicam que os “coefi-
cientes de virial” podem inclusive depender da temperatura (ver tabelas de
dados das propriedades dos gases).
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2.1 Equacao de van der Waals

essa secao ainda precia ser escrital

2.2 Modelo do gas de rede

Por enquanto, ainda nao temos poder de fogo matematico para introduzir
certas aproximacoes na fungao de particao de um gés real, com um potencial
intermolecular minimamente realista, a fim de calcular coeficientes de virial
como B ou C. Vamos entao recorrer a uma enorme simplificagdo, que nos
permite ir um pouco adiante nos cédlculos estatisticos. Ao invés de enfrentar
o problema no espaco de fase cldssico, de cardter continuo, a ideia consiste
em introduzir o modelo de um “géds de rede”. Vamos dividir o volume de um
recipiente em V' células iguais, que podem ser ocupadas por um conjunto de
N particulas de um gds, de tal forma que nao haja mais do que uma tnica
particula em cada célula, simulando dessa forma o “carogo duro” do potencial
intermolecular a curtas distancias. Nesse “gds de rede”, com N < V, as
V' células podem ser caracterizadas pelo conjunto de varidveis de ocupacao
{t; =0,1; i =1,...V}. Cada célula pode estar vazia (t; = 0) ou ocupada por
uma unica particula (f; = 1). As configuragdes microscépicas acessiveis ao
sistema estao submetidas ao vinculo do nimero fixo de particulas,

N=>t. (72)

Até esse ponto, as particulas estao submetidas apenas a um potencial
intermolecular de caroco duro, que impede a ocupacao multipla das célu-
las. Poderfamos, no entanto, introduzir uma pequena parte atrativa, entre
células vizinhas mais préximas, a fim de simular as interagoes atrativas, de
curto alcance, dos potenciais intermoleculares. Escreve-se entao um termo
de energia

H({t:}) = —€Ztitj, (73)
(:9)

com € > 0, em que a notagao (i, j) indica que a soma deve ser feita sobre
pares de células vizinhas mais préximas.

No ensemble canoénico, a uma temperatura 7', na presenca de N particu-
las, com N < V', a fungao de particao é dada por uma soma sobre configu-
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racoes, com a restricao do nimero fixo de particulas,

Iy =Z(T,V,N)= Y exp |Bed tit;]. (74)
{ti}vN:Zy:l t; (7’7.7)

O célculo dessa soma restrita, no entanto, ¢ um problema dificil, quase tao
dificil quanto o célculo da funcao de particao do gés real no espaco de fase
classico, mas que pode ser feito em algumas circunstancias. Em termos
gerais, esse problema estd relacionado com o famoso modelo de Ising do fer-
romagnetismo. Embora nao seja tao interessante sob o ponto de vista fisico,
é possivel obter uma solugao exata no caso de uma rede unidimensional, que
apresenta certo interesse matemdtico. Em duas dimensoes, hd uma famosa
solucao exata, considerada um verdadeiro “tour de force” matemdtico da
mecanica estatistica, produzindo uma forma de calor especifico que diverge
logaritmicamente em determinada temperatura critica.

Esse problema pode ser facilmente resolvido para ¢ = 0, na auséncia de
interacoes atrativas. Nesse caso, temos

1%
Iy=Z(T,V,N)= > 1:m, (75)
{t:}.N=X1, t; ' '

pois a soma restrita se reduz trivialmente a contagem do nimero de combi-
nacoes de V' objetos (células) em N situacoes (particulas). Portanto,

1
Nanvalnv—(v—l)ln(v—l), (76)

com v = V/N, no limite termodinamico (para N,V — oo, com v = V/N
fixo). A partir dessa expressdo, temos a energia livre de Helmholtz por
particula,

f=—kgT [vlnv—(v—1)In(v—1)], (77)
de onde vem a equagao de estado
af v
=—— =FkgT1
b ov BETTD (78)

que também pode ser escrita na forma

p
kB—T:—ln(l—p), (79)
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com p=1/v = N/V. Essa é a lei de Boyle para um “gds de rede ideal”, sem
a parte atrativa do potencial intermolecular.

Exercicio

A partir da equagao (79), esboce um gréfico de p/kgT contra a densidade
p. Mostre que p em funcao de p é uma curva lisa, que nao poderia explicar
nenhum tipo de coexisténcia entre duas fases, como é explicado pela equacao
fenomenoldgica de van der Waals. Obtenha um desenvolvimento de p/kgT
em termos de poténcias da densidade p. Mostre que o primeiro termo desse
desenvolvimento corresponde & forma usual da lei de Boyle. Obtenha os
coeficientes de viral desse modelo.

Vamos agora considerar uma deformacao do modelo de gés de rede,
seguindo ideais que foram utilizadas por J. D. van der Waals na sua tese
famosa de 1873 para tratar um sistema de particulas interagentes. Va-
mos fazer uma tentativa de obter uma equagao do mesmo tipo da celebrada
equagao de van der Waals, capaz de prever um ponto critico, abaixo do qual
se torna possivel a coexisténcia do fluido em duas fases distintas, liquida
e gasosa. A ideia consiste em supor que as interacoes atrativas sejam de
longufssimo alcance, mas muito fracas, envolvendo de forma absolutamente
igual todos os pares de particulas. Dessa forma escrevemos o “hamiltoniano
de van der Waals”,

H({t}) = Hoaw = =50 2 O it (80)

i=1 j=1

em que a soma sobre pares vizinhos foi substituida por uma soma dupla,
sobre todos as células, a fim de incluir todos os pares possiveis. Note que
a interacao foi dividida pelo fator 2, para nao contar os pares duas vezes, e
pelo fator V', para que a energia seja extensiva, isto ¢, para que exista uma
energia por particula no limite termodindmico. A soma dupla irrestrita se
escreve como o quadrado de uma soma simples. Portanto,

. NN . N 2 . N2

em que se percebe que a energia por célula é proporcional ao quadrado da
densidade (de acordo com o raciocinio do trabalho original de van der Waals).
Costuma-se dizer que essa forma de energia corresponde a uma aproximagao
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de “campo médio", em que as particulas perdem a sua individualidade, fi-
cando sujeitas apenas a um efeito médio da presenca das outras particulas.

Levando em conta a forma do hamiltoniano (81), que depende apenas de
N e V, fica muito simples obter a fungao candnica de partigao desse “gds de
rede de van der Waals”,

2

Be (§
Zvdw = Z €xp W Z t; =
=1

{ti} N=321C
B %! Be,, (N 2] %
M- TP \v) | (82)

Portanto, no limite termodindmico, temos

1 N

Nln Zpaw = [vInv — (v —=1)In (v —1)] + %ﬁe (V) : (83)

de onde obtemos a energia livre de Helmholtz e uma equagao de estado,

v +1 1
v—1 261)2’

p=FkgTIn (84)

que ¢ o andlogo da equagdo de van der Waals para esse gas de rede. E interes-
sante analisar essa equagao, que também leva a um ponto critico e separacao
de fases. Essa é uma equagao um pouco mais complicada, mas que tem as
mesmas qualidades - e os mesmos defeitos - da celebrada equagao fenom-
enoldgica de van der Waals. Tente, por exemplo, esbocar alguns gréficos de
p contra p para valores caracterfsticos da temperatura.
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