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1.1 INTRODUCAO

A grande maioria de processos onde é necessaria uma acao de controle apresenta um
comportamento dindmico determinado por varidveis que sao continuas no tempo.

Variaveis aqui devem ser entendidas como grandezas fisicas mensuraveis ou nao com
as quais se representa ou se descreve um determinado processo fisico por um modelo
matematico. Tais grandezas sao, por exemplo, corrente ou tensao elétrica, tempera-
tura, pressao, concentragao, velocidade ou posicao, etc. Tais grandezas sao passiveis de
uma conversao por sensores que podem fornecer um sinal elétrico proporcional a essas
grandezas. Desse modo, define-se uma classe de aplicagao de agbes de controle, as quais
podem ser realizadas através de dispositivos ou circuitos elétrico/eletrénicos lineares e
sao caracteristicos dos procedimentos denominados Controle Analdgico.

A realizagao de estruturas de controle no sentido analégica se faz com a utilizagao dos
dispositivos ditos analégicos e toda agao de controle necessaria também é processada de
forma analégica. Com dispositivos analégicos passivos ou ativos é possivel a realizagao
de uma infinidade de operagdes matematicas necessérias para produzir uma determinada
acao de controle.

Em geral tais agoes de controle sao reproduzidas por operacoes de integracao, de-
rivagdo e somatorios que podem ser implementadas com dispositivos analdgicos tais
como resistores, capacitores, indutores e Amplificadores Operacionais. Se um determi-
nado processo é nao-linear ou necessita de uma linearizagao, isso pode implicar na ne-
cessidade se efetuar analogicamente uma operagao matemética nao linear, por exemplo
uma operacao sen(x), log(x), etc. A realizacao de tais operagdes por meio de dispositi-
vos analdgicos pode ser extremamente dificil e complexa em termos de ajustes. Mesmo
para aplicagao de conceitos modernos da teoria de controle como controle 6timo, adap-
tativo ou identificagdo de sistemas, uma solugao analdgica se tornaria extremamente
dispendiosa ou irrealizavel em virtude da necessidade da realizagao de operagdes matri-
ciais e ndo lineares. E exatamente neste ponto que se encontra a limitacao do emprego
de estruturas de controle analégica. Certamente, para sistemas simples ou onde nao
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se requer grande manipulagao de sinais, o controle dito analégico ainda encontra vasto
campo de utilizagao.

A utilizacdo de microcomputadores para implementacao de estruturas de controle
teve inicio ja por volta de 1960. Porém computadores dessa época nao eram apropria-
dos para aplicacao industrial, pois tinham uma arquitetura voltada para gerenciamento
de dados, eram relativamente lentos e nao se dispunha de softwares adequados para a
realizacao de uma estrutura de controle. J& na década de 70 surgiram os chamados
microprocessadores com uma arquitetura digital voltada para um interfaceamento com
o mundo externo do ambiente digital. Essa alteragao decorreu da necessidade de se
conectar o processo digital (o microprocessador) com o processo analégico a ser con-
trolado. O microprocessador passou a ser um elo integrante da malha de controle. Na
figura 1.1 é representado um sistema de controle dito digital com o microprocessador
como um elemento da malha de controle.

Gerenciamento
e Supervisao

Ambiente
digital

] l Lei de control I ,I

N ei de controle D/A ]—»[ Processo ]—>
digital

Clock em

tempo real

|l Realimentagao I|:

Figura 1.1: Diagrama geral de um controle digital.

Para a efetivagao deste tipo de controle torna-se necessério a compatibilizagao dos
varios sinais nos ambientes analégicos e digital. No ambiente digital, ou seja, no micro-
processador opera-se com numeros, representados em forma bindria, os quais podem ser
manipulados como se queira através de softwares especificos. No ambiente analégico os
sinais representam grandezas fisicas e continuas no tempo e que sé podem, se necessario,
ser processadas por dispositivos ou circuitos analégicos. A compatibilizacao destes am-
bientes é realizada pelo bloco A /D para a conversao Analégica-Digital e pelo bloco D/A
para a conversao Digital-Analdgica. Determinados processos ou agoes de controle sao
inerentemente do tipo digital, nao necessitando propriamente uma conversao. Nesse
caso, tais processos sao ditos naturalmente amostrados.

A integracao de um microprocessador na estrutura de controle possibilita a execugao
de outras tarefas além do controle propriamente, tais como supervisdo do processo,
emissao de relatérios, protecao, alarmes, coordenacao, etc permitindo a realizacao de
sistemas com um alto grau de automatizacao. Outra caracteristica muito importante
é o grau de flexibilidade dos processos digitais. Isto é, um determinado processo pode
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ser redimensionado para fornecer um melhor rendimento ou performance simplesmente
através da reprogramacao do algoritmo de controle ou de supervisao.

Uma primeira implica¢ao da incorporagao do microprocessador na malha de controle
é que no ambiente digital as operagoes mateméaticas que devem ser realizadas necessitam
de um determinado tempo para serem processadas pelo microprocessador. Durante
esse periodo o microprocessador fica “desligado” do ambiente externo analégico. Desse
modo a conexao efetiva entre o microprocessador e o processo é realizada apenas em
instantes determinados e periddicos, de onde surge entao o conceito de amostragem ou
discretizacdo. Entre dois instantes de amostragem é realizada a conversdao A /D do sinal
a ser processado, o microprocessador efetua o algoritmo de controle e fornece o comando
de controle para a conversdo D/A. Todo esse processo deve sincronizado e realizado a
cada periodo de amostragem.

A eficiéncia, performance ou realizabilidade do processo podera entao ser influenci-
ada pelas caracteristicas do microprocessador em questao. Se o periodo de amostragem
for muito longo o sistema global podera até se tornar instavel. Esse fato serd abor-
dado em breve na sequéncia do curso através da anélise do sistema discreto por meio
de uma ferramenta matematica denominada Transformada-Z. Por outro lado se o mi-
croprocessador puder realizar o algoritmo de controle com intervalo de tempo bastante
pequeno pode-se abordar o processo todo como se fosse continuo e realizar toda sintese
do controle no ambito da Transformada de Laplace.

A implementagao de um controle digital atualmente é realizada por micro-processadores,
incorporando unidades de processamento juntamente com unidades de meméria e uni-
dades de comunicagao integradas em um unico Chip. Isso trouxe a vantagem de grande
redugao de custo. Outras denominacoes sao os chamados microcontroladores ou micro-
computadores dedicados. Nesse caso os chips integram além das unidades menciona-
das, as unidades de conversao A/D’s, D/A’s e até unidades para geragdo de modulagéao
PWM. Isso acarreta nova reducao de custo pelos processos de fabricagao em massa
assim como enorme redugao de Hardware necessario.

Atualmente com o uso de microcomputadores, tornou-se possivel a realizagao de
controle de processos das mais variadas complexidades. Se para um determinado pro-
cesso um unico microcomputador nao é capaz de realizar um algoritmo de controle
num intervalo de tempo aceitdavel, é possivel a conexao de varios microcomputadores
realizando tarefas especificas do mesmo algoritmo em paralelo, reduzindo desta forma
o tempo de amostragem. Neste caso tais microcomputadores necessitam ainda de uma
interface adequada para comunicacao com outras unidades. Um exemplo comum hoje
em dia, é por exemplo, utilizado para controle de robos em linhas de montagem, onde
é alocado um microcontrolador para cada brago e cada um deles é interligado entre si
e com um microcontrolador principal que supervisiona todo o processo.

A simples substituicdo de uma estrutura de controle analégica por um controle
digital pode nao ser interessante do ponto de vista econéomico. O grande interesse na
utilizacao de controle por microcomputadores, é a possibilidade de se realizar algoritmos
complexos de controle, como controle étimo e adaptativo. Controle 6timo e adaptativo
sao conceitos ja hd muito tempo estudado na teoria, porém aplicacoes efetivas de tais
conceitos s6 se tornaram possiveis com a utilizagao de microcomputadores devido ao
enorme esfor¢co computacional exigido. Para processos nao-lineares ou variantes no
tempo é extremamente dificil se projetar um controle adequado que atenda a todas as
exigéncias de uma determinada performance. Através de algoritmos de identificagao
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e com o uso de microcomputadores é possivel a monitoracao do processo e, qualquer
variacao paramétrica ou estrutural no processo sera detectada e uma alteragao adequada
no algoritmo pode ser realizada de modo a atender os requisitos de performance pré-
determinados.

Na figura 1.2 é esquematizada um exemplo de uma estrutura de controle adapta-
tivo, na qual é exigido grande esforco computacional, que para a maioria dos casos é
irrealizavel por meios analégicos. Este tipo de controle é tratado e estudado em cur-
sos especificos. Nesta figura encontra-se em destacados com fundo azul os blocos que
serao objeto de estudo no curso de Controle Digital e que portanto serao de grande
importancia para a especializagdo em sistemas de controle, bem como a realizagao das
demais tarefas ilustradas na Fig; 1.2;

Controlador Identificagdo hgf:g:izsio
x(t) (1)
_| Processamento
It i de Sinal

] v
Algoritmo dc]
Controle

rir) eft)

()

Filtragem

» Acionamento

Processo

de Ruido

Figura 1.2: Sistema de controle dotado de processos de identificacao e de adaptacao

1.2 Implicacoes da utilizacao do microcomputador

Os sinais digitais ou discretos apresentam uma descricao matematica complexa em
virtude da natureza descontinua de sua evolugao temporal. Ja os sinais continuos podem
ser bem descritos por aproximacoes de um comportamento discreto temporal. Somente
com a adocao de intervalos de tempo infinitesimal é que as representacoes continuas e
discreta de um sinal serao praticamente idénticas. Este aspecto direciona que as analises
de sistemas envolvendo entidades continuas e discretas sejam realizadas no ambito do
tempo discreto.

Desta forma, como implicagao direta da incorporacao do microcomputador na ma-
lha de controle é que o processo como um todo deve ser analisado como um processo
discreto, isto é, as varaveis envolvidas no processo serao da forma discreta. Desta
forma, torna-se necessario o conhecimento de ferramentas matematicas adequadas para
se proceder em primeiro lugar a representacao de processos e sinais continuos na forma
discreta. Este procedimento é denominado discretizagao de sistemas. Em segundo lugar
também se torna necessario o uso de ferramentas que permitam as analises e sinteses
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de controladores discretos. Tal ferramenta matematica se denomina Transformada - Z.
Este topico sera objeto de estudo nas proximas aulas.

A utilizagdo de um microcomputador para realizagdo de controle requer a neces-
sidade de novos elementos ou componentes de controle além daqueles conhecidos das
técnicas de controle analdogico. Componentes basicos de uma estrutura de controle com
microcomputador sdo aqueles necessdrios para se realizar conversdes A/D e D/A.

1.3 Revisao de Conceitos de Controle Analégico

Seja um processo de controle realimentado como representado na figura 1.3. Com
relagao ao controlador G.(s) indicado, hé que estabelecer os objetivos do controlador, o
tipo de controlador a ser usado, a técnica ou método de sintese ou projeto do mesmo, a
forma ou tecnologia de implementacao e as possiveis limitagoes, tais como consideradas
na Tabela 1.1.

Desempenho dinamico e de regime
Objetivos do Estabilidade

Controlador Confiabilidade

Flexibilidade

Diagnésticos, Protegao, Supervisao

Paramétricos P, PI ou PID
Controlador Avanco-Atraso
Realimentacao de Estados

Alocacao de Polos
Resposta Temporal
Metodologia de || Lugar das Raizes

Sintese de Desempenho Dinamico
Controladores Desempenho em Regime
Anélise Frequencial (Bode-Nyquist)
Alocagao de Polos de Estados
Critérios de otimizagao

Gc(s) : Redes analdgicas passivas ou ativas de circuitos eletronicos
Implementagdo || analégicos (Amp.Ops ou transistores) em um
modulo ou placa de circuito-impresso.

Limitacgoes Restrito a processos simples, lineares e observaveis

Tabela 1.1: Processos de controle continuos
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e(t) u(t) y)

—

()

Figura 1.3: Configuragao bésica de um controle analégico realimentado.

1.4 Processo de Controle Digital

Por processo de controle digital entende-se, um processo cuja agao de controle seja
gerada em um ambiente digital, por exemplo, em um microcomputador através de
um determinado algoritmo, o qual pode ser programado em diversas linguagens de
computacao de alto ou baixo nivel.

Com relagao ao esquema de controle continuo exemplificado na figura 1.3, a confi-
guracao de um controle digital pode ser esquematicamente representada como na figura
1.4.

1 0
—>

G,(s)

k) e

Microprocontrolador
Ambiente Digital

Figura 1.4: Configuragao basica de um controle digital realimentado.

Para os casos de processos de controle digital consideram-se os mesmo indices de
desempenho relacionados na Tabela 1.1. As propostas de estruturas de controladores,
métodos de sintese e implementacao sao resumidos na Tabela 1.2.

1.5 Toépicos da disciplina

Estudar métodos, estratégias e ferramentas matematicas para adaptar o processo continuo
(analégico) para ser controlado digitalmente, bem como, desenvolver métodos de sintese,
andlise de controladores digitais, simulacao de sistemas com controle digital e imple-
mentagao pratica de controladores no ambiente das aulas de laboratério.

Considerando que os conceitos fundamentais de discretizacao, amostragem e relagoes
de notagoes discretas foram assunto da disciplina Sel0343 Processamento Digital de
Sinais, neste curso se fara apenas uma breve revisao destes topicos associando os mesmos
aos aspectos de controle.
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Controladores

Além das conhecidas estruturas de controle analégico, é possivel a
execucao de estruturas de controle 6timas, de controle adaptativo,
algoritmos de identificagao, além de estruturas de controle somente
realizdveis com um controle digital, por exemplo: Controle Dead-Beat.
Com um microcomputador associado a estrutura de controle é possivel
ainda a realizagao de acoes de monitoragao, diagnésticos de falhas e
uma infinidade de procedimentos de protecao. No caso do controle
digital, melhoramentos e/ou alteragoes da agao de controle se resumem
em simples alteracao a nivel de programagao.

Sintese de

Neste caso podem ser empregadas as mesmas técnicas dos
controladores analdgicos, além de outras estratégias exclusivas de

Controladores || processo discretos. Em alguns casos é possivel o projeto dos
Digitais controladores como sendo analégicos, os quais apds uma operacao de
discretizacao dos mesmos, determinam o algoritmo discreto a ser
programado no microcomputador.
G.(z) : Hardware Digital também usando circuitos e componentes ele-
Implementagao || tronicos digitais, sendo que a lei de controle é determinada por um

algoritmo numérico e realizado através de algum Software especifico.

Tabela 1.2: Processos digitais
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Parte 1

DESCRICAO E ANALISE
DE SISTEMAS DISCRETOS






2.1 Introducao

Para se processar uma grandeza analégica através de um microcomputador, é necessario
introduzir um processo de amostragem da grandeza a ser processada (entrada) e poste-
riormente uma conversao desta amostra em uma quantidade digital. Apds o processa-
mento desta quantidade digital por um determinado algoritmo de controle, a quantidade
processada que ainda é na forma digital deve ser fornecida ao processo analégico, através
de um processo inverso que a converte em uma grandeza analdgica (saida). Este pro-
cesso de conversao pode ser representado como as etapas A /D na entrada e D/A-Holder
na saida indicadas na figura 2.1.

O processo de amostragem para os sistemas de controle digital deve ser periédico,
com perfodo constante, aqui designado por Ty. A saida processada digitalmente serd
fornecida ao processo analdgico também de forma periédica com o mesmo periodo Ty,
porém isto ocorre de forma atrasada de um tempo Tr em relacao ao instante de amostra-
gem da entrada, que é o tempo necessario ao processo de conversao mais o processamento
pelo algoritmo de controle.

Na execugao do processamento digital ocorre uma interrupcao de tempo real que
determina o inicio de um cilo do algoritmo. No instante desta interrupgao ocorre a
execucao da leitura da entrada e a escrita da agao de controle avaliada no intervalo
anterior. Normalmente os tempos do processo de conversao dos dispositivos atuais sao
muito pequenos em comparacao com 7Ty e desde que o periodo de amostragem deve ser
muito menor que as constantes de tempo do processo a ser controlado, assume-se que
a entrada e saida sao amostradas periédica- e sincronamente.

De acordo com a figura 1.4, um processo controlado sempre envolve uma reali-
mentagao da saida que deve ser comparada com a referéncia de entrada. Dessa forma
um processo de controle digital e realimentado englobando os estdgios de conversao
A/D e D/A discutidos na introdugao do curso e apresentados na figura 2.1, pode ser

11
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< Processamento digital ——
kT, Saida

u'(t)
=

kT, kT,

uq(k) (1) (1)
: -/°—]—>[ H ]u—bl G,(s) l——>
D/A

Figura 2.2: Caracterizacao dos amostradores em controle digital realimentado.

representado como na figura 2.2.

2.2 Classificacao de Sinais e Caracteristicas de Quan-
tizagao
Aqui serao apresentados aspectos de sinais quanto a quantizacao e respectivas formas

gerais de representacao. De forma geral os sinais representados a seguir podem estar
relacionados em diversos pontos no processo de amostragem.

2.2.1 Sinal Continuo

Um sinal continuo é tal que, uma grandeza nesta forma é definida para qualquer instante
de tempo, tal como na figura 2.3

De forma generalizada, um sinal continuo pode ser descrito por:

s(t) = f(t) VooteRT (2.1)
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T s

Figura 2.3: Caracterizagao de sinal continuo.

Sinal com amplitude discreta

Este tipo de sinal é tal que, em relagao a sua forma original continua, apresenta apenas
valores discretos em amplitude. Dependendo do nivel de quantizagao em amplitude
pode-se obter uma boa aproximacgao ou nao. Neste caso os intervalos de tempo em que
ocorrem a discretizagao podem ser diferentes entre si.

Uma representagao deste tipo de sinal pode ser dada por:

Ay, Ampl[f(t)] = A,
An—l ANfl < -Ampl[f(t)] < An

A s(

Figura 2.4: Sinal amostrado em 8 niveis (3 bits de resolugdo) de amplitude discreta.
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Sinal tipo Tempo Discreto

Neste caso, o sinal somente é definido pontualmente em determinados instantes de
tempo normalmente espagados Tj entre si. Aqui assume-se que a amplitude é exata.

A S0

Y

Figura 2.5: Sinal amostrado com o tempo.

Um sinal deste tipo serd descrito por:

f(k To) t="kTy
s2(t) = s3(k To) = (2.3)

Sinal com Amplitude e Tempo discreto - Digital (Discreto)

Para tais sinais, ocorre uma quantizagao tanto em tempo quanto em amplitude e de-
termina o que se chama de sinal digital.

2+ s(1)

L B

Figura 2.6: Sinal amostrado em amplitude e no tempo : Digital.

Uma representacao matematica deste tipo de sinal poderia ser dada por:
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Ampl[f(k Tp)] t=k Tp
s3(t) = [T (Alk Tol, k To) =
Ampl[f((k+ 1) Tp)] ETy <t < (k+1) Ty
(2.4)

Normalmente, no ambiente digital que representa o microcomputador, o valor digital
de s(t) néo serd nulo entre os instantes de amostragem, pois estard armazenado em uma
varidvel (posigdo de meméria) como serd visto oportunamente.

Desde que nos dispositivos modernos de conversao A/D ou D/A, o niimero de niveis
de quantizacao é suficientemente grande, a quantizagao em amplitude deixa de ser pro-
blema. Atualmente sao disponiveis conversores que fornecem até niveis de quantizagao.
Dessa forma um sinal digital (discreto) passa a ser fun¢do apenas da quantizagio no
tempo, pois nestes mesmos dispositivos, o tempo de conversao sao muito menores que
o periodo de amostragem.

2.3 Tratamento matematico do sinal amostrado (dis-
creto)

Através do tratamento matemadtico do sinal digital, define os conceitos fundamentais
dos processos discretos. Através deste tratamento matemadtico pretende-se obter uma
descrigdo matematica, o mais exato possivel, do sinal tipo discreto, através do qual
serdo introduzidas as ferramentas necessdrias a andlise de um processo discreto. A
seguir serao dadas varias formas de se representar matematicamente um sinal discreto.

2.3.1 Funcao Discreta

Considere-se um sinal continuo e amostrado periodicamente por um Sampler, também
conhecido com Holder ou Amostrador, como indicado na figura 2.7.
Matematicamente, pode se descrever o sinal amostrado x,(t) tal como:

(1) = (2.5)
0 kTo+h) <t < (k+1)Ty

Caso h << Tp, a amostragem do sinal passa a ser representada por uma sequéncia
de impulsos com amplitude igual a z(k Tp) e a figura 2.7 pode ser substituida pela figura
2.8.

Neste caso, a nova representacao matematica passa a ser:

l’(k‘ To) t==~k T()
zr(t) = k =0/~ (2.6)
0 (kTo+h) <t < (k+1)Tp

tal que xr(t) como definido pela Eq. (2.5), representa uma fungao discreta.
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X(t X p(t)

tx@, x(t)
ﬂ/.’ _—‘h"""'-\.,_._“
] 1L =
f‘..
0 7, 2, 3, kT,

Figura 2.7: Amostrador analégico com periodo de retencao h.

Exemplo 1

Seja uma fungao continua dada por:

z(t) =e @ ? (2.7)

A correspondente discretizagdo da Eq. (2.7) e representagdo por uma fungio
discreta sera dada por:

or(t) = (K Tp) = e (@ # To) k=0/0c0 (2.8)

A
i Xx(t), X'(kTy)

AT T T
/

0 Iy 2T, 3T, kT,

L B

Figura 2.8: Aproximacao da amostragem por sequéncia de impulsos.
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A ()

AT T L

L A

0 T, 2T, 3T, kT,

Figura 2.9: Representagao da Eq. (2.9).

2.3.2 Equagao Diferenca

Esta é uma forma de representagao matematica tipica para processos discretos. Ela é
obtida pela representagao de uma funcao discreta em forma recursiva.

Exemplo 2

Seja a fungdo z(t) dada pela integral da grandeza w(t) tal como indicado pela
expressao Eq. (2.9) e pela figura 2.9.

t
a(t) = ~ / w(t) dt (2.9)
Tr Jo
No caso de se realizar esta operagao em um microcomputador, a funcao integral
serd numericamente realizada pela operagao de Somatorio de dreas elementares
de largura ou base Ty, tal como indicado pela figura 2.10.

Em forma discreta, a Eq. (2.9) serd descrita como:

g =D
z(k Tp) = T Z To w(v Ty) =
4 v=0
= Til [Tow(0) + Tow(To) + Tow(2Tp) + ... + Tow((k — 1) Tp)]

(2.10)

A funcao integral serd entao aproximada pela soma das areas elementares defi-
nidas nos instantes (k Tp). Dessa forma para se obter o valor total da integral
até o instante (k Tp) é necessério se conhecer (ou guardar) os valores passados
entre o instante inicial e o final (k — 1) T} .
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Considerando-se a expressao da Eq. (2.10) no perfodo de amostragem seguinte,

k
s((k+1) T) = Til S T wv T) (2.11)

pode-se obter uma expressao recursiva para z7(t) = x(k Tp) subtraindo-se a Eq.
(2.11) da Eq. (2.10), tal que:

T
a((k+1) Ty) — x(k Tp) = ?%(k To) (2.12)
I
ou, normalizando-se o instante de amostragem para simplificar, (k Tp) = k ,
To
z(k+1) —x(k) = =w(k) (2.13)
Ty
ou ainda, adotando-se,
(k+1)=k
01:—1 blzTo/T]
z(k)+a x(k—1)=by w(k—1) (2.14)

A expressao da Eq. (2.14) é denominada Equagao Diferenga Finita de 1* ordem, ou
simplesmente Equagao Diferenga e representa uma expressao recursiva para xr(t) e que
realiza uma integracao numérica de 1* ordem no dominio de tempo discreto.

Awin)

o & 2 it kT,

Figura 2.10: Aproximagao da pela Eq. (2.10).
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Exercicio 01

Refazer o procedimento anterior para o seguinte caso, e comparar os resultados.

A wit)

(S5

Y-

0 Tg 2Tg 3Tﬂ i kTﬂ

Exemplo 3

Considere o seguinte caso:
d
x(t)=Tp &w(t) (2.15)

Numericamente a operagao de diferenciagao realizada em um microcomputador
serd substituida pela sua definigao em forma numérica.

d o sl =l = A
i e 219)
e assumindo, t = k Ty e At = Ty,
d z(k) —x(k—1)
—z(t) 7 —————= 2.1
Za(t) - (217)
Para uma equagao de 2% ordem, obtém-se:
d? 4a(t) — Lot 4 At) x(k) —2zx(k—1)+x(k—2)
—x(t) = & dt t) =~ 2.1
() 0 = a(t) - (2.18)
Com as consideragoes acima, o exemplo 3 sera descrito por:
kTy) —w((k—1) T
{L'(t) _ TDw( 0) w(( ) 0)
Ty
T
= 2 [w(k Ty) — w((k — 1) TO)] (2.19)
0
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(k) = bow(k) — w(k — 1) (2.20a)
b() = bl = TD/TO (2.201:))

\ J

A expressdao da Eq. (2.20), novamente descreve uma Equagio Diferencga, a qual
representa uma operagao de diferenciagao. A obtengao da forma discreta para diferen-
ciais de ordem superior, segue 0 mesmo critério feito para o caso de segunda ordem,
aplicando-se a definigao usual de equagoes diferenciais.

Exercicio 02

Obter a discretizacao em forma de equagao diferenga para os casos a seguir.
a) - aq &(t) + (t) = fo w(t)

b) - ag Z(t) + aq (t) + z(t) = Bo w(t)

Exercicio 03

Comparar as expressoes das Eqgs. (2.14) e (2.20), e analise sua validade com
relacao ao periodo de amostragem Tj.

2.3.3 Sequéncia ou trem de impulsos

Esta é mais uma forma de se representar um sinal amostrado ou discreto. Neste caso
procura-se uma representacao que inclua o processo de amostragem.

O processo de amostragem pode ser entendido como um processo de modulacao de
um sinal continuo através de um sinal portador p(t) do tipo trem de pulsos com largura
infinitesimal. Esta operagao pode ser representada pela figura 2.11.

De acordo com a figura 2.11, o sinal portador pode ser descrito por:

p(t) =3 [ult =k To) —ut = (k Ty + h Ty))| (2:21)
k=0
onde:
1 t >0
u(t)(t) = (2.22)
0 t<0

Admitindo h << Ty o sinal p(t) pode ser aproximado por uma sequéncia de impulsos,
dada por,

p(t) = ot —k Tp) (2.23)
k=0
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pl)
xt) 1o, x,) (1) X, (1)
—_—— = Modulador

1 pt

Ll |

-

0 T, 27,37, kT,

b (1)

Y-

A .\‘Pi’”

Figura 2.11: Representacao do processo de amostragem.
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No caso ideal entao, obtém-se o sinal amostrado como sendo dado por:

wr(t) = x(t).p(t) = x(t). Y 6(t —k To) (2.24)
k

=0

De acordo com a expressao em (2.24) apenas informagoes pontuais caracterizam a
versao discreta do sinal original.



3.1 Analise de Fourier para sinais amostrados

A finalidade da anélise de Fourier visa obter uma quantificacao da informagao contida no
sinal discreto em relagao ao sinal analdgico original. Pelo processo de amostragem, como
ja visto, apenas porgoes do sinal originais estao contidas no respectivo sinal amostrado.
Seja um sinal amostrado, obtido a partir de um processo de modulagao com um sinal
dado modulante pela Eq. (2.21))e cujo sinal amostrado é novamente indicado na figura
3.1.

Anaélise de p(t) periédico

Desde que o sinal p(t) é periédico, este sinal pode ser representado por sua equiva-
lente série de Fourier, composta por somatérios de senos e cossenos que na forma de
Euler é dada por:

x,(1)

Figura 3.1: Exemplo de amostragem de um sinal continuo.

23
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oo
p(t) = ¢, ebreet) (3.1)
v=0
onde os coeficientes complexos ¢, sao dados por,
1 To )
¢, = c(jrwo) = —/ p(t) e~ Greot) gg (3.2)
o Jo

e wp ¢ frequéncia do sinal p(t) em rd/s, o qual define a frequéncia de amostragem como

sendo,
2
wWo = ?: = 27Tf0 (33)

Através das Eqs. (2.21) e (3.1), obtém-se que os coeficientes sao dados por:

] 1 — ¢—(Jrwoh)

R 7
vwoh

hsen( 5 )

DN 2 T —(vwoh/2)

T (Vw20h) e (34)

Anilise de z(t) aperiédico

No caso do sinal z(t), que pode ser um sinal aperiédico, usa-se entao a Transformada
de Fourier que é dada pela integral em (3.5), tal que:

saliwn) = Flap®) = [ ayl) e = [ a(op(e) e
< Z c(juwg)/ x(t) emIwot edWigy —
v=—00 0
= Z cl,/ x(t) e W)ty (3.5)
v=—00 0

Prop. Transl. em Freq.

Através de uma propriedade das Transformadas de Fourier (translacao em frequéncia)
a Eq. (3.5) poder ainda ser expressa por:

oo

zp(jwo) = Z c(jrwo)z(j(w — vwo)) =

V=—00

= cox(jw) + c1(jwo)z(j(w £ wo)) + c2(j2wo)x(j(w £+ 2wp)) + ... (3.6)

Através da Eq. (3.6), pode-se obter as seguintes informagoes:
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AN

/Gy

Espectro: p()

-2my,

=y

Wy 2w,

X ( ’- Wpy)
Espectro: x(1)

=g

Mg

Espectro:  x,(1)

0

0, =@y

Figura 3.2: Espectro de frequéncias para sinais amostrados.
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a) - pelo processo de amostragem do sinal continuo no tempo x(t), a anélise de
Fourier indica que sao introduzidas componentes de sinal com altas frequéncias, relaci-
onadas a frequéncia de amostragem.

b) - O sinal amostrado contera o espectro de frequéncias do sinal original,

2yt = - (i) (37
0

mais uma série de espectros laterais com frequéncias harmonicas expressas por z(j(w +
wo), v ==£1, £2, £3, ..., ponderadas pelos coeficientes ¢, ; Em (3.7) observa-se que o
valor de ¢g serd tanto maior quanto menor o valor de Tj (o que significa maior frequéncia
de amostragem) e resultard numa maior porgao (ou ponderagao) do espectro de z(t) no
resultado da modulacao, ou seja, apds a operacao de amostragem. Quanto melhor tal
espectro esteja contido no sinal amostrado, melhor ele pode ser tratado ou processado
apos a discretizacao.

¢) - O fato mais importante relacionado na Eq. (3.6) é que o sinal amostrado contera
o espectro de frequéncias do sinal original. A porcao do espectro original contida no
sinal amostrado pode entretanto, ser alterada ou modificada em funcao da frequéncia
de amostragem, tal que uma tentativa de recuperacao da informacao original se torne
impossivel. Este fato pode ser melhor entendido com auxilio da figura 3.2.

As figuras 3.2-a e 3.2-b representam o espectro de frequéncias do sinal portador p(t)
e do sinal z(t) respectivamente, segundo as Eqgs. (3.1) e (3.7).

A figura 3.2-c indica o espectro de frequéncias do sinal amostrado o qual além do
espectro original de z(t) contém as bandas laterais do espectro de z(t) centrados nas
frequéncias +k wg.

Caso a frequéncia de amostragem seja diminuida, tal que ws = wy/2 , os extremos
dos espectros laterais de x,(t) passam a ser coincidentes, como indicado na figura 3.2-d.
Com um diminuic¢ao ainda maior, tal que ws > wp/2 , ocorrerd superposigdo das bandas
laterais de espectros. Neste caso uma recuperacao do espectro original ja se tornard
dificil.

Se estivermos interessados em recuperar a informagao prépria do sinal original x(t)
a partir do sinal amostrado z,(t), a maneira adequada seria realizar uma filtragem do
sinal z,(t), como pode ser visto a partir da figura 3.2-c.

Idealmente seria entao necessario ter um filtro tipo passa-faixa ideal, tal que:

‘G(jw)‘:l <7w5:7w0/2) < w < (wS:w0/2)
(3.8)
‘G(jw)‘ =0 w < (wsz—wo/Q) ou w > (ws:wo/Q)

a qual é representada na figura 3.3 a seguir.

Desde que nao de tratam das frequéncias negativas, a opgao seria entdo um filtro
passa-baixas ideal.

Por andlise do espectro do sinal amostrado como indicado na figure 3.3 e do exposto
acima, conclui-se que uma recuperacao da informagéo contida no sinal original z(t) , s6
serd possivel atendendo-se a uma das condigoes a seguir:

lws| < wo/2 (3.9a)
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Gy )

Figura 3.3: Filtro passa-faixa ideal.

wo/2 > ws (3.9b)

TQ < 7T/ws TO < TS/Q (39C)

3.2 Teorema de Shannon ou Teorema da Amostra-
gem

Como resultado a andlise feita anteriormente, é possivel entdo estabelecer o teorema
da amostragem, através do qual garante-se uma recuperagao razoavel da informagao
a partir do sinal amostrado. Se um sinal continuo no tempo tem um espectro de
frequéncias com banda passante limitada e sendo a frequéncia maxima definida como
Wmaz, & Tecuperagao deste sinal apds um processo de amostragem com periodo Tp , s6
serd possivel se a frequéncia de amostragem for superior ao dobro de wy,q.. De outra
forma, deve-se ter:

{Ty < 7/Wmaz} ou wo > 2Wmax (3.10)
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Exemplo 4

Considere um sinal continuo no tempo do tipo puramente senoidal com periodo
T}, como indicado na figura 3.4 e obtido por simulagdo em Matlab/Simulink.

Caso seja realizada uma amostragem deste sinal com uma frequéncia também
igual a 77 - nao atendendo portanto o teorema da amostragem - em hipdtese
alguma serd possivel obter-se alguma informacao relevante do sinal original, pois
o resultado sera sempre algum valor constante. Este fato é indicado na figura
3.4-a pelos pontos “o0”.

Com uma frequéncia de amostragem atendendo estritamente o teorema da amos-
tragem, ou seja Ty = 11/2 , o sinal amostrado dessa forma sé resultard razodvel
se os instantes de amostragem coincidir com os instantes de pico da senoide.
Caso contrédrio a informacgao recuperada serd muito pobre ou quase nenhuma.
Este fato é ilustrado na figura 3.4-b pelos pontos indicado pelo pontos “ o -
vermelho ”. Outro caso ilustrado na figura 3.4-c é quando 7y = 0,971/2 , ou

seja, atendendo ao critério de amostragem com uma frequéncia apenas ligeira-
mente maior que a minima. Neste caso observa-se que a informagao se deteriora
e necessita~se de cuidado (filtragem) para se obter a informagao correta.

\ J

Aumentando-se a frequéncia de amostragem melhora-se consideravelmente a quali-
dade do sinal amostrada e consequentemente da informacao contida no sinal amostrado.
De modo geral para os propésitos de controle, aconselha-se que a frequéncia de amos-
tragem seja superior a (5 a 10) vezes a frequéncia wy... Este valor de Wy, serd
oportunamente especificado em fung¢ao do desempenho em malha fechada do sistema a
ser controlado.

3.3 Transformada de Laplace para sinais Discretos

A Transformada de Laplace é uma ferramenta de grande utilidade na andlise de sis-
temas dinamicos lineares e analdgicos. Uma das vantagens é que com esta ferramenta
as equagoes diferenciais e integrais se tornam razoes polinomiais na variavel “s”. Na
sequéncia sera verificado o efeito da aplicagao da Transformada de Laplace nas equagoes
discretas que descrevem um sistema dinamico discreto ou digital.

Por definigao vale que a transformada de Laplace é dada por:

X(s) = L{z(t)} = /000 x(t) e 5t dt (3.11)

7

onde, “s” é uma variavel complexa, definida como,

s=T+ jw (3.12)

A transforma da Laplace aplicada a uma funcao impulso unitédrio serd entao,
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Figura 3.4: Amostragem de uma fungao seno com diferentes amostragens Tp.
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L{5(t)} = /OOO S(t)estdt=1 (3.13)

ou entao considerando uma fungao impulso com deslocamento no tempo,

L{5(t—kTy)} = / §(t — kTp) et dt = e *105.1 (3.14)
0

Adotando-se a representagao de um sinal discreto dada por:

or(t) = i 2(kTo) 8(t — kTp) (3.15)
k=0

entao a aplicacao da Transformada de Laplace a Eq. (3.15), resulta:

Xp(s) = E{xt(t)} = L{ > w(kTy) 6(t — kTO)} =

k=0

= Y a(kTy) e ¥01 (3.16)
k=0

A expressao dada por Eq. (3.16) tem ainda a propriedade de ser periédica com
frequéncia angular wy = 27/Tp , ou seja, a frequéncia de amostragem. Esta propriedade
é comprovada com o desenvolvimento a seguir:

Xr(s+jrwy) = x(kTy) e FTolsHivwo) —

>
k=0
>

T kT()) e*kTos.efjkTguw[)

k=0
—jkv2m
—_———
= Zx(kTo) e MTos ¢ =t =
k=0
= Xr(s) (3.17)
ou usando a Eq. (3.12),
Xr(7+ j(w £ vw) = Xp(7 + jw) v==+1,42,43, ... (3.18)

Uma implica¢do importante dos resultados obtidos pelas Egs. (3.16) a (3.18), é
que se a Transformada de Laplace de uma fungdo (ou sinal) anal6gico (continuo) tem
um polo em “s;”, a correspondente fungao (ou sinal) amostrado passard a ter polos
em “s; + jrwy”, com v = 1...00. Este aspecto é andlogo ao fato do sinal amostrado
apresentar espectro de Fourier composto de uma série de harmoénicos em relagao ao
sinal continuo. Também na abordagem da Transformada de Laplace, a frequéncia de
amostragem deve ser escolhida de forma que a representacao discreta contenha apenas
os polos originais e que os polos harmonicos sejam excluidos.
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3.4 Modelagem do Holder (Sampler-Holder)

Na prética o valor de z(t) amostrado no instante ¢ = k7 permanece inalterado até que
se realize nova amostragem no instante t = (k—+1)7p, ou seja, no ambiente digital o sinal
amostrado z,(t) tem a forma de uma sequéncia de pulsos de largura Tj e uma amplitude
igual ao valor de z() no instante ¢ = k7. Na figura 3.5 é indicado o comportamento
de um sinal amostrado com retencgao igual a Tj.

Na realidade o bloco Holder é parte integrante dos médulos A/D ou D/A para que
se processe a conversao do sinal. Entretanto o intervalo de retengao é aqui estendido
por todo o periodo Ty , pois isto é o que ocorre no ambiente digital. Desde que o
bloco Holder como indicado passa a ser parte integrante do processo discreto, ha que se
obter uma representagao matematica para o mesmo, a fim de se obter uma modelagem
completa do processo discreto.

Matematicamente o sinal m(t) da figura 3.5 pode ser representado por uma funcao
do tipo sequéncia de pulsos de largura Ty e obtido pela subtracao de duas fungoes tipo
degrau unitario defasadas Ty entre si, tal que:

m(t) =Y x(kTh)[u(t — kTp) — u(t = (k + 1)Tp)] (3.19)
k=0

Aplicando-se a transformada de Laplace e com auxilio da Eq. (3.16), chega-se a,

S —kTos 1- e_T()s
M(s) > a(kTy) e —
k=0

= X(T(s) 16_T] (3.20)

S

Através da Eq. (3.20), define-se a Fungao Transferéncia do bloco Holder como sendo:

M(s) 1—eTos
Xr(s) s

Gro(s) = (3.21)

Substituindo-se s = jw na Eq. (3.21), e obtendo-se uma expansao em série de Taylor
na variavel jw , chega-se a:

1 _
60) = L [1- ]
1 1
- = |- , : _ 3.22
o GoTo)  GaTo? _ GaTo)? (3.22)
1+ 1 + 21 + 3l =+ ...

Considerando-se que a frequéncia de amostragem seja suficientemente elevada e tal
que Ty seja pequeno, a série de Taylor pode ser truncada no primeiro termo e a Eq.
(3.22) pode ser aproximada por:
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T T 1
lim G(jw) ~ 0 0

= pr— 3.23
To—0 1 +ijQ 1+ STO s + 1/T0 ( )

A expressao (3.23) é uma representagao tipica de um filtro passa-baixa, na medida
em que T assume pequenos valores.

Portanto, o processo de amostragem associado com o bloco Holder de ordem zero, ird
atuar como um filtro e rejeitard as componentes harmonicas de alta frequéncia geradas
no processo de amostragem. Desta forma a filtragem desejada no sinal amostrado é
realizada automaticamente pelo bloco Holder ou pelo processo de retengao.
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A transformada-Z é uma ferramenta matemética de grande importancia no trata-
mento e analise de sinais ou processos discretos. Ela serd usada de forma muito seme-
lhante a transformada de Laplace aplicada a processos continuos. Como visto pela Eq.
(3.16), a transformada de Laplace aplicada em uma funcao discreta resulta como sendo
uma séria infinita e ndo mais como uma relagao polinomial. O uso da Transformada-Z
fard uso de alguma propriedade destas séries, tais que estas possam “convergir” para
uma relagao algébrica conhecida e desta forma obtém-se novamente a representacao dos
sistemas discretos por uma relagao polinomial na variavel “z”.

4.1 Definicao da Transformada-Z

A transformada-Z é uma aplicagdo matematica que faz corresponder a cada sequéncia
de ntimeros, uma funcao da varidvel complexa “z”, a qual é definida como a seguir.
Admitindo-se a representacao de um sinal (ou funcao) dada por (3.15) e, seja a respectiva

Transformada de Laplace dada por (3.16), a transformada-Z é obtida fazendo-se:

z=elos = lo(riw) — Tor [cos(w Tp) + jsen(w Tp)] (4.1)
ou,
s = Tioln(z) (4.2)

Desta forma, usando a Eq. (4.1), a representagao do sinal discreto na varidvel “z”
sera:

X(z) = Z{z()} = Z{a(kTo)} =D _ x(kTp)z" =
k=0

[2(0) + 2(To)z~ " + 2(2Tp)z > + 2(3Tp)z * + ... | (4.3)

34
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X (z) serd entdo uma sequéncia infinita de poténcias da varidvel “z”.

Em muitos casos é possivel se obter uma fungao explicita em “z” que representa tal
série, utilizando-se propriedades de séries de poténcias, ou progressoes aritméticas ou
geométricas.

A funcao assim obtida é chamada de fungao em “z”.

Exemplo 5

Seja a fungao degrau unitério,

() = u(t) = 1(2)

na forma discreta usando a funcgao discreta, tem-se:

zr(t) = z(kTo) = 1(kTo)
Aplicando-se a defini¢ao dada por (4.3):

X(z) = =) a(kTp)z™* =

k=0
= [1+127'+1272+127% 4+ ]

A funcao X (z) em (4.6), representa uma série geométrica do tipo:

fry=1+ar+ar’ +ar® +ar + ...

e para tal série, sabe-se que,

No caso acima diz-se que a série f(r) converge para a funcao dada por a/(1—r).
No exemplo da funcao degrau, fazendo-se :

tem-se:

I (4.4)

X(Z)zl—z*1 z—1

J

A expressao (4.4) é entao a transformada-Z da fungao degrau unitdrio. Deste exem-
plo, observa-se que é possivel relacionar a seguinte sequéncia de transformagoes entre a
funcao temporal continua e sua respectiva transformada-Z.

£y X(s) = é 2, X(2) =

z
z—1

Neste exemplo ainda, observa-se que enquanto X (s) tem apenas um polo na origem
do plano-S, X (z) tem um polo em z = 1 e um zero na origem do plano-Z.
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Por meio da sequéncia das transformagoes indicadas serd possivel elaborar uma
Tabela contendo as fungoes temporais usuais de Sistemas de Controle e suas respectivas
transformadas de Laplace e Transformada-Z.

Exemplo 6

Seja agora a funcao continua dada por:
o(t) =e ™ aeRt
Usando a descrigao por funcao discreta, chega-se a:

zr(t) = x(kTp) = e~ ?*To aeRt

Pela defini¢ao da transformada-Z, X (z) serd:

X(z) = :Zx(kTg)z_kz

-0
= [1 + (eaTU z)_l + (eaToz) -2 + (e"TOz) -2 + ]

Como no caso anterior, pode-se obter para a série acima a seguinte expressao:

1 z z 1
X = = = = 4.5
(2) 1— (eaToz)’l z—edTo  z—q 1—a;z7! (45)

aTp

com a; =€ . A Eq. (4.5) tem portanto um zero na origem e um polo em z = a; do

plano-Z.

A expressao (4.5) representa entdo a transformada-Z da fungdo exponencial. Da
mesma forma que no caso da funcao degrau, a transformada de Laplace da fungao
exponencial apresenta apenas um polo no plano-S, enquanto que sua transformada-Z
apresenta um polo e um zero no plano-Z. De forma geral, pode-se formular que ha
uma correspondéncia entre o nimero de polos no plano-S e no plano-Z, porém nao ha
correspondéncia entre o nimero de zeros. Este fato pode ser relacionado da seguinte
forma:

Zl(s) ZZ(Z) —s;Tp (46)

- _ zj=e

H?:l(s - 5]‘) H?:l(z - Zj)
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Exercicio 04

Obter a transformada-Z para os seguintes casos:
(a) - 2(t) = d'

(b) - x(t) = sen(w1t)

(c) - a(t) =t

J
Exercicio 05

Obter a transformada-Z para a sequéncia abaixo:
z(kTp) =1, 2, 3, 0, 0, 0, ...

4.2 Propriedades da transformada-Z

P1 - Linearidade
Z{a z1(k) + 8 xg(k)} =a z{x1<k)} +5 z{@(k)} (4.7)

P2 - Deslocamento para direita - Operador Avango

Z{x(k - d)} - z_dZ{:E(k)} —2 X)) d>0 (4.8)

P3 - Deslocamento para esquerda - Operador atraso

d—1
Z{x(k + d)} 3¢ [X(z) - Z x(q)z_q:| d>0 (4.9)
q=0
P4 - Amortecimento
z{x(k)e—a’fTo} = X (zeT0) (4.10)
P5 - Valor Inicial
X(0) = lim X (2) (4.11)
P6 - Valor Final
lim (k) = lim ~— L X (2) = lim (2 — 1) X (2) (4.12)
k—o0 z—1 z—=1

A propriedade do valor final somente é vélida se x(o0) existe. De outra forma, s6
existe valor final para processo estaveis.

Exercicio 06

Demonstrar as propriedades P1 a P6.
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4.3 A Transformada-Z Inversa

A transformada-Z Inversa serd sempre necessaria quando se deseja analisar ou conhecer
o comportamento de uma determinada fungao ou sinal no dominio do tempo - em geral
no dominio do tempo discreto. Enquanto que a correspondéncia entre a transformada
de Laplace F(s) e sua correspondente funcao temporal f(¢) é tnica, o mesmo nao
acontece com a transformada-Z. Se a transformada-Z de uma funcéo f(t) é F(z) , ndo
necessariamente a transformada-Z Inversa de F(z) serd a mesma f(t), pois o perfodo
de amostragem Ty exerce grande influéncia nessa operagao. Dois métodos mais usuais
serao abordados a seguir.

4.3.1 Meétodo da fatoracao

Neste procedimento as regras sao basicamente as mesmas usadas na obtencao da trans-
formada de Laplace Inversa. Este método consiste em se fatorar a fungao F(z) em
termos simples, para os quais a transformada-Z Inversa possa ser obtida por tabelas.
Normalmente procura-se obter uma expansao de F(z) em termos tais como:

X(z) = (Zfizl) e ?”21)2 + (ZC:ZG) Al fZHaO) + (4.13)
para a qual, por consulta em tabelas especificas, obtém-se:
x(t)=A+ BTLO +C e ™ 4 De ™t sen(wit) + ... (4.14)
ou com t = kTj:
(k) = A4 Bk + C e~ 10 4 De=*T0 gen (w1 kTy) + ... (4.15)

Através deste método obtém-se a transformada-Z Inversa em forma de equagao dis-
creta, tal como indicado na Eq. (4.15). Como no caso de Laplace, se existem polos
miultiplos, deve-se aplicar uma regra especial. Se Z; é um polo miltiplo com multipli-
cidade de ordem “n”, fatora-se em (2 — 2;)"(z — ;)" 1 ... (2 — 2;)%(2 — 2).

4.3.2 Método da Divisao Continua

Por este método, obtém-se diretamente os valores da sequéncia x(kTp) a partir de
X(2z). O procedimento consiste em se efetuar uma divisdo continua do numerador
pelo denominador de X(z) e de forma “infinita”. O resultado desta divisao serd um
polindmio em “z”, o qual pode entdo ser associado com a sequéncia de x(kTp) usando-se
a propriedade do Operador Avango e/ou Atraso.

Portanto se X (z) é tal que:

X(2) = B(z)  boz" + b1z 4 b2 2 4 . 4 bpy_02® +by_12+ by (4.16)
CA(R) apm a1zl a2+ . dan 222+ an_12+ay '

efetua-se uma divisdo da seguinte forma:



4.3. A TRANSFORMADA-Z INVERSA 39

apz" +a12" VL an_12+ay
cot+crz7l+ez2 43273+ ...

boz" +b12" V4 .. +by_1z+0b, (4.17)

O resultado desta divisao, ou seja o quociente, pode ser interpretado segundo a
expressao da Eq. (4.3) tal como:

X(z) = Zw(k)z‘k = [z(0) +2(1)z7 " + 2(2)z 2+ 2(3)z > + ... ] (4.18)
k=0

e por comparagao de coeficientes obtém-se:

z(0) = ¢o
z(1)=c

a(kTp) ={ *(2)=e2 (4.19)
z(k) = cx

Exercicio 07

Obter a transforma-Z Inversa para os seguintes casos, sendo Ty = 1:

1,622 - 0,8
@) X)) = 55629206
(0) X(2) = {157
© X() = s=ie=g
(@) X() = 2zt e

(z—1)2(2 —0,6)

Nos casos (a) e (b) usar o método da Fatoragao e indicar a expressao da fungao
discreta associada.

Nos casos (c) e (d) usar o método da Divisdo Continua até o quinto termo.
Em todos os casos (quando aplicdvel) :

i) - Avaliar o valor final z(k)|, ,
ii) - Avaliar o valor inicial z(k

)|kao

iii) - Obter a sequéncia de valores de x(k) para k =q /*°
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4.4 Tabeladas de transformadas-Z

Como ja indicado acima, uma forma muito usual de se operar com a transformada-Z,
consiste em consultas em tabelas que relacionam a representacao de diversas fungoes
bésicas no dominio do tempo, em Laplace e no dominio da transformada-Z.

Uma tal tabela é indicada na Tabela 4.1 no final do capitulo. Caso uma determinada
fungao F(z) ndo esteja na forma de uma das indicadas nesta tabela, hd que se obter
uma forma anéloga de F'(z) por fatoragdo em termos representados na tabela, ou usar
procedimentos numéricos para esta tarefa.

4.5 Somatorio de Convolucao e Funcao Transferéncia
Discreta.

Seja um processo discreto (digital) com amostragem na entrada e saida tal como indi-
cado na figura 4.1.

u(t) u(k) G(s) (1) (k)
e >
— g "

Figura 4.1: Processo com amostragem na entrada e saida.

Para a representagao indicada na figura 4.1, define-se u(t) como sendo a “Acéo de
Controle” e y(t) como sendo a “Saida Controlada”. O processo continuo da figura 4.1,
pode ser representado por sua Funcao Transferéncia G(s) ou por sua Fungao Impulsiva
g(t), a qual é a resposta de G(s) a uma entrada do tipo impulso 4(¢).

O sinal amostrado u(kTy) = u(t)| i—7, ¢ dado pela seguinte representagao:

u(kTy) = > u(kTy) 6(t — kTp) (4.20)
k=0
No caso continuo a resposta y(t) do processo continuo G(s) pode ser avaliada com
auxilio da Integral de Convolugao entre fungao impulsiva g(t) e da funcao de excitagio de
entrada em questao. No caso discreto a integral serd entao substituida pelo “Somatdrio
de Convolugao”, tal como:

[ee]
y(kTo) =Y u(kTy) g(t — kTo) (4.21)
k=0
Considerando-se a safda amostrada y(nTp) nos instantes de amostragem t = nTy,
obtém-se:

y(kTo) = > u(kTy) g((n — k)Tp)
k=0
= Z u((n —v)Ty) g(wTh) com: v=(n—k) (4.22)

v=0
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Tomando-se a transformada de Laplace para y(¢) a partir da definigdo dada em
(3.16) e com auxilio da Eq. (4.20), chega-se a:

Yr(s) = 3 liu(kTo ((n— k)Tp)| e "Tos
=0 Lk=0
= ig(qTo “‘TOS] i u(kTp) "“T‘)S] (4.23)
q:O k=0
Y(z) = Gr(s).Ur(s) =G(2).U(2)

Portanto, analogamente aos processos continuos, define-se a Funcao Transferéncia
Impulsiva Discreta como:

Gr(s) = Zg(qTo) e~ aTos (4.24)

Portanto, com base na defini¢ao da transformada—Z, a Funcao de Transferéncia Dis-
creta também é descrita pela razao da transformada-Z da saida pela transformada-Z da
entrada, tal como:

G(z) = Z 9(qTo) e 17 = Z{g(q)} (4.25)

q=0

Seja um filtro de primeira ordem continuo com Funcao Transferéncia dada por:

(This+1)  (s+a a; =1/T)

A correspondente funcao impulsiva serd:

g(t) = K et

g(kTp) = K e+
Usando a Eq. (4.25) e o Exemplo 6, chega-se a:

= K'z
— —a1qT =@ — —
G(Z) - K Z ( e ) - 2 —e—aTo -
q=0
_ K _ b { bo = K’
 1—(emTo) 271 1—qqz! a; = e uTo

Se K =1, T1 = 7,5seg e T = 4seg :
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0,1333

G(z):1—0,5866z'1

Neste exemplo, procedeu-se as seguintes transformacoes:

G(s)  — g(t) = g(kTo) — G(2)
ou (4.26)

G(z) = z{c—l{a(s)} }
t=kTo

4.5.1 Funcao Transferéncia Discreta para processos com Holder

Se um Holder deve ser considerado no processo de discretizacao, uma equivalente re-
presentacao deste Holder na variavel “z”, deve entao ser incluida e sua representacao é
resumida na figura 4.2.

u(t) u(k) (1) y(k)
D -

Figura 4.2: Processo amostrado com Holder-Zero.
Para o processo representado na Fig. 4.2, considera-se entao:

z%Gp@y:z{HdgGP@@» (4.27)

ou, com auxilio da Eq. (3.21),

HOG;D(Z) — Z{l_eTOS G(S)} — Z{G(S)} _Z{CYY(S) eTos}
S S S \;1—’

= (124)Z{Gmg} (4.28)

_ z;l Z{GES)}

A partir da Eq. (4.29), observa-se que a inclusdo da representagdo do Holder no
processo, altera-se a configuragao de polos e zeros da Fungao Transferéncia original sem
o Holder. Na andlise de processos discretos, deve-se entao estar atento ao fato de se
incluir ou nao o Holder para se ter uma descrigao coerente do processo discreto.

A influéncia do Holder na Funcgao Transferéncia Discreta pode ser vista na Tabela 4.2
do Anexo 2 deste capitulo, que relaciona a Fungao Transferéncia de diversos processos
com e sem Holder.
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Exemplo 8

Admitindo um Holder no processo do exemplo 7, a nova Funcao Transferéncia
discreta sera:

’

2—1 K’ abela 2 — 1 1—e Do), K
HoGp(z) = . { }L})l == ( )

s(s+a1) (z—1)(z—e2To) a;
K (1—e2To)  pp?

a7 (z—e @)  1+a527!

Com os dados numéricos daquele exemplo, tem-se entao,

0,41332~1

HoGr(2) = T—( 5366,-1

Exercicio 08 - IMPORTANTE

Obter a sequéncia y(kTp) para os exemplos 7 e 8, para k = 1/ . Colocar
os resultados em um mesmo grafico e comparar as respostas considerando uma
entrada do tipo degrau unitdrio. Avaliar a mesma situacao para pelo 4 menos
valores diferentes de Tj.

Resolver o exercicio usando o Programa Matlab, explicitando o uso correto dos
comandos ou fungoes necessarias.

\

4.5.2 Obtencao da Funcao Transferéncia Discreta a partir da
Equacao Diferenga

Se a descricao de um determinado processo é dada ou obtida em forma de Equagao
Diferenca do tipo:

ylk) +a1ylk —1) +asy(k—2)+ ... +anylk—m)=
bou(k) +bru(k —1)+bou(k —2)+ ... +bpu(k—m) (4.29)

Através das propriedades do operador avango e/ou atraso, pode-se rescrever a Eq.
(4.29) tal como:

y(2) a1z y(2) + agz2y(2) + ... +amz My(z) =
bou(z) + b1z u(2) + baz 2u(2) + ..o + bz Mu(z) (4.30)

e a Funcao Transferéncia Discreta sera:

Y(z) o+ biz 4 boz 24 ... Hbyz™

G = =
(2) U(z) l14az'4az724+ .. +apz™™

(4.31)
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u(t) u(k) [ﬁ y(® y(k)
7 > G(s) 7 B
FJ CASO -1

u(t) u(k) U (k)
/ " GI(S) 4@ / "
CASO -2
u(t) u(k) »®) y(k)
7 ol G —"— G© —h
CASO -3
u(t) e(k “(H k)
Gus) =" HG,S) -
CASO - 4

Figura 4.3: Associacao de processos por amostradores.

4.6 Associacao de Processos Discretos

Na analise de processos discretos envolvendo associagao de sub-processos através de
amostradores (Holders), deve-se observar algumas regras gerais antes de se proceder
a devida discretizacao. Este fato se relaciona com a localizagao dos amostradores en-
volvidos no processo. Considere a Fig. 4.3 a seguir, onde sao representadas algumas
configuragoes basicas de processos amostrados.

No caso 1 em que o processo representado por G (s) é amostrado na entrada e saida,
a discretizacao serd feita através da Eq. (4.25), ou seja:

Y(z)
U(z)

No caso 2, os amostradores se encontram na entrada e na saida da associagao dos
processos G1(s) e Ga(s), de tal forma que discretizacdo serd dada por:

—G(z) = Z{gT(t)} (4.32)

Y(2)
U(z)

= G(2) = Z{Gl(s) GQ(S)} (4.33)

No caso 3, os amostradores se encontram entre os sub-processos G1(s) e Ga(s) e a
discretizacao sera dada por:

Y(2)
U(z)

O caso 4 representa um processo de controle realimentado, com amostradores na
entrada e saida e também entre o controlador G¢(s) e processo Gp(s). Para o processo

= G(2) = Gy(2) Ga(2) (4.34)
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G p(s) é previsto aqui um Holder de Ordem Zero, para o qual deve ser aplicado as regras
previstas no item 4.5.1. A discretizagao neste caso fornecera a Funcao Transferéncia
global de malha fechada e serd dada por:

Y(:) _ Gel() HoGr(2)

Exercicio 09

K Ky
G =
T]S+1 © 2(8) T28+1

Go(z) = (4.35)

obter:

Dado os processos G1(s) =
(a) - Z{Gl(s).Gg(s)}
(b) - Z{Gl(s)}.Z{Gg(s)}

4.7 Correspondéncia entre o Plano-S e o Plano-Z e
Localizacao de Polos

O plano-S no caso dos processos continuos fornece diversas informagoes relativas a
localizagao dos polos e zeros do processo e com a qual pode se prever a estabilidade
do processo e o comportamento do processo a alguns tipos de entrada padrao. Além
disso, podem ser implementados diversos procedimentos de sintese dos controladores
com base no plano-S. No caso discreto, introduz-se o plano-Z, o qual poderd também
fornecer informacoes semelhantes, quanto a estabilidade e sintese de controladores. Seja
um processo linear continuo no tempo com Fungao Transferéncia:

Y(s) B(s) _ Pot+Biz '+ Pz 4 o + Bz ™
U(s)  afs) 14+aiz7'+agz2+ ... +azzm
(s —s01)(s — 502)(s — 503)( ... )(S — Som) Bfm

(s —s1)(s—s2(s—83)( ... )(s—8,) (4.36)

G(s)

A correspondente G(z) pode entdo ser expressa por:

Y(z)  B(z)  Bo+piz 4+ Paz 4 . + Bz ™
U(z) A(z) l1+oazl4+amz24+ ... +ayz™
(z = 201) (2 — 202) (2 — 203)( ... )(z2— Zom) ﬁﬂ

(z—2z1)(z—22(z — 23)( . J(2—2n) (4.37)

G(z) (n>m)

Como no caso continuo as raizes de A(z) = 0 sdo os polos de G(z) e as raizes de
B(z) = 0 sao os zeros de G(z). Considerando-se:

o mapeamento dos polos e zeros do plano-S no plano-Z serd obtido por:
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Plano - S Im

Figura 4.4: Relagoes entre os Planos-S e -Z.

z; = €705 = To(Tidiw) — ToTi | cog(wTy) + j sin(wiTO)] (4.39)
e cujo médulo e fase serdo:

|Z1| =l (§ ¢ =Lz = £ Tow; (4.40)

Com base na transformacao dada em (4.39), este mapeamento de “s” em “z” serd
tal como indicado na Fig. 4.4.

A descrigao do mapeamento de “s” em “z” pode ser resumida como indicado a seguir:

“Plano-s” “Plano-z”

(a) - Eixo Imagindrio Positivo:  ........ Resulta no Semicirculo superior de raio 1
Ti=0 0 S]wl S jﬂ'/TO

(b) - Eixo Imaginario negativo: ........ Resulta no Semicirculo inferior de raio 1
Ti=0 —jTl'/T()S jw,- S 0

(¢c) - Eixo real negativo: ... Resulta no trecho do eixoreal : 0 < z; <1
w;i=0 —o0<T7<0 do plano-Z

4.8 Casos especiais do mapeamento de “ s ” em “z”

Alguns casos especiais relacionados a fatores de amortecimento constante, frequéncia
angular constante e parte real constante do plano-S sao indicados na figura 4.5 no final
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“Plano-s” “Plano-z"

(d) - Eixo real positivo: ... Resulta no trecho do eixo real : 1 < z; < oo
w; =0 0<7 <0 do plano-Z

e)- Estabilidade: Semiplano-Esquerdo —........ Estabilidade: Interior do circulo unitario
f)- Polos tais que: jw > jw/To ... Sao mapeados em um plano-Z sobreposto
(néo satisfazem o teorema da ao plano definido nos itens a-d
amostragem)

deste capitulo.

Algumas fungoes especificas representadas pela localizagao de polos e suas respec-
tivas respostas temporais a entrada degrau sao apresentadas na figura 4.6 relativas as
formulagoes continuas e discretas, sendo que a descrigao de cada fungao da figura 4.6 é
indicada na tabela 4.3.
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a(t) X(s) X(z) H
T z
1(t - -
0%
t T " Toz 02
52 (z—1)2 -
2 T2(Z + 1)
/2 4 20\ T 2 03
53 (z—=1)3 o
6 T3(2’2 + 4z + 1)
p G T5(* +42+1) 04
; T (01)
T z
— —z 05
‘ (s+a) z —e~eTo -
1 Toze 1o
. 06
© (s +a)? (z —e7oT0)? -
o : I CE ) (o)
: Grap e P
a (1—e )2
1 _ ,—at 08
€ s(s+a) (z=1)(z —e2To ( )
at —1+4e a? (aTo —1+e )22 + (1 — alpe” "™ — e~ T0) (09)
s2(s +a) (z = 1)2(z — e~*T0)
e—at _ o—bt (b—a) z(e” 0 — e7PT0) (10)
(8 T a)(s + b) (Z . efaTU)(z — ebeO)
a2 z z aToe 702
T B B 11
( +(I )P s(8+a)2 5 1 (Zie—aTU) (Zfe_(LT())Q ( )
: oy zsin(w1 7o)
, To 12
Sln((.U1 ) 21 w% 22 _ 9, cos(wlTQ) +1 ( )
5 2(z — cos(w1Tp))
™ s 13
cos(wit) 2§ o2 22 — 2z cos(wiTp) + 1 )
—aTy o3
—at o3 w1 =€ ’ Sln(wlTO)
t 12
e~ sin(wt) (s+a)?+wi| 22— 2zeTo cos(w Tp) + e~ 20To =
— T
e~ % cos(wit) (s+a) 2z — cos{wily)) (13)

(s+a)®+wi

22 — 2ze=9To cos(wyTp) + e—2aTo

Tabela 4.1: Transformadas de Laplace e Transformadas-Z
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Im el
1 j?rTﬂ .-"... .‘-"‘-‘-

w1y J

 Im
/Ty

&=0,7
Re

J7'T,

Im

ST,

Figura 4.5: Caso (a) : Parte Real Constante; Caso (b) : Fator de Amortecimento
Constante; Caso (c) : Parte Imaginaria Constante.
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5
Plano 8 Plano Z
4
S 10
: g
2.
22l « [8] «[1]
a
Ul x [8] <[i]
-2..
-3
i <[
-4 *
L «[19] x
-5 n i i n
-4 3 -2 -1 1 1 05 05 1 15 25 i}
1
19 03l e
Caso 1 Caso2 Cosn 3
o 0
0
2 4 [ [ [ [} 1 F 5 1 4 5
g m— L
o1 . ]
Cazo 4 Caso § Cazo 6
o o L
] 1 3 4 5 [ ] ] 4 5 [ 2 & 3
bie] o E=c] 008
Caso7 \ .06 /T‘ L
Caso § Caso 9
i 2 1 4 3 1 + 5
‘,_‘_—’AA i o
o -:] 02 02|
0.1 — 0.1 — —
Caso 10
Caso 12
(] 0 0
1 3 4 [] [ ! 4 5 1 4 5

Figura 4.6: Casos especiais de mapeamento de polos e respectivas resposta ao degrau.
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z—1 | G(s)
= H —
G(s) G(2) £{G(s)} 0G(z) = = .c{ : }
T z To
s z—1 z—1
i T()Z TOZ(Z + 1)
52 (z—1)2 2(z —1)2
1 Tez(z+1) T3z + 42+ 1)
53 (z—1)3 6(z—1)3
1 z (1 — e=aTo)
s+a (z — e~9T0) a(z — e=To)
1 Ty z e~ 910 (Az + B)
(s+a)? (z — eaTo) a?(z — e—aTo)
A= (1—-e*T(1+aTy))
B =e 2T (e’“TU -1+ aTo)
1 1 (e=To — e—bTp) 2 1 (Az + B)
(s+a)(s+b) | b—a(z—e9T0)(z — e tT0) ab(a —b) (z — e=2T0)(z — ¢—bTo)
A=a—b—ae tTo 4 pe~aTo
B = (a—b)e (@+V)To _ ge—aTo 4 pe—bTo

Tabela 4.2: Transformada-Z com Holder de ordem Zero ZOH
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| Casos | G(s) G(z) | To |

1 1

1 - — 1
S z—1

1 0,6321

2 — 1
s+1 (z—0,3679

; T 0, 3167 .
5+3 (z — 0,0498)

. I (0, 24587 + 0, 1231) :
GG+l (s+1—4) | (0,24582+0,1231)

- 1 (0,1347z + 0,0517) :
(s+1+3i)(s+1—-3i)| 22+0,7284z +0,1353

6 1 (0,0847z + 0,0101) 1
(s+3+0)(s+3—1) | 22+0,0538z + 0,0025

1 1,7183

7 — —— 1
(s—1) (z —2,7183)

3 (0,9093z + 1, 8165) 1
(s—1+d)(s—1—1) (22 —2,9374 + 7,3891)

9 1 (0, 0856z + 0,0390) m
(s+1+4i)(s+1—4)| (20,9119 + 0,2079) 4

o 1 (0,0438z + 0,0042) 7
(513 +4i)(s +3—4i)| (22 10,1896z + 0,0090) 1

I 1) (0,2211z + 0, 2211) .
(s+3i)(s — 3i) (22 + 1,9800z + 1,0000)

N (0,0194z + 0,0194)

12 p———— 0,2

(s +3i)(s — 30) 271,6507z + 1

Tabela 4.3: Funcoes G(s) e G(z) correspondente a figura 4.6



Como nos casos dos processos continuos no tempo, é de grande interesse a informacao
sobre a estabilidade de um determinado processo digital. No caso continuo estabelece-
se que um processo é estavel se os pélos da fungao transferéncia apresentam parte real
negativa. Dessa forma, formularam-se diversos procedimentos para a verificagao desta
condigao, tais como andlise do lugar das raizes, método de Routh-Hurwitz, andlise
frequencial, etc. Da mesma forma serao analisados procedimentos para se verificar a
estabilidade discreta.

Com base no mapeamento do “plano-s” no “plano-Z” de acordo com a Eq. (4.39)
e com a Fig. 4.3, define-se que um processo discreto linear e invariante no tempo, com
equagao caracteristica,

A(z) = (z—21)(z — 22)( ... )(z — ) =0 (5.1)

serd assintoticamente estavel, se os polos do sistema (raizes de A(z) = 0) se encontrarem
no interior do circulo unitério, ou seja:

lzi] < 1, i= /™ (5.2)

Polos simples sobre a circunferéncia de raio “1”, determina um sistema oscilante ou
estdvel nao assint6tico. Polos miiltiplos sobre a circunferéncia, no entanto, determinam
sistemas instaveis.

5.1 Métodos de analise da estabilidade discreta

. . . . . - aca
A finalidade dos métodos em estudo a seguir, serd obter informacodes sobre a localizacao
dos polos discretos com relagao ao “plano-Z”. Os métodos serao apresentados de forma

R . . i AP )
bastante simplificada, pois na atualidade existe uma infinidade de programas de com
putadores ou até mesmo calculadoras cientificas que resolvem ou obtém as raizes de

53
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polinémios. Dessa forma basta verificar a localizacao relativa destas raizes no “plano-
77 e estabelecer as condigoes de estabilidade. Por outro lado, os métodos que serao
vistos 86 fornecem informagoes sobre a existéncia ou nao de polos instaveis.

5.1.1 Meétodo da Transformacgao Bilinear

O método da transformagao bilinear consiste basicamente em se obter um re-mapeamento
do “plano-Z” em um outro “plano-W”, similar ao “plano-S”. Para se obter este novo
mapeamento, usa-se entao uma transformacao bilinear do tipo:

z—1
= 5.3
w P (5.3a)
ou
1+w
= 5.3
Tl ow (5-3a)

Pelo mapeamento de planos dado pela Eq. (5.3), o interior do circulo unitdrio
do “plano-Z” serd mapeado como sendo o semi-plano esquerdo do “plano-W”. Dessa
forma pode-se aplicar o conhecido método de Routh-Hurwitz e estabelecer as condi¢oes
de estabilidade.

Portanto se a Equagao Caracteristica de um determinado processo é dada por,

AZ)=2"4a; 2" Hag 2" 4 o F 12+ am (5.4)

substituindo-se a Eq. (5.3) em (5.4), chega-se a uma nova representagao da equagao
caracteristica, tal que:

Aw)=(14+w)™ +ar(1+w)" 1 —w) + ... +a, (1—w)™ (5.5)

e usa-se entdao o método de Routh-Hurwitz em A(w) = 0.

Exemplo 9

Seja um dado sistema com equacio caracteristica dada por A(z) = 22 +a12+as.
Com o uso da (5.3), tem-se

Aw) = (755) +o(Ty) o
Aw) = (14+w)?+a 1+w)(1—w)+ax(l—w)?=

= (1—a;+a)w?+2(1 —ax)w+ (1+ a1 +ap)

Aplicando-se o Critério de Routh-Hurwitz, chega-se a:
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Etapas Coeficientes
Etapa 1 | (1 — a1 + a9) (1+ a1+ a9)
Etapa 2 | 2(1 — a2) 0

Etapa 3 | (14 a1 + a2) -

Portanto, para que tal processo seja estavel, devem valer as seguintes condigoes:

(1—}—(11-1—(12) > 0
(1—a1+a2) > 0
(1—@2) > 0

J

Exercicio 10

Considere o sistema de controle realimentado da figura a seguir.
u(t) e(k () y(k)
G (s) HyG, (S)

—|—b22
1—|—a1z I 4 agz—2

H)GP( z) =

Go(z) = qo

Avalie a faixa de valores de gy que garantem a estabilidade do sistema em malha
fechada.

5.1.2 Meétodo 2 - Critério de Schur-Cohn-Jury

Este método é andlogo ao método de Routh-Hurwitz, pois analisa-se diretamente o
polindmio caracteristico A(z), e estabelece condi¢oes para que rafzes deste polindémio
tenham modulo menor que a unidade.

Se o polindmio caracteristico de um dado processo é tal que:

A(2) = amz™ F 12" F O 02™ % 4. Fa1z+ag=0 (5.6)

sendo a, > 0 e “m” a ordem deste processo. Com base na Eq. (5.6), monta-se o

seguinte esquema:
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Etapas Coeficientes
1 ag al as vee Ak -1 G
2 Ay, Am—1 Am—2 ... Qk ay ag
3 bo b1 b S bim—1
4 bm—l bm—2 bm—3 bk bO
5 Co c1 Co veo Con—k Crn—2 (5.7)
6 Cm—2 Cm—3 Cm—4 . Ck Co ’
(2m —5) | Iy l ly ls
(2m — 4) lg l2 ll lo

(2m —3) | mg my

ma

Os elementos das linhas pares sdo os mesmo das linhas impares em ordem inversa.

Os elementos das linhas fmpares subsequentes sao obtidos por:

b, = det
¢, = det
d, = det

my =
mo =

[£0] Ay—k
Am—k ao
bO bmfkfl
bm—k—1 bo
Co Cm—k—2
Cm—k—2 Co
lop 1
det| 0 3
3 o
lo 1
det| 0 1
1 lO

(5.8a)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)

Depois de processado o esquema acima até a linha (2m — 3), procede-se a seguinte

andlise dos coeficientes obtidos.

Segundo o critério de Shur-Cohn-Jury, para que as raizes de um polindémio A(z) =0
tenham modulo menor ou igual & unidade, devem valer as seguintes condigoes:

A(l) > 0
(—D)™A(-1) > 0

|a0| < G

lbo| > [bm—1]

lcol > |em—2l

|do| > [dm—3]
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|mo| > |ma] (5.13g)

De acordo com a Eq. (5.13), para um sistema de ordem “m”, deve-se checar “(m+1)”
condigoes. Dessa forma,
- para (m = 2) (Sistemas de 2* ordem)

A(l) > 0
A(Z1) > 0 (5.14)
|a0| < as

- para (m = 2) (Sistemas de 3* ordem)

A(l) > 0
—A(-1) > 0
|G,0| < as
lbo| > |bo]

Exemplo 10

Dado um processo com polindomio caracteristico:

(5.15)

A(z) =22+ a2’ +a12+ap =0
a analise da estabilidade, com base no critério de Shur-Cohn-Jury sera:
Etapas ‘ Coeficientes

1 ap a1 a2 ag
2 az a2 a1 Qo

3 bo b1 b

e através das condigoes (5.15) tem-se:

A(l)=14as+a;+ap > 0
—A(-l)=—-14a2s—a1+ap > 0

|CLO| <1

ol > [b2] = [(ag —1)| > [(aoas — a2)]

J

A aplicagdo dos métodos enunciados acima sé serao de interesse quando se deseja
uma analise da estabilidade em funcao de algum parametro desconhecido no processo
ou no controlador. Caso o polinémio caracteristico seja completamente numérico, é
usual o uso de programas de calculo de raizes, e entao investigar nao sé a localizagao
das raizes no “plano-Z” mas também sua condicao de estabilidade.

Com auxilio do Matlab é possivel a inspecao e avaliacao da estabilidade por diversas
maneiras com os comandos: roots, pzmap, pzmap, rlocus entre outros e que serao alvo
de exercicios em aula.



A representagao de processo no espaco de estados pode trazer vantagens na solugao e
operagao computacional, ja que esta representagao envolve uma descrigao matricial. Na
notagao por espago de estados, a representacao do processo para diversos valores de Tg
acarretard alteragoes nas matrizes da descrigdo matemaética e serd ainda mais vantajosa
na representacao de sistemas MIMO com multiplas entradas e saidas. Serd também
visto no capitulo 8.4 que esta notacao proporciona a especificagdo de controladores de
forma simples e muito eficaz.

Na figura 6.1 é indicada a correspondéncia entre as representagoes de processo SISO
com uma entrada e uma saida, por Fungao Transferéncia (FT) e por Varidveis de Estado
(VE). No espaco de estados, é admitido que todo processo de amostragem é acompa-
nhado de um processo de retencao (“Holder”de ordem Zero).

6.1 Obtencao das Equacoes de Estado Discreta
Inicialmente serao considerados processos SISO, a partir do qual podem se obter o caso

geral de processos MIMO. Considerando-se um processo SISO continuo no tempo e de
ordem m, sua representacao em Variaveis de Estado sera:

i(t) = A z(t) + B u(t)
(6.1)
y(t) = C z(t) + D u(t)

A solugéo da Eq. (6.1) pode ser encontrada com o uso da Transformada de Laplace,
ou por utilizagdo de conceitos de EDO (Equagoes Diferenciais Ordindrias) e tal que a

o8
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uk) (g -G@e)) YW
u) | &8W-G) |  y@)

Figura 6.1: Equivaléncia entre as representacoes por FT e por VE.

solucdo de (6.1) possa ser expressa por:

t
£(0) = 2t~ t0)2(0) + | @t~ 7)B ult) dr (62)
0

sendo que®(t)é denominada Matriz de Transigao de Estados e é definida como:

B(1) = £ [sT - A] '} =2t (63)
a qual por expansao em série de Taylor, também pode ser expressa por:
oAt~ Ay”

Bty =e2"=>" i (6.4)

0

Com base nas Egs. (6.3) e (6.4) observa-se que hé dois procedimentos para se chegar
a solugao das equagoes de estado dado em (6.1): considerando-se a expressao da fungao
exponencial matricial ou usando-se sua aproximacgao pela série de Fourier.

Para o caso do processo discreto com Holder, vale,

u(t) = u(kTo) KTy <t < (E+ 1)1y (6.5)
sendo o valor inicial dado por z(kTp). Dessa forma a Eq. (6.1) pode ser rescrita como,
t

ﬂﬂ=@@—ﬁmm%%)+AT@U—ﬂﬁu%%MT (6.6)

Para o instante (k + 1)7Tp , a solugao sera entao:

(k+1)To
2((k + 1)Ty) = B(Ty)z(kTy) + /kT ((k+ )Ty — 7)B u(kTy)dr  (6.7)

oucom q = (k+1)Ty — 7 e dg = —dr,
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w(k + 1) = &(Ty) (k) + (k) / " 9(q)B dg (6.8)

Definindo-se:
F=0(Ty) =2 10 (6.9a)
H= /0 ®(q)B dg (6.9b)

chega-se a representagao da equagao diferenca matricial ou Equagao de Estado Discreta:

z(k+1)=F x(k) + H u(k)
(6.10)
y(k) = C z(k) + D u(u)

Usando-se a representaciao em série como definida em (6.4), as matrizes F e H
podem ser representadas de outra forma como:

ATO v+1
I+A
(r+1)! LA

|t~

F=3(Ty) =eA T ~I+Z (6.11)

/TOZAV(J qu_Z/ Vé =LB (6.12)

com:

M 1%
L=T, ; éff“f)! (6.13)

As expressoes nas Egs. (6.11) e (6.12) determinam portanto a correspondente versao
discreta das matrizes A e B da versao continua do espago de estados respectivamente,
usando-se a representacao por aproximacao em série de Taylor.

Exemplo 11 - Solugao exata

Seja um sistema representado pela equagao diferencial abaixo:

it) + 33(t) + 2y(t) = u(t)
A correspondente representacao por variaveis de estado continuas serd:
E2(t) = —3z2(t) — 2z1(t) + u(?)

com

z1(t) = y(t)
o(t) = y(t) = @1(t)

em forma matricial obtém-se entdo:
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sendo portanto:

0 1
4= { 2 3 } 5=

A denominada solucao exata é obtida usando a solucao pelo método da Trans-
formada Inversa de Laplace, ou seja:

[I-41=]5 (@i3

a1l 1 (s+3) 1}
Ll =Al] _s3+38+2[ -2 s

e finalmente a matriz de transi¢ao ®(t) serd:

o -c{[ar-a1}=[ §1090 Lo ]

e no caso discreto, usando 6.9-a:

(e To — ¢=2T0) (e~ To — ¢=2T0) | }

E = 9(7-'0) = |: (—267T0 + 2672'1—‘0) (_efTO + 2672T0

Pelo uso da Eq. (6.9-b),

H = /OTO P®(¢q)B dg = /OT" F(q) { (1) } dg = { (1/2 (—ef;fo__zg/%oe)—zn)

A representagao deste processo por variaveis de estado discretas sera entao:

{xw+4)=Fx%y+Hu%)

y(k) = C z(k) + D u(u)

com Ty = 1 seg,, tem-se finalmente:

F= 0,6004  0,2325 } "

B { 0.1998 }
—0,4651 —0,0972 -

0,23251
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Exercicio 11

Obter as matrizes F' e H do exemplo 11, pelo método de aproximagao com ex-
pansao em série e truncamento no 3% elemento da série. Comparar os resultados
numéricos com os do exemplo 11.

Exercicio 12

Para um sistema SISO dado por (6.10), mostre que a respectiva representagio
por Fungao Transferéncia sera dada por:

:g|zle’_1ﬂ+d (6.14)

é igual a

6.2 Obtencao das Equacoes de Estado Discreta a par-
tir da Equacao Diferenca

Se um processo é representado por sua respectiva equacao diferenca, tal como,

y(k) +ary(k—1)+ ... +a,y(k—n) =bou(k) +biu(k—1)+ ... +byu(k—n) (6.15)

fazendo-se uma troca de indices k = k + n, pode-se rescrever a Eq. (6.15) como:

y(k+n)+ary(k+n—1)+ ... +any(k) = bou(k+n)+bju(k+n—1)+ ... +b,u(k) (6.16)

e a correspondente representagao por Funcao Transferéncia sera:

Y(z) b+ biz7l 4 boz7 24+ ... +byz"
U(z) 1+az7l4az2+ ... +a,z™"
Doz 4+ b12" 4+ boz" 2+ ..+ b,
2+ a1z + a2+ . 4a,

G(2)

(6.17)
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Para a representagido dada na Eq. (6.16), escolhe-se as Varidveis de Estado como
sendo:

y(k) = z1(k)

ylk+1) =xo(k) =21(k+1)
y(k+2) = z3(k) = x2(k + 1)
: (6.18)

Yk +n=1) =20 (k) = 2nt(k+1)
ylk+n)=a,(k+1)

Para a escolha feita em (6.18), observa-se o seguinte:

(a) - No instante de tempo discreto “k”, as variaveis de estado discretas representam
o valor da grandeza de safda nos instantes k, (k+1), (k+2),... (k+n — 1), ou seja
ylk+n—-1), ylk+n—-2), ... y(k+1), y(k). Dessa forma, para cada instante “k”, as
V.E. representam o valor da grandeza de saida y(k) e os (n — 1) valores futuros desta
grandeza de saida, (ou o valor da grandeza de saida y(k 4+ n — 1) e os (n — 1) valores
passados desta grandeza de saida).

(b)) - De acordo com (6.18), & medida em que o tempo decorre, por exemplo, do
instante k para (k + 1), de (k + 1) para (k + 2) , etc., o valor de y(k) recebe o valor
de y(k + 1), o de y(k + 1) recebe o valor de y(k + 2), e assim por diante, tal que
z1(k+1) = zo(k), z2(k+1) = z2(k), ..., Isso representa entéo o deslocamento de y(k)
na equacao diferenca dada por (6.16).

Para um sistema SISO, e admitindo momentaneamente para simplificar que b, = 1
eby=by=by= ... =b,_1=0,aEq. (6.16) serd:

ylk+n) = zp(k+1)=—-a1zy(k) —agzpn_1(k)— ... —
. —ap—122(k) — apxy (k) + lu(k) (6.19)

a qual pode ser escrita em forma matricial, tal como:

Co(k+1) ] T 0 1 0 e 0 1Mok T07
.’L‘3(k+ 1) 0 0 0 1 .. 0 .%'3(/€) 0
Y S I S
0
1
| zp(k+1) | | —an —Gp_1 —ap_o e —ay | | ma(k) | L 1]
(6.20)
e pela Eq. (6.18), a saida serd:
yky=[1 0 0 ... 0 ]z(k)+[0u(k) (6.21)

Definindo-se adequadamente, as matrizes constantes nas Eqs. (6.20) e (6.21), chega-
se a representacao do sistema no espago de estados,

z(k+1) = F a(k) + H u(k)
(6.22)
y(k) =C z(k) + D u(u)
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Com as condig¢oes impostas acima, e com base nas Eqs. (6.17) e (6.18), tem-se,

1

= = 6.23

y(2) 24 a1zl a2 2 4+ L+ ay u(z) = 21(2) (6.23)

Entretanto, se b, #1e by =b; =by = ... =b,—1 # 0, com base nas Eqgs. (6.17) e
(6.23) a saida seré:

y(2) = bpz1(2) + by_1221(2) + by_022x1(2) + ... +boz"x1(2) (6.24)

ou

Com a escolha da V.E. tal como em (6.18), vale entao,

Com o uso da Eq. (6.19), segue finalmente que saida pode ser expressa por:

y(k) = (bn - boan)wl(k) + (bn,l y boan,l)@(k) n (bH - boan,Q)xs(k)+
. (b1 - boal)xn(k) + bou(k)

(6.27)
Em forma vetorial, a expressao (6.27) é dada por:

z1(k)
y(k) = [(bn —bgan) (b1 —boal)} c |+ bou(k) (6.28)
xn (k)

Para sistemas fisicos realizdveis tem-se que by = 0 na Eq. (6.28).

Pela escolha das V.E. como em (6.18), nota-se ainda que a matriz F do sistema
apresenta o valor “1” na sub-diagonal superior, e a linha inferior contendo os coeficientes
“a;” do processo. Os valores “1” da sub-diagonal superior indicam a interdependéncia
entre as V.E. através do deslocamento discreto do valor de um estado para outro. A
dltima linha da matriz “F” com os coeficientes “a;” determina a dependéncia da V.E.
2y (k+ 1) com as demais V.E., e portanto o acoplamento interno do sistema.

O vetor “H” determina como a grandeza de entrada u(k) influi sobre os estados, e
o vetor de saida “c” determina por sua vez, como a grandeza de saida é construida a
partir dos estados.

A disposicao dos elementos da matriz “F”, caracteriza uma forma candnica deno-
minada “Forma Canoénica Controlavel”. De acordo com a representacao do processo no
espago de estados como dada pelas Eqgs. (6.20) e (6.26), um correspondente diagrama
temporal discreto pode ser elaborado, tal como indicado na figura 6.2.

O correspondente diagrama de blocos vetorial de acordo com a Eq. (6.22) sera tal
como indicado na figura 6.3:
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S

Figura 6.2: Diagrama de blocos temporal discreto da representacao no espago de esta-
dos.

u(k)

Figura 6.3: Diagrama de blocos vetorial da representacao no espago de estados.
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6.3 Formas Canodnicas no Espaco de Estados

A forma candnica Controldvel obtida no desenvolvimento do item 6.2 é apenas uma das
formas possiveis de representagao de um processo no espago de estados.

Outras formas candnicas podem ser obtidas pela aplicagdo de uma Transformagao
linear, tal como:

(k) =T z(k) (6.29)
de forma que o sistema transformado serd representado por:

zp(k+1) = Fp ap(k) + Hp u(k)

(6.30)
Yp(k) = cp zp(k) + d u(k)
com
Fp=TFT"' (6.31a)
Hpy=TH (6.31D)
Fpr=cT (6.31c)

As principais formas canonicas sdo indicadas na tabela 6.1.

6.4 Controlabilidade e Observabilidade

Controlabilidade e Observabilidade sdo conceitos muito importantes na realizacao de
controle por realimentagao de estados, que serd visto oportunamente.

Em geral o controle por realimentacao de estados s6 sera possivel se o sistema em
questao for completamente controlavel e observavel.

6.4.1 Definicao da Controlabilidade

Um sistema serd dito controlavel se existir uma “dnica” sequéncia de acao de controle
ou excitagdo u(k), que seja capaz de levar o sistema do estado inicial 2(0) para um
estado final x(N) em um tempo finito N.

A sequéncia desejada de u(k) é obtida com base na equagdo Eq. (6.22) tal que:

,()

(0) + H u(0)
(1) + H u(1)
F? 2(0) + F Hu(0) + H u(1)

F
F

|| \a \%2

(6.32)
k
a(k)= F'az(0) +> F'~" Hu(k—1i)

i=1

{

S. Homogénea

S. Particular

Para o instante “N”, a Eq. (6.32) pode ser rescrita matricialmente como,
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0
0

O =

O =

21

o

o o

Am

o o

Am

o o

0
Z2

0

0 .. 0 bip
0 0 bap
zZ3 0 b3D
0 Zm b'rnD
0 —a, 17
0 —Um—1 0
0 —Um—2 0
0 —aj U
1 0 0 [0
0 1 0 0
0 0 0 0
—Um—1 A —2 —ap | L 1 _
1 0 c"h
0 1 0 c"Fh
0 0 0 "F’h
—Am-1 —Gm2 —a | c"F"
0 —Qm bm
0 —Am—1 bm,
0 —m—2 bm72
0 —an bl

Tabela 6.1: Formas canonicas usuais

C1D
2D
C3D

bm -2

o o

67

Diagonal

Controlabilidade

Controlavel

Observabilidade

Observavel
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X(N) = FNa(0)+ [H (F H) (F*H) .. (EY7'H)| Uy (6.33)
T
Uy = [u(q) w(N —2) u(N—3) .. u(o)} (6.34)

Se a ordem do sistema é “m”, uma solugdo Unica para a sequéncia U, é obtida se
N = m, tal que,

Qm::Q‘ﬂAXm)fEngﬂ (6.35a)

Q=F@ﬂ)®mm@Wﬂﬂ (6.35b)

A matriz de controlabilidade ¢ tal como definida acima, sera inversivel se,

det {QS} #0 ou Rank{gs} =m (6.36)

Para N < m, ndo havera solu¢do do sistema linear dado por (6.35 e se N > m
havera multipla solugoes.

6.4.2 Definicao de Observabilidade

Um sistema é dito observavel, se a partir do conhecimento de uma sequéncia de saida
y(k), y(k+1), ... ,y(k+ N —1) e de duma sequéncia de entrada u(k), u(k+1), ... u(k+
N — 1), é possivel encontrar o vetor de estado z(k) num instante qualquer.

Neste caso o ponto de partida é a equagao de saida de estado,

y(k) = c z(k) (6.37)
Com auxilio da Eq. (6.25), a Eq. (6.37) pode fornecer:

y(k) = c z(k)
y(k+1)=c F z(k) + ¢ Hu(k)
y(k+2) = ¢ F? z(k) + ¢ F Hu(k) 4+ ¢ Hu(k) (6.38)
ylhtn—1)=cF¥ o)+ [0 cH cFH.. cF"?H|Uy
Ut = [ulk+ N —1) w(k+N—2) .. u(k+1) u(k:)] (6.39)

Se a sequéncia de entrada U’y é conhecida, uma solugdo tnica para os “m” elementos
do vetor z(k) s6 serd possivel se existirem “m” equagoes em (6.38), ou seja, N = m e
tal que:

Y, =Q,z(k)+S Uy (6.40)
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Y, = [y(k) yk+1) . ulk+m—2) u(k+m—1)r (6.41a)
U = [u(k+m—1) wlk+m—2) .. u(k+1) u(k)]T (6.41b)
0o 0 0 . 0
0 0 0 .. ¢F
s—|0 0 0 .. cFH (6.410)
0 ¢cF ¢FH . cF"H
Qu=|c €B) F. (cF") (6.41d)

Portanto o estado genérico no instante k& dado por z(k) serd conhecido pela ex-
pressao:

z(k) = Q' [Xm -8 Q;] (6.42)
se a matriz de Observabilidade @ B for inversivel, e para isto deve ter ou verificar:

det {QB} #0 ou Rank{QB} =m (6.43)

Exercicio 14

Dado os processos a seguir:

b1z 1 + byz2
2= ClE) = 1+a1z71 +azz2
bz !
)= GE)=

Para cada caso, obter:
i) - as formas candnicas de controlabilidade e de observabilidade;

ii) - verificar as condigbes para os processos serem controldveis e observéveis.




