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Fractal e Caos

Arvore Fractal



Fractal x Euclidiano

Fractal and Chaos, an lllustrated couse, Paul S.Addison (1997)



\Natureza da Auto-SimiIaridade)

Log Spiral

Auto similaridade no
ponto de
convergencia

Nao auto similar
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Binary Tree



\Natureza da Auto-Similaridade

Auto similaridade
em todos os
lugares
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Sierpinski Triangle




- Determinismo e Caos

Oscilacoes sao encontradas em todas as areas das ciéncias
naturais gerando interesse e preocupagao:

2.
3.

0 0 N o LU

Engenharia mecanica: oscilagoes regulares em barras de
transmissao...

Engenharia civil: oscilagoes regulares em pontes...

Engenharia eletrica: saidas oscilatorias de circuitos nao
lineares...

ciclos regulares de reagoes quimicas

. terremotos...

ciclos de crescimento e decaimento de populagoes de animais
batimento regular ou irregular do coracgao.

movimentos oscilatorios de bolsas de valores

movimentos ciclicos de astros...



- Determinismo e Caos

X[w_, t_] := Sin[w ]
Plot[{x[1, a]}, {a, 0, 100}]
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- Determinismo e Caos

X[w_, t_] := Sin[w 1]
ParametricPlot[{x[1, a], x[2, a]}, {a, 0, 100}]
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- Determinismo e Caos

|l orenz model

d

d—fz&(y—x)

d
d—izx(ﬁ—Z)—y
dz

— =2y — V2




- Determinismo e Caos

Lorenz Attractor
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- Determinismo e Caos
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Esse sistema nunca repete 0 mesmo comportamento
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Dimensao Euclidiana x Topologica

Vs

Ponto Linha Plano Solldo
oD 1D

Dimensao Euclidiana e o numero de coordenadas

necessaria para especificar o objeto
Topologia lida com as formas que um objeto pode se

deformar sem perder as caracteristicas principais

Enquanto a dimensao topologica de um objeto nao muda
durante uma deformacao a Euclidiana pode mudar
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Dimensao Euclidiana x Topologica

>

Essas duas curvas sao
topologicamente equivalentes




Dimensao de um sistema

Imagine um cabo (1D) , um quadrado (2D) e um cubo (3D) com
dimensoes lineares X = Y = Z = L. Nesse caso as massas
serdo respectivamente M(L) = AL, oL?, e pL3.

e Y
T

0 1 2 3




Dimensao de um sistema

Imagine um cabo (1D) , um quadrado (2D) e um cubo (3D) com
dimensoes lineares X = Y = Z = L. Nesse caso as massas
serdo respectivamente M(L) = AL, oL?, e pL°.

o T \\\\Z Reduzindo L pela metade

b M(L/2) = (1/2)M(L), 1D
N M(L/2) = (1/4)M(L), 2D
) \ NN M(L/2) = (1/8)M(L), 3D

4

0 1 2

M(L) dvisses) (A
M(BL) N/ M(L/2) = (1/2)'M(L), 1D
d M(L/2) = (1/2)*M(L), 2D
(1) _ M(L/2) = (1/2)3M(L), 3D
B Generalizando,
o log(N) M(BL) = BeM(L)




Fractais regulares

Para cada interacao, n = (0, 1,2, 3), o comprimento dessa
curva aumenta por um fator igual o

n=0 n= n=>2 n=23
Regua =1 Regua = 1/3 Regua = 1/9 Regua = 1/27
M=3 M=4 M =16/3 M = 64/9
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Fractais regulares

Regua = ﬁ/\
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Comprimento
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Fractais regulares
U g J
n=0 n=1 n=>2 n=3
Regua =1 Regua = 1/3 Regua=1/9 Regua = 1/27
M=3 M=4 M =16/3 M = 64/9
8_
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Fractais irregulares

- J

Costa da Inglaterra

| — —>

L=200Km, L=100Km, L=50Km,
Costa ~ 2400Km Costa ~ 2800Km Costa ~ 3400Km




Fractais irregulares

4096 -
Costa da Inglaterra
=
g 3072 Inclinacao = -0.25
&
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2048 30 100 200
Regua

Ou seja: df = 1.25







Fractais irregulares

_ log(N)
log(1/5)
Essa expressao assume a unidade
de “volume” (hipervolume,V*) = 1,

e limitada e tende a produzir
valores errados para B grande.

_ log(NV) —log(V™)
log(1/5)
log(N) = dplog(1/5) + log(V"™)
Essa € a equagao de uma linha reta

em que o gradiente da linha, dp, é
a dimensao do box counting

dp

dB

Ou seja

s — lim d(log(N))
5—0 d(log(1/5))

log(N)

AN

limiting gradient of the
best-fit line = Dy

e

log(1/8)



~ Fractais irregulares
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Determinando a dimensao fractal de uma costa
utilizando a “structured walk techinique” (compasso)
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Fractais irregulares
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Fractais irregulares

slope=0,D,=1
log(L) /_ 1-Dpp(textural dimension)

— 1—-DD(S)(structural dimensiorn,

log(A)
i T
A B C

Figure 3.12. Main regions of the Richardson plot.

‘A] A é bem pequeno. Um fractal natural nio é auto similar abaixo dessa escala, ou a resolugio do
fractal nao e suficiente para permitir investigagao abaixo desse ponto

B] A é pequeno. Estamos medindo a estrutura fina, textura

‘C] A é grande. Estamos medindo as escalas grandes do sistema: dimensio estrutural

>> objetos com mais de uma dimensao fractal € dito Multifractal <<




kReIagﬁo, R, Perimetro Area

d P A Leitura EXTRA
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Relagao, R, Perimetro Area
Leitura EXTRA
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Essa tecnica e util para descobrir se um grupo de fractais
sao estatisticamente similar, e tem sido utilizada para
classificar varios grupos de formatos fractais



Fractais irregulares




Affine Auto Similaridade

ilaridade
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Leitura EXTRA
Affine Auto Similaridade

Uma imagem de um fractal tipo
samambaia, exibe uma auto-
similaridade afim. Cada uma das
folhas da samambaia estao
relacionados uns com os outros
por uma transformagao afim. Por
exemplo, a folha de vermelho
pode ser transformada na folha
azul por uma combinacao de
reflexao, de rotagao, de expansao
e de traducao.




Leitura EXTRA
Em geometria, uma transformagao afim

ou mapa afim, ou uma afinidade (do

latim, affinis, “‘ligado™) e uma fungao
entre espacos afins que preserva
pontos, retas e planos.Alem disso,
conjuntos de linhas paralelas
permanecem paralelas depois de uma
transformacao afim. Uma transformacao
afim nao necessariamente preservar os
angulos entre as linhas ou as distancias
entre os pontos, apesar de nao
preservar relagoes de distancias entre

pontos situados em uma linha reta.



Movimento Browniano: Regular e
Fracionario )

P(R) = me_T

Onde a Probabilidade P de
um passo de tamanho R é:

1 ' 1 [} Rb
* P(R, < R< Rp) = / ®(R)dR
R,
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Trajetoria Browniana
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Trajetoria Browniana

J
1
B(tz) — E R(t])
7=1
50 — — :
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25 - ______________________
- E ngth T,
] ; slides along time axis
-50 L L
0 256 512

Se considerarmos par de
pontos da trajetoria
separados por um tempo Is...

2
g F



Encontramos que a
media:

IAB| = B(t+Ts) — B(t)

e proporcional a raiz
quadrada da
separagao temporal:

AB| o T}/?

diffustion cloud p.d.f.
developing in time

onde o expoente |/2
e conhecido como
expoente de Hurst.

Uma nuvem de difusao

escala da mesma forma
que |ADB|

Fickian Process
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Onde K e o coeficiente de
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Leitura EX'I;_RAI
. s , ) te fina
Trajetoria Browniana FraaonaclaE

|. Movimento Browniano € uma classe especial de uma familia
maior conhecida por “Movimento Browniano Fracionado
(fBms)”’

2. fBms tem expoente de Hurst no intervalo O<H<1

3. H = %2: movimento Browniano (passeio aleatorio), i.e. um
processo aleatorio sem memoria longa

4. Valores diferentes de 2 sao indicativos de longa memoria e de
que os dados nao sao independentes.

5. Valores entre %2 e 1 indicam dependencia longa positiva: séries
com persisténcia e trend-reinforcing

6. Valores positivos menores do que % indicam dependeéencia
longa negativa: tendéncias passadas tendem a se reverter no
futuro (anti-persisténcia)



Denotaremos fBm por Bu(t) L ﬂ;?___‘
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Leitura EXTRA

|. fBms sao processos auto-afim
2. E necessario dois fatores de escalonamento independente para
cada um dos eixos ( t e Bu(t) )

3. Escalando 7 por um fator A requer escalar Bu(f) por A#
4. t> At enquanto Bu(t)> A" Bu(?)

5. Isso implica: (| Bu|) « Ts"

6. Ou seja, o desvio padrao: O « Ts
/. O Coeficiente de Difusao Fractal Ky e dado por:

102/1{

2 1

fBm exibe difusao anomala, ou nao-Fickian
quando H # %

Ky =



Leitura EXTRA
Coeficiente de

Difusao Fractal

log (G
$i% best-fit line through
(b) experimental data




Leitura EXTRA
Superﬁue Browniana Fraaonada

|. fBm e uma funcao de mais de um ¢, Bu(t1,12,13,...,tn) (nao
devemos pensar t como tempo)

2. Os incrementos ABy = Bu(t1,t2,13,...,tN) - Ba(t; ,t2',t3,...,tn) sao
tipo Gaussiana com media zero

3.0 desvio padrao desses incrementos,O , sao diretamente
relacionados com a separagao entre esses pontos, 7T

N
op xTH Onde Tg= \ Z(t@ — )2

1=1




Leitura EXTRA
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Leitura EXTRA
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Leitura EXTRA

(€) (d)

H = 0.8 (com oceano, mare

H=08 baixa)



Leitura EXTRA
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