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Diagrama de Blocos

Estrutura básica de um sistema realimentado
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Transformada de Laplace

Equação do movimento

Mÿ(t) + Bẏ(t) + Ky(t) = u(t)

sendo M a massa, B a constante do amortecedor, K a
constante de rigidez da mola.

Condições iniciais nulas: y(0) = 0 e ẏ(0) = 0
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Transformada de Laplace

Aplicando a propriedade da diferenciação:

Ms2Y (s) + BsY (s) + KY (s) = U(s)

Função de Transferência:

Y (s)

U(s)
= G (s) =

1

Ms2 + Bs + K
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Função de Transferência

Y (s)

U(s)
= G (s) =

b(s)

a(s)

G (s) =K

∏
(s − zi )∏
(s − pi )

zi : zeros de G (s)
pi : polos de G (s)
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Sistema de primeira ordem

Sistema de primeira ordem padrão:

ẏ(t) + σy(t) = u(t)

Função de Transferência:

G (s) =
1

s + σ
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Sistema de primeira ordem

polo: p = −σ
Resposta ao impulso unitário:

y(t) = e−σt

Se σ > 0, polo no SPE (p < 0) ⇒ estável

Se σ < 0, polo no SPR (p > 0) ⇒ instável
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Sistema de primeira ordem

Constante de tempo:

τ =
1

σ

Instante em que a resposta é 1
e vezes o valor inicial.
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Resposta ao impulso unitário: σ = 1
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Resposta ao impulso unitário
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Resposta ao degrau unitário

Função de Transferência:

Y (s) =
1

s(s + σ)
=

1/σ

s
− 1/σ

s + σ

Resposta:

y(t) =
1

σ
(1− e−σt)
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Resposta ao degrau unitário: σ = 1
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Sistema de segunda ordem

Sistema de segunda ordem padrão:

ÿ(t) + 2ζωnẏ(t) + ω2
ny(t) = KRω

2
nu(t)

ωn: freqüência natural não amortecida (rad/s)

ζ: fator de amortecimento

KR : ganho de regime
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Sistema de segunda ordem

Função de Transferência:

G (s) =
KRω

2
n

s2 + 2ζωns + ω2
n

Equação Caracteŕıstica:

s2 + 2ζωns + ω2
n = 0
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Sistema de segunda ordem

polos:

p = −ζωn ± ωn

(√
1− ζ2

)
j

Casos:

ζ = 0, sistema não amortecido
0 < ζ < 1, sistema subamortecido
ζ = 1, sistema criticamente amortecido
ζ > 1, sistema sobreamortecido
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Sistema não amortecido (ζ = 0)

polos: p = ±ωnj

Função de Transferência:

G (s) =
KRω

2
n

s2 + ω2
n

Resposta ao impulso unitário:

y(t) = KRωnsen(ωnt)
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Sistema subamortecido (0 < ζ < 1)

polos:
p = −ζωn ± ωd j

com ωd = ωn(
√

1− ζ2), freqüência natural amortecida.

Função de Transferência:

G (s) =
KRω

2
n

(s + ζωn)2 + ω2
d
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Sistema subamortecido (0 < ζ < 1)

Resposta ao impulso unitário:

y(t) =
KRωn√
1− ζ2

e−ζωntsen(ωd t)
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Sistema criticamente amortecido (ζ = 1)

polos: p = −ωn

Função de Transferência:

G (s) =
KRω

2
n

(s + ωn)2

Resposta ao impulso unitário:

y(t) = KRω
2
nte

−ωnt
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Sistema sobreamortecido (ζ > 1)

polos:
p = −ζωn ± ωn

√
ζ2 − 1

Função de Transferência:

G (s) =
KRω

2
n

(s + ζωn + ωn

√
ζ2 − 1)(s + ζωn − ωn

√
ζ2 − 1)
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Sistema sobreamortecido (ζ > 1)

Resposta ao impulso unitário:

y(t) =− KRωn

2
√
ζ2 − 1

e−(ζ+
√
ζ2−1)ωnt

+
KRωn

2
√
ζ2 − 1

e−(ζ−
√
ζ2−1)ωnt
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Resposta ao impulso unitário: ωn = 1, KR = 1
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Resposta ao degrau unitário

Função de Transferência:

Y (s) =
KRω

2
n

s
[
(s + ζωn)2 + ω2

d

]
Sistema subamortecido (0 < ζ < 1):

y(t) =KR

[
1− e−ζωnt

(
cos(ωd t) +

ζ√
1− ζ2

sen(ωd t)

)]
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Resposta ao degrau unitário

Sistema não amortecido (ζ = 0):

y(t) = KR [1− cos(ωnt)]

Sistema criticamente amortecido (ζ = 1):

y(t) = KR [1− e−ωnt(1 + ωnt)]
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Resposta ao degrau unitário

Sistema sobreamortecido (ζ > 1):

y(t) = KR

[
1 +

ωn

2
√
ζ2 − 1

(
e−s1t

s1
− e−s2t

s2

)]

sendo s1 = (ζ +
√
ζ2 − 1)ωn e

s2 = (ζ −
√
ζ2 − 1)ωn
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Resposta ao degrau unitário: ωn = 1, KR = 1
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Resposta ao degrau unitário: ζ = 0.5, KR = 1
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Especificações de desempenho

Entrada degrau unitário para um sistema de segunda ordem:

Tempo de subida

Sobre-sinal máximo

Instante de pico

Tempo de acomodação

Especificações em termos de ζ e ωn
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Especificações de desempenho

Tempo de subida (tr ): tempo necessário para a resposta alcançar
pela primeira vez o valor de regime.
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Especificações de desempenho

Para sistemas subamortecidos

tr =
1

ωn(
√

1− ζ2)
tan−1

(
ωd

−ζωn

)

Para tr ser pequeno, wn deve ser grande e ζ próximo a zero.
Aproximação (de y = 0, 1KR a y = 0, 9KR):

tr =
1.8

ωn
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Especificações de desempenho

Sobre-sinal máximo (Mp): valor máximo da resposta medido a
partir do valor de regime.
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Especificações de desempenho

Para sistemas subamortecidos

Mp = e−(ζ/
√

1−ζ2)π

Sobre-sinal máximo percentual: e−(ζ/
√

1−ζ2)π × 100%

Para Mp ser pequeno, ζ deve ser próximo da unidade
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Especificações de desempenho
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Especificações de desempenho

Instante de pico (tp): tempo necessário para a resposta alcançar
o primeiro pico de sobre-sinal.
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Especificações de desempenho

Para sistemas subamortecidos

tp =
π

ωd
=

π√
1− ζ2ωn

tp corresponde a meio ciclo da freqüência de oscilação amortecida
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Especificações de desempenho

Tempo de acomodação (ts): tempo necessário para a curva
permanecer dentro de uma faixa em torno do valor de regime.
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Especificações de desempenho

Para sistemas subamortecidos:

Critério de 1%: ts = 4,6
ζωn

Critério de 2%: ts = 4
ζωn

Critério de 5%: ts = 3
ζωn
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Especificações de desempenho

Exemplo: Encotre a região no plano s para os polos de uma função
de transferência cuja responta apresente:

tr ≤ 0, 6 s

Mp ≤ 10%

ts ≤ 1, 6 s para 2%
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