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Capitulo 11

Spin e Adicao de Momento
Angular

Até este momento consideramos que o estado de um elétron encontra-
se completamente especificado pela sua funcao de onda W(x). Neste
capitulo mostraremos que o elétron possui um momento angular intrinse-
co (spin), o qual requer a introduc¢do de um grau de liberdade adicional
para descrevé-lo. Também estudaremos como compor dois momentos
angulares em Mecanica Quantica. Isto permitira que analisemos o mo-
mento angular total de um sistema contendo varias particulas, as quais
podem apresentar momento angular orbital e spin.

11.1 Experimento de Stern—Gerlach

Historicamente, a primeira evidéncia para a existéncia de um momento
angular intrinseco foi dada por Stern e Gerlach em 1920. Estes es-
tudaram o movimento de feixes atomicos na presenca de um campo
magnético, obtendo resultados nao esperados, os quais levaram a in-
troducao do conceito de spin. Para compreendermos este experimento
devemos saber como uma particula comporta-se na presenca de um
campo magnético externo.
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198 Capitulo 11. Spin e Adicao de Momento Angular

11.1.1 Momento de dipolo magnético

Vamos agora obter a relacao classica entre o momento de dipolo magnéti-
co de uma particula pontual e seu momento angular orbital. Para
tanto devemos lembrar que, no eletromagnetismo classico, o momento
de dipolo magnético (m) associado a uma distribuicao de correntes J(x)
¢é dado por

1

m=— [ PxxAJXx) , (11.1)

2c
onde adotamos o sistema gaussiano de unidades. A densidade de cor-
rente elétrica de uma particula pontual é

J(x) =qvio(x —x,) , (11.2)

onde ¢ é a carga elétrica da particula, x, sua posigao e v sua veloci-
dade. Logo, utilizando (11.1) e (11.2) temos que o momento de dipolo
magnético de uma particula satisfaz

m=Lx,Av=-—tL, (11.3)

2c 2uc

com p sendo a sua massa e L seu momento angular orbital. No caso
de um elétron escrevemos ¢ = —e, onde e é a carga do proton, o que
resulta em

L
m—_L (11.4)
2uc h

onde podemos verificar o aparecimento do magneton de Bohr

h
pp = 26; =9,2732 x 10" *erg/gauss . (11.5)

e

Um fato interessante sobre a relacao (11.4) é que ela nos permite
medir o momento angular do sistema L através da andlise do comporta-
mento do sistema na presenca de um campo magnético. No que segue,
utilizaremos que o momento de dipolo magnético de uma particula e seu
momento angular (em geral!) sdo proporcionais, sendo que a constante
de proporcionalidade depende do inverso da massa.
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Figura 11.1: Esquema do experimento de Stern e Gerlach.

11.1.2 Descricao do experimento

Consideremos um feixe de atomos passando por uma regiao de campo
magnético cujo médulo varia rapidamente, enquanto sua direcao ¢ apro-
ximadamente constante como mostra a figura 11.1.

Assumindo que as dimensoes caracteristicas do problema sao muito
maiores que a escala natural do sistema quantico, podemos utilizar a
Mecanica Cléassica para analisar a evolucao do pacote de ondas até o
anteparo onde os dtomos sao observados!. A interacdo entre o campo
magnético e o momento de dipolo magnético do sistema dé& origem a
uma forca

F = —V(-m B),
= V(m.B,) ~m.,VB, , (11.6)

q
= —L, VB, .
2uc
Classicamente, a componente z do momento angular do sistema
pode ser qualquer e conseqiientemente m, e F também. Logo, de-
veriamos observar atomos em todos os pontos do anteparo como mostra

L Exercicio: Explique o porqué deste experimento ser extremamente dificil de
realizar com feixes de elétrons livres.
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(a) (b)

Figura 11.2: (a) Resultado esperado classicamente. (b) Resultado ex-
perimental.

a figura 11.2a. Por outro lado, a Mecanica Quantica prevé apenas um
conjunto finito de valores para L., o que implica que F pode assumir
apenas 2[ + 1 valores discretos. Portanto, devemos observar apenas
20 + 1 linhas no anteparo, as quais correspondem a atomos com valores
diferentes de m.

Num experimento com atomos de aluminio, Stern e Gerlach obser-
varam apenas duas linhas no anteparo; vide figura 11.2b. A explicacao
para este fato é que o a&tomo de aluminio possui momento angular total
1/2. Uma vez que o momento angular orbital dos elétrons pode as-
sumir apenas valores inteiros, devemos interpretar este resultado como
um sinal de que os elétrons possuem um momento angular intrinseco,
o qual é semi-inteiro e igual a 1/2.2

Este resultado surpreendente cai como uma luva para a teoria do
momento angular que desenvolvemos no capitulo 8, uma vez que a
algebra obedecida pelo momento angular conduz-nos naturalmente a
valores inteiros, como os do momento angular orbital, bem como a va-
lores semi-inteiros, como o apresentado pelos elétrons. Logo, é natural

2Ezercicio:  Argumente que o momento angular semi-inteiro do sistema estd
relacionado aos elétrons em vez do nucleo atémico.
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associar ao spin operadores hermitianos .S;, os quais obedecem a

Antes de estudarmos como podemos representar explicitamente estes
operadores para particulas de spin 1/2 é interessante discutirmos um
pouco mais o conceito de spin.

11.1.3 Origem do spin

Dado que o elétron exibe um momento angular intrinseco, além do seu
momento angular orbital, somos tentados a interpreta-lo como sendo
devido a rotagao do elétron em torno de seu eixo, a exemplo do que
ocorre com a Terra. Todavia, isto nao pode ser verdade, ja que se o
fosse, este seria um momento angular orbital e forcosamente deveria ser
inteiro!

Portanto, a tinica conclusao que podemos tirar é que o elétron possui
um novo grau de liberdade, o qual esta associado ao spin. Esta novidade
nao pode ser explicada pela Mecanica Quantica nao relativistica, sendo
necessario para sua melhor compreensao o uso da teoria relativistica de
Dirac, a qual foge ao escopo destas notas.

E interessante notar que o momento angular intrinseco de uma
particula pode ser inteiro ou semi-inteiro, dependo da particula con-
siderada. Por exemplo, elétrons, prétons e néutrons possuem spin 1/2,
enquanto que os pions (7%, 7%) e os kaons (Kj, K*) possuem spin zero.
Sao também conhecidas particulas com spin 1, tais como o féton, Z,
W= e o p, e com spin 3/2, tais como AT,

11.1.4 Momento magnético intrinseco

Vimos anteriormente que existe um momento de dipolo magnético as-
sociado ao momento angular orbital de particulas carregadas através
de (11.3). Analogamente, existe um momento de dipolo magnético as-
sociado ao spin. Assumiremos que estes Sa0 proporcionais, como em
(11.3),

S S 11,
m=g5 .S (11.8)
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onde o fator ¢/2uc foi introduzido por anélise dimensional e g deve ser
determinado experimentalmente. O fator g é chamado de constante
giro-magnética. Para um elétron

m = —g Usé (11.9)
onde a constante up é o magneton de Bohr dado por (11.5). O valor
de g para o elétron é uma das quantidades medidas com maior precisao
em Fisica, sendo o seu valor numérico

g = 2 x (1,001159652187 + 0,000000000004) . (11.10)

No caso dos prétons, que também sao particulas de spin 1/2, temos
que (11.9) continua valida com a ébvia troca da massa do elétron pela
massa do nucleon em (11.5). Experimentos revelam que para o préton
gp = 2,79. Mais ainda, néutrons também sao particulas de spin 1/2
mas de carga nula. E interessante definir neste caso que

gy eh
my = — o 11.11
N 2 2,UNC ) ( )
sendo que gy = —1,91. Intuitivamente, é natural supor que my fosse

nulo ja que carga elétrica do néutron é nula. O fato de gy ser diferente
de zero indica que o néutron é um objeto composto cujos constituintes
possuem carga elétrica nao nula.

Passemos agora ao estudo de como podemos representar as particulas
com momento angular intrinseco 1/2, o que requer a introdugao um
grau de liberdade extra.

11.2  Spin 1/2

As conseqiiéncias das relagoes de comutagao (11.7) ja foram estudadas
anteriormente, e o que nos resta fazer é obter uma representacao explicita
dos operadores S; para spin 1/2. Sabemos que podemos diagonalizar
S? e S, simultaneamente

S%pem. = H’s(s+1) Qam, (11.12)
SePsms = hmspsm, (11.13)
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onde s = 1/2 e my; = +1/2. Note que os autovetores do problema
acima geram um espago com 2s + 1 (= 2) dimensoes. Entretanto,
nos ja estudamos sistemas com apenas dois estados! Logo, somos na-
turalmente levados a considerar o espaco vetorial cujos elementos sao
matrizes coluna da forma

adotando o produto escalar

(T|®) = a*c+ b*d |

@:(§>.

Observando o que foi feito anteriormente para sistemas de dois niveis,
operadores sao dados por matrizes 2 x 2, sendo facil notar que uma
representacao para os S; é dada por

onde

h hifo1
h hi(0 —i
h h(1 0

onde esta pode ser verificada através da substituicdo em (11.7).
Portanto, todo o tratamento de sistema de dois niveis, desenvolvido
anteriormente, pode ser aplicado diretamente a sistemas envolvendo
particulas com spin 1/2! Por exemplo, nesta representacao para os ope-
radores de spin S;, temos que os estados satisfazendo (11.12) e (11.13)

sao dados por
= < (1) ) , (11.17)

_ (?) . (11.18)

=
=

[N
=
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Mais ainda, toda a estrutura desenvolvida previamente para a evolucao
temporal de sistemas de dois niveis pode ser também utilizada direta-
mente sem problema algum.

11.2.1 Precessao do spin num campo magnético

O spin de uma particula pode manifestar-se através de sua interacao
com um campo magnético. Por esta razao, vamos discutir rapidamente
a precessao que o spin de um elétron sofre quando colocado sob a acao
de um campo magnético constante B = Be,. A hamiltoniana que
governa a evolucao temporal do sistema é dada por

H:—m-B:uBB((l) _(1)) (11.19)

onde usamos (11.9) e tomamos g = 2. A equagao de Schrédinger de-
pendente do tempo escreve-se como

ih% ( 2‘8 ) ~ —m-B ( gg; ) , (11.20)

onde o estado do sistema ¢é

aft)
U(t) = :
=50 )
A nossa experiéncia anterior com sistema de dois niveis mostra que
para obtermos a solucao deste problema devemos resolver o problema

de autovalores de H. E f4cil verificar que os autovetores e respectivos
autovalores de (11.19) sao dados por

E, =upB <— u, = ( é ) : (11.21)
E_ =—-upB <= u_= ( (1) ) . (11.22)

Escrevendo o estado inicial em funcao de u4

U(0) = ( 5(0) ) = a(0) uy + B(0) u_, (11.23)
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a solucao deste problema de valor inicial é dada por

(t) = ( g% ) = a(0) uy e M 4 B(0) u_ e Y (11.24)

Para compreendermos o significado fisico de (11.24) consideremos
um sistema cujo estado inicial seja autovetor de o, com autovalor +1.
Neste caso a(0) = B(0) = 1/v/2 e conseqiientemente

1 e—z‘Qt/Q
w0 =5 (S ) (11.25)

onde ) = 2upB/h é a freqiiéncia de Larmor. A interpretacao deste
estado é imediata se calcularmos os seguintes valores esperados.

(Sy) = gcoth (11.26)
(S,) = gsith (11.27)
(S:) = 0 (11.28)

Destas expressoes podemos ver claramente que o valor esperado do spin
esta precessando ao redor do eixo determinado pelo campo magnético?.
Note que este é o mesmo comportamento previsto classicamente para
um dipolo magnético sob a acao de uma campo magnético B, o qual
da origem a um torque m A B.

11.2.2 Ressonancia Magnética

Vamos agora descrever uma técnica para a medida do fator giro-magné-
tico do préton gp, ou seja de seu momento de dipolo magnético intrinse-
co. Conforme vimos na se¢ao anterior, um momento magnético associ-
ado a uma particula de spin 1/2 imerso em um campo uniforme B na
diregao z apresenta dois estados de energia bem definida. Considera-
remos um dipolo magnético que se encontra inicialmente no estado de
energia mais baixa, isto ¢ alinhado com o campo magnético externo,

3 Exercicio: Mostre que este fato ocorre para um estado inicial genérico. Qual
é o efeito da precess@ao de spin na andlise do experimento de Stern-Gerlach?
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e entao aplicaremos um campo magnético perpendicular ao original o
qual oscila com freqiiéncia w. Mostraremos que a probabilidade do es-
tado do sistema passar para o estado de energia mais alta é maximizada
para w X gp, 0 que nos permite a determinacao deste parametro. Mais
ainda, varias aplicagoes como relégio atomico e tomografia por res-
sonancia magnética nuclear estao baseadas no contetido desta secao.
Consideremos um préton cujo momento de dipolo magnético ¢ dado

por
eh S S

_g S > 11.29
M= 9 onrpen — P PG, (11.29)

Consideremos que este préton esta na presenga do campo magnético
B = By cos(wt)i — Brsin(wt)j + Brk . (11.30)

De (11.20), temos que a equagao de movimento para o spin deste préton
¢ dada entao por

L0 (a\  gpup [ Bp Br ™! a
ih- ( " ) el (R . (11.31)

Definindo as freqiiéncias

IplpBL GphtpBr
Q, = 22 h Qp = 22— 11.32
ETon 0 T o (11.32)
podemos reescrever (11.31) como um par de equagoes diferenciais acopladas
0 .
a—j :i(QTeWtb—i—QLa) s
(11.33)
ob :
a :i(QTG_Zwta—QL b) .
Agora, procuremos solugoes de (11.33) da forma
a=ape "t e b=bye, (11.34)

onde ag, by, w, € wy, s@o constantes. Substituindo este ansatz em (11.33)

temos que
(wa — QL) —QT€7wt Qg o
( _Qpe-ivt (wy + 1) b ) 0, (11.35)
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onde ¢ = w, — w, —w. Tendo em vista que supusemos que ag e by sao
constantes, devemos ter que ¢ = 0, isto é

We=wp+w . (11.36)

Mais ainda, para que obtenhamos uma solu¢ao nao trivial o determi-
nante da matriz em (11.35) deve anular-se, o que nos conduz a

Wo=—FTw e w=——=Fw, (11.37)

com
-2 W 2 2
we=(Q + Q7. (11.38)

Agora podemos escrever a solugao geral de (11.31)

a(t) = ay GO gy GO (11.39)
b(t) = by e G L, TGO (11.40)

Para especificarmos completamente o problema assumiremos que o sis-
tema encontra-se no instante ¢ = 0 no estado de energia mais baixa,
a saber, a(0) = 1 e b(0) = 0. Utilizando estas condigoes iniciais, bem
como (11.33) para obter as derivadas em t = 0, segue que

a(t) = [Z <—g + QL> + @ cotan(@t)] Smc(df@t) '3t (11.41)
b(t) = —% sin(wt) e3¢ (11.42)

Logo a probabilidade de transicao para o estado de energia mais alta é
dada por

02
(0, — )"+ 2

Note que esta probabilidade é maxima para wy.s = 2§27, i.e. para

b(t)]> = sin’(wt) . (11.43)

e = TH0BL (11.44)
h

Mais ainda, para aplicar este cdlculo para elétrons trocamos os parametros

do préton pelos do elétron. Com isso é facil ver que a freqiiéncia de

ressonancia dos elétrons é muito diferente da do préton, permitindo

assim a separagao dos efeitos devidos aos prétons e aos elétrons.
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Figura 11.3: Esquema do experimento de Rabi.

Experimento de Rabi

O experimento de Rabi* consiste de dois aparatos de Stern-Gerlach
com campos magnéticos opostos separados por uma regiao contendo
um campo estético e um oscilante como em (11.30); vide a figura 11.3.
Na auséncia do campo oscilante o feixe gerado com autovalor i/2 de
Sz no primeiro aparato de Stern-Gerlach é detectado integralmente
apos o segundo desses aparatos. Quando o campo oscilante é ligado o
nimero de atomos detectados é menor, sendo que o niimero de atomos
que chegam ao detector depende da freqiiéncia do campo oscilante.
Quando esta freqiiéncia é a de ressonancia dada por (11.44) o ntimero
de atomos detectados é minimo. Isso permite-nos medir com precisao
Wres, € conseqlientemente g,; vide a figura 11.4.

11.3 Funcoes de onda incluindo spin

Na descricao que fizemos nos capitulos anteriores dos elétrons igno-
ramos por completo o fato destes possuirem spin 1/2. A fim de incluir
o grau de liberdade extra associado ao momento angular intrinseco,
devemos notar que os operadores de spin (S? e S,) comutam tanto

4Para maiores detalhes vide, I. I. rabi, S. Millman, P. Kusch e J. R. Zacharias,
Physical Review 55 (1939) 526.
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Figura 11.4: Numero de atomos detectados em fungao do freqiiéncia do

campo magnético By num experimento de Rabi. O campo transversal
utilizado foi By =107* T e w = 4 MHz.

com X, bem como com p e L. Isto significa que S? e S, podem ser
diagonalizados simultaneamente com qualquer um destes operadores.

Por simplicidade, consideremos uma particula livre de spin 1/2 cuja

2
g’—#. Neste caso H comuta com os opera-
dores de spin e podemos diagonalizar simultaneamente® H, P, S? e S..

Logo, escrevemos

hamiltoniana é dada por H =

21.2
H dusm, = hzﬁ Pxsm, (11.45)
P dxsm, = hK dm, , (11.46)
S* fxsm, = B’s(s+1) dsm, » (11.47)
Sy Gksm, = Hms Qxsm, - (11.48)

A partir destas equagoes é facil notar que os estados ¢ys,, podem ser
escritos como uma funcao das coordenadas vezes uma parte devida ao

5Cuidado! Nem sempre os operadores de spin comutam com a hamiltoniana do
sistema. Por exemplo, forcas nucleares exibem termos dependentes do spin.
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spin. Mais explicitamente, estes estados sao

6ik-x % <(1)) ’
ekx % <(1)>

Note que o ntmero de estados foi duplicado em relacao a uma
particula sem spin. Na verdade, este é um fato geral: se a hamilto-
niana de um sistema de particulas de spin s comuta com os operadores
de spin, entao a degenerescéncia dos estados é multiplicada por 2s + 1.
Por exemplo para um atomo de hidrogénio, a degenerescéncia do nivel
n passa de n? para 2n? devido ao fato do elétron ter spin 1/2.

Um outro ponto interessante a respeito das solugoes acima é que o
estado do sistema passou a ser dado por uma matriz coluna

W= ( g;g% ) : (11.49)

cujos elementos sao fungoes da posicao.

Uma vez que modificamos o estado do sistema devemos redefinir o
produto escalar associado ao espaco vetorial dos estados. Tendo em
vista as propriedades exigidas do produto escalar e a forma dos estados
é natural definir

(W]|®) = /d3x Ui,
= /d3x (Ui(x) Wi(x)) ( g;g; ) ., (11.50)
= /d3x (U] (x)Pq(x) + U3(x)Da(x))

onde T denota a operagao de obter o hermitiano conjugado da matriz,
i.e. tomar o complexo conjugado e transpor®. E interessante notar que
para estados que sao o produto de uma funcao de spin por uma funcao

8 Exercicio: Mostre que esta definicdo de produto escalar obedece a todas as
propriedades esperadas.
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onda, o produto escalar é obtido multiplicando-se o produto escalar da
funcao de onda pelo produto escalar de spin”.

O significado probabilistico dos estados (11.49) também deve ser
redefinido: Agora a densidade de probabilidade do elétron estar em x
¢ dada por |¥;(x)|*> + |¥a(x)[®2. Por outro lado, a probabilidade do
elétron ter m, = 1/2 (—1/2) é dada por [ d*x |Wq()(x)[*

11.4 Composicao de momentos angulares

Usualmente somos levados a tratar sistemas cujo momento angular total
é a soma de diversas contribuigoes. Por exemplo, dtomos com muitos
elétrons ou uma particula com spin. Vamos agora estudar a adigao de
momento angular em Mecéanica Quéantica.

Consideremos um sistema cujo momento angular total é dado pela
soma de duas parcelas

J=1L+,L, (11.51)

onde ;L e oL obedecem a algebra de momento angular (11.7). Mais
ainda, 1L e s comutam ja que estes operadores referem-se a particulas
diferentes ou ao spin e ao momento angular orbital de uma mesma
particula.

O operador J, que descreve a soma de dois momentos angulares,
também satisfaz a algebra de momento angular

[Ji,J;] = ihei*Jy (11.52)
[J%,3;] = 0, (11.53)

com
J2= (L +,L)° = (L2 + L) 4+ 2,L - 5L (11.54)

onde utilizamos que ;L , ;L] = 0.

Para prosseguir devemos verificar quais operadores podem ser di-
agonalizados simultaneamente. Portanto, devemos obter as relacoes de
comutacao entre os operadores 1L, oL e J. E f4cil demonstrar que as

7 Exercicio: Mostre este fato.
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seguintes relacoes sao satisfeitas®

| ihe’* 1)Ly, (11.55)
] i2he'™® 50y Ly 1)L (11.56)
JiieLl?’] = 0, (11.57)
] = 0. (11.58)

Estas relacoes implicam que J? nao pode ser diagonalizado simul-
taneamente com a componente z de ;L ou L. E tradicional diago-
nalizar (L2 L., L2 ,L.) ou o conjunto (J?, J., ;L? ,L?). No
primeiro caso chamamos a base gerada pelos autovetores de base de-
sacoplada, enquanto no segundo chamamos de base acoplada. Estude-
mos com maior detalhe estas duas bases, bem como a relacao entre
elas.

11.4.1 Base desacoplada

Esta escolha é mais simples, no sentido que a obtencao dos autoestados
¢é trivial uma vez que ja conhecemos os autovetores e autovalores de
1(2)L2 e 1(2)L.. De fato, o problema de autovalores que define essa base
é

L2® ymims = UL+ D)®mims (11.59)
1L ®tomims = mai®rimims, (11.60)
JL20 ims = Bl 4 1)y mims (11.61)
2L @tymyms = AMaPyiymim, (11.62)
cuja solucao é
Clytymims = Plamy X Piams (11.63)

onde ¢y, sdo os autoestados conhecidos de ;L? e ;L. (i = 1, 2). Por
exemplo, se 1L é o momento angular orbital de um elétron no atomo

8 Exercicio: Demonstre estas relacoes.
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de hidrogénio e 5L é seu spin, entao a base desacoplada é dada por

By = Yinl0o)x (] ) (11.65)

1
2

Ou ainda, se (o)LL forem os momentos angulares orbitais dos elétrons
num atomo de hélio, entao

(Dlllgmlmg - }/llml (017 ¢1) X Yizmg (627 ¢2) ’ (1166>

onde (91(2), gbl(g)) sao as coordenadas angulares dos elétrons.

Apesar de sua simplicidade de obtencao, a base desacoplada possui
o grave defeito de nao ser autoestado de J?! Logo, em muitas aplicacoes
devemos trabalhar com a base acoplada.

11.4.2 Base acoplada

Podemos também escolher diagonalizar simultaneamente os operadores
(JQ, Jz, 1L2, 2L2), 1.€.

2Dy = 250G+ D), (
P, = P, , (
L2, = PPL(L+ 1)@, (11.69
2L2<I>jm1112 = h212(l2+1)q)jm1112- (

Este conjunto de equagoes define os estados ®@jp,,1,, 2.6 pode-
mos em principio resolver estas equacoes. Todavia, ¢ mais simples
e geral obter estes estados como combinagoes lineares dos vetores da
base desacoplada. Isto é possivel pois estes dois conjuntos de vetores
(acoplados e dasacoplados) formam bases do mesmo espago vetorial e
consequiientemente um pode ser expresso como combinag¢ao linear do
outro. Logo, podemos escrever, sem perda de generalidade, que

(I)jmlllz = Z lemzq)lllzmlmz . (11.71)

mims
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Note que esta soma é apenas sobre m; e my ja que [y e [y estao fixos
pois as duas bases sao formadas de autovetores de 1(2)L2. Mais ainda,
sabemos que

Crnama = (Puitymyms | Pjmiri) - (11.72)

Os coeficientes Cy,,m, da expansao (11.71) sao chamados de coeficientes
de Clebsch—Gordan. Apesar de nao estar explicitado, os coeficientes
Cinym, dependem de j, m, [; e .

Nosso objetivo agora é mostrar que a rela¢ao (11.71) pode ser usada
para determinar quais os possiveis valores que j pode assumir. Poste-
riormente, mostraremos um método para o calculo dos coeficientes de

Clebsch—Gordan.

Relacao fundamental

Em primeiro lugar devemos notar que a soma sobre my e my em (11.71)
nao é arbitraria, sendo que ela deve satisfazer ao vinculo mq +mq = m.
De fato, consideremos o elemento de matriz

<(I)jm1112 |JZ|(I)l1l2m1m2> = h<m1 + m2) <(I)jml1lz |(I)l1l2m1m2> (1173)
hm(q)jmllb |<Dlllzm1m2> . (1174)

A primeira igualdade é obtida escrevendo que J, = 1L, +5L., enquanto
que a segunda decorre do fato de J, ser hermitiano e de ®;,,;,;, ser seu
autovetor. Logo, podemos inferir que C,, ., € nao nulo somente se

m=mj+my . (11.75)

Exemplo

Neste ponto ¢ instrutivo verificar quais sao os possiveis valores que m
pode assumir, bem como sua degenerescéncia, para o caso da soma de
dois momentos angulares com [ = 1. Utilizando (11.75) podemos obter
a tabela 11.1 abaixo.

A partir desta tabela podemos verificar os seguintes fatos (gerais):

e O maior m possivel nao é degenerado.

e O segundo maior valor de m é duplamente degenerado.
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Tabela 11.1: Valores possiveis de m e sua multiplicidade no caso da
adicao de dois momentos angulares com [ = 1

e A degenerescéncia de m aumenta em passos de 1 até atingir um
valor maximo, entao vindo a diminuir.

Neste exemplo é facil ver que os valores possiveis de j sao 2, 1 e
0. De fato, o maior j deve ser 2 ja que temos um estado com m = 2.
Retirados os 5 estados com j = 2, sobram 4 possibilidades com valor
maximo de m igual a 1. Logo, temos j = 1, o qual explica trés dos
estados, restando apenas um estado com m = 0 associado a j = 0. O
fato de j variar em passos de 1 é um fato geral que o leitor deve verificar
utilizando as observagoes (e) acima.

Relacao triangular

A partir de (11.75) podemos deduzir que o maximo valor para m é dado
por [ + [, o qual corresponde aos maximos valores possiveis para m;y
e msy. Uma vez que J; obedece a algebra de momento angular devemos
ter que o maximo valor de j é dado por

umax =l + o - (11.76)

Mais ainda, a relacao (11.75) implica que os possiveis m diferem en-
tre si por inteiros, ja que isto ocorre para m; e ms. Logo, os valores
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admissiveis para j devem diferir de j,., por um inteiro.

Para obtermos os valores possiveis de j compativeis com [y e Iy
dados, basta impor que a dimensao do espaco gerado pela base de-
sacoplada seja igual a do espaco gerado pela base acoplada. A partir
da base desacoplada sabemos que a dimensao deste espaco é dada por
(2l + 1)(2ly + 1). Lembrando que para cada valor de j temos 2j + 1
estados segue que

Jmi(?j +1)= 2L +1)(2L+1), (11.77)

jmin
0 que nos permite concluir que ju, = |1 — l2]. Portanto, temos que
=L <j<lL+I1. (11.78)

Por exemplo, quando compomos um momento angular com [; = 1
com um segundo com [, = 3 podemos obter 7 = 2, 3 e 4. Ou ainda, a
adi¢do de dois spins 1/2 resulta em j =0 ou j = 1.

Coeficientes de Clebsch-Gordan

Vamos agora apenas delinear o procedimento para a obtencao dos coefi-
cientes de mudanca da base desacoplada para a acoplada. Via de regra
a obtengao dos coeficientes de Clebsch-Gordan é direta mas entediante!
Os passos a serem seguidos sao os seguintes:

1. Para j = jJmax € M = Jmax € trivial ver que

Djangmaxtile = Puitatils (11.79)

pois esta é a Unica combinacao possivel.

2. Agora aplicando J_ = jL_ + 3L_ a (11.79) obtemos todos os
estados ®;_ mi,1, em funcao da base desacoplada.

3. O préximo passo é obter ®,j,;,, onde j é o maior valor de j
ainda nao determinado. Isto é feito exigindo-se que este estado
seja ortogonal a ®;/;;,;,, com j' > j, i.e. este estado deve ser
ortogonal a todos os estados com o mesmo autovalor de J, mas
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com autovalores de J? maiores. Além disso exigimos que o estado
D11, esteja normalizado®.

4. Os estados ®;,,1, com m < j sao obtidos usando o operador J_,
como no segundo passo.

5. Voltamos agora para o terceiro passo até ter obtidos todos os
coeficientes.

Para exemplificar este procedimento consideremos a adicao de um
momento angular orbital [ = 1 com um spin 1/2. Denotamos por « e
[ os autovetores de spin 1/2 com componente S, igual a h/2 e —h/2
respectivamente.

= Yn(0,9) a. (11.80)

e Aplicando J_ resulta que

3 3 3 3
R

B/ (1+1)(1—141) Y10a+h\/(%+%> <%—%+1) Y.

Para obter os estados com m = —1/2 e m = —3/2 aplicamos J_ mais
duas vezes. Com isso temos que

2 1
P11 = \/; Yioa + \/; Yup, (11.81)
1 2
\/; YViia+ \/; Y108 (11.82)

— Y8, (11.83)

Njw

=
[SIE
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Nlw
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9Existe uma fase arbitraria que deve ser fixada.
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e Agora escrevemos que

111 = aYyoa +0Y1f,
e impomos que

(@enl®p) = 0,

(Cr3al®iay) = 1,

(11.84)

(11.85)
(11.86)

(11.87)

(11.88)

Exercicio

Obtenha a base acoplada para a adigao de dois spins 1/2.
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11.5 Apéndice: produto tensorial de espacos vetoriais

Muitos dos resultados deste capitulo podem ser expressos utilizando o
produto tensorial de espagos vetoriais. Tendo em vista a sua utilidade,
faremos uma rapida revisao das principais propriedades deste produto.

11.5.1 Espaco produto

Consideremos trés espacos vetoriais V;, V5 e V. Dizemos que V é o
produto tensorial de V; por V5, denotado por V; ® V5, se

1. Existir uma fung¢ao funcao bilinear

® VixVy —V
[v1) |v2) = |v1) @ [va)

onde |v;) € V; (i = 1,2) e |v1) ® |vg) € V. Lembre-se que uma
fungao bilinear ® deve obedecer a

(a) (alv1)) ® |v2) = a(|v1) @ |va)) = |v1) @ (a]va))
(b) (Jur) + |v1)) @ [va) = [u1) ® |vz) + |v1) @ |vg)

(©) [v1) @ (Jug) + [v2)) = |v1) @ [uz) + [v1) @ |v2)
onde |u;), |v;) € V; parai = 1,2 e @ é uma constante.

2. Dadas as bases de {|u;)} de V; e {|v;)} de V3, entdo o conjunto
{Ju;) ® |v;)} é uma base de V.

Exemplo

Consideremos uma particula de spin 1/2 movendo-se ao longo de uma
reta. O espago de Hilbert associado ao spin 1/2 é, conforme vimos,
Vi = C, enquanto que o seu movimento unidimensional estd associado
ao espaco das funcgoes de quadrado integravel Vo, = L. Por outro lado
o espago de Hilbert associado a este sistema, vide (11.49), é

V= {qf - ( g;gg > y/dxm(x)\? < oo} (11.89)
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11.5.2 Vetores de V{ ® V5

Consideremos bases arbitrarias {|u§(2)>} de Vi(2). Dois vetores genéricos
|©1) e |p2) pertencentes a V) e Vs, respectivamente, podem ser escritos

Ccomo . .
o) =Y alul) e pa) = bylul) (11.90)
J

7

Logo, o produto tensorial destes vetores é dado por

01) ® lp2) = D asbylus) @ [ud) (11.91)

ij

ou seja, as componente do vetor |¢1) ® |@,) na base {|u}) ® |uj)} sdo
a;bj. Por outro lado, um vetor [¢) arbitrario de V; ® V; pode ser escrito

como ‘
) =3 eylul) @ Jud) (11.92)
ij
onde ¢;; sao constantes. Todavia, nem sempre ¢ possivel encontrar a;
e b; tais que ¢;; = a;b;, isto ¢, nao sao todos os vetores de V) ® V5 que
podem ser escritos como u produto tensorial de vetores de V; por outro
de V5.

Exemplo

Considere o espaco vetorial V' definido por (11.89).



