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ABSTRACT

This work addresses the static and dynamic behavior of cables and strings. Although they may be
considered the simplest of all tension systems, cable and strings allow us to introduce some
fundamental concepts of the general behavior of this type of structural system. Initially some historical
aspects of the study of cables and strings are recollected, followed by the basic formulation of the
statics of the hanging cable, under transversal loads. Afterwards, some charts to the dimensioning of
the border cables of membrane structures are presented. Finally, a brief study on the dynamic
behavior of linear and nonlinear strings is presented, including a model to the self-excited vibrations of

the violin string.

REsSumMoO

Este trabalho apresenta algumas consideracdes sobre o comportamento estatico e dindmico de
cabos e cordas. Embora possam ser considerados os casos mais simples de tensoestruturas —e
justamente por isto— o estudo desses sistemas permite introduzir alguns dos conceitos fundamentais
do comportamento geral das tensoestruturas, sejam elas de geometria simples ou complexa, sejam
cabos ou membranas. Inicialmente, o trabalho resenha alguns aspectos histéricos para em seguida
apresentar a formulacéo basica do equilibrio do cabo suspenso, sujeito a carregamentos transversais.
Logo apods, detalha-se a construcdo de um abaco particularmente Gtil para o dimensionamento de
cabos de borda de estruturas de membrana. Finalmente, inspecionam-se os elementos béasicos do
comportamento dindmico das cordas, incluindo um modelo minimo para o estudo das vibragées da

corda do violino, exemplo classico de oscilagdo auto-excitavel.



1. UM POUCO DE HISTORIA!

As primeiras consideragfes tedricas sobre o comportamento estatico e dinAmico de cabos e cordas
remontam provavelmente aos gregos. Ha cerca de 2500 anos, Pitdgoras descobriu que o tom de um
som depende do comprimento da corda que o produz e que duas cordas semelhantes, tracionadas
com a mesma forca, produzem tons distantes de uma oitava, quando uma das cordas tiver
exatamente duas vezes o comprimento da outra. A exatiddo das relagbes da harmonia musical foi tdo
reveladora que Pitagoras sonhou encontrar nelas as leis que governavam o movimento das estrelas
[RIGDEN, 85]. Apos o periodo helénico, novos avangos tedricos no campo das tensoestruturas —e em
geral em toda a Mecénica—, somente viriam a ocorrer durante a Renascenc¢a. Segundo CowAN [77],
uma importante razdo para tanto foi a disposi¢éo do cientista renascentista a experimentagéo. Assim,
Mersenne determinou experimentalmente as leis basicas do movimento de uma corda esticada em
1636. O assunto também despertou o interesse de Galileu, na mesma época. A idéia de que uma
dada corda tivesse muitos modos de vibracdo, por sua vez, foi estabelecida por Noble e Pigott em
1676 [IRVINE, 81].

Antes disso, Leonardo da Vinci (1452--1519) dedicou sua atencdo —entre tantos outros problemas da
Mecénica por ele estudados— ao problema da catendria e do equilibrio das cordas. CowaN [77]
observa que, enquanto Leonardo € descrito como um génio cientifico por muitos historiadores, sua
contribuicdo para o desenvolvimento da Mecéanica € qualificada por outros (como TRUESDELL) como
negligenciavel. Com efeito, os trabalhos de Leonardo somente foram publicados postumamente e,
embora suas anotacdes fossem conhecidas ja de ha muito tempo, boa parte de seus escritos nédo
foram transcritos sendo no nosso século. De qualquer forma, é nos desenhos de Leonardo que
aparece pela primeira vez a idéia do paralelograma de forcas, redescoberta pelo belga Stevin de
Bruges em 1586. ANTMAN [95], recorda ainda que se deve a Leonardo a primeira formulacdo —
porquanto equivocada— do problema da forma catenaria. Também Galileu, em seu Discurso sobre
Duas Novas Ciéncias (1638), especulou sobre a forma de uma corrente suspensa e concluiu
erroneamente que esta fosse parabdlica —em analogia com a trajetoria de um projétil. Que a parabola
fosse a forma de corda inextensivel sob carregamento vertical uniformemente distribuido era um
resultado j4 encontrado por Beeckman em 1615 e —apds o equivoco de Galilei- reencontrado por

Huygen em 1646 e por Pardies em 1673°.

Em 1675, na mesma ata da Royal Society onde publicou sua famosa lei de proporcionalidade, Hooke
enunciou (na forma de um anagrama) que um arco incompressivel, livre de momento, suportando seu

proprio peso, poderia ser obtido invertendo-se a catendria, qualquer que fosse sua forma. De acordo

! Estas notas histéricas foram extraidas principalmente de COWAN [77], IRVINE [81] e ANTMAN [95]. Todos estes autores
remetem-se a TRUESDELL [60] que porém n&o foi diretamente consultado para a redagéo deste texto.

2 Tanto Huygen como Pardies também notaram que a forma da corrente suspensa ndo poderia ser uma parabola. Porém
Huygens incorretamente afirmou que a velaria fosse parabdlica, reconhecendo seu erro em 1668. Em 1691 Jacques Bernoulli
corretamente afirmou que a velaria era uma circunferéncia. [Antman, 95] (segundo Irvine, cerca de dois séculos se passaram



com CowaAN [77], o anagrama de Hooke somente foi decifrado por Richard Waller, em 1705, e dizia:
“As hangs the flexible line, so but inverted will stand the rigid arch”. Antes disso, a idéia de se
empregar a catenaria para definir a forma de um arco de alvenaria também ja fora considerada em
1695 por Philippe de La Hire, no seu Traité de Méchanique, e por Gregory, em 1697, no trabalho On

the properties of the Catenaria [COwAN, 77].

Em 1690 Jakob Bernoulli® desafiou o mundo cientifico, propondo um concurso para encontrar a forma
da catenaria. Ao cabo de um ano, Johann Bernoulli, Leibniz e Huygens haviam resolvido o problema.
Segundo IRVINE, havia grande rivalidade entre os participantes do concurso, ficando dificil definir a
guem pertenceu a primazia da descoberta. A solucdo de Huygens baseou-se em principios
geométricos, enquanto Leibniz e Johann Bernoulli usaram o célculo, naquela época uma invencao
recente. A maior generalidade do célculo permitiu aos irmaos Bernoulli formular também a equagéo
diferencial de um elemento de corrente sob varios carregamentos, incorporando ainda o efeito do
alongamento da corrente, conforme a lei de Hooke. Além disso, Johann Bernoulli ajudou a lancar as
bases para o calculo das variagdes, mostrando que ao se manter o centro de gravidade da corrente o
mais baixo o possivel, decorriam as mesmas equacdes. As primeiras investigacbes acerca do

principio dos trabalhos virtuais séo também devidas a ele.

A partir desses trabalhos pioneiros, floresceram as teorias estruturais das pontes suspensas. Em
1823, Navier estendeu a teoria do equilibrio estatico do cabo parabdlico de modo a incluir o efeito dos
carregamentos ocasionais [BUONAPARTE, 92]. O trabalho de Navier perdurou, por mais de 50 anos
como a obra maxima sobre pontes suspensas [SGUERRI, 95]. Derivadas da Memoire de Navier,
surgiram durante o século XIX teorias mais sofisticadas acerca do comportamento estatico das
pontes suspensas, as teorias de Rankine (meados do século XIX), a teoria elastica (Josef Melan,
1888 e David B. Steinman, 1913--1929) e a teoria da deflexdo (J. Melan em 1888).

1.1. EFEITOS DINAMICOS

Embora os gregos ja se indagassem sobre os fendmenos ligados as vibracdes das cordas, foi
somente com Galileu e Mersenne, no século XVII, que o assunto foi tratado de forma metddica,
levando ao estabelecimento da teoria matematica da corda vibrando, na primeira metade do século
XVIII. Quanto a importancia do topico para o desenvolvimento da Mecénica, ndo se pode fazer

melhor que (repetindo IRVINE [81]) citar Lord Rayleigh, que escreveu:

antes que o conhecimento desse fato se disseminasse: a solugéo foi redescoberta em 1794 pelo engenheiro russo Nicholas
Fuss, genro de Euler, encarregando de projetar uma ponte sobre o rio Neva en S&o Petersburgo).

% Jakob Bernoulli (1654---1705). Matematico suico, professor em Basel, tornou-se conhecido por suas contribui¢cbes a teoria da
da elasticidade & mecéanica dos fluidos e as probabilidades. Entre os estudantes de Jakob Bernoulli incluem-se seu sobrinho
Niklaus Bernoulli (1687---1759), que contribuiu para a teoria das probabilidades e das séries infinitas, e seu irmao mais novo
Johann Bernoulli (1667-1748). Este ultimo influenciou profundamente o desenvolvimento do célculo, tornando-se sucessor de
Jakob em Basel e tendo Leonhard Euler e Gabriel Cramer entre seus estudantes. Seu filho Daniel Bernoulli € conhecido por
seus trabalhos na mecénica dos fluidos e na teoria cinética dos gases (nota extraida de KREYSIG [93]).
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“Para 0 matematico as cordas devem sempre possuir um interesse especial, tendo sido o
campo de batalha onde se travaram as controvérsias de D'Alembert, Euler [Daniel] Bernoulli e

Lagrange, ligadas a natureza da solugéo das equacdes diferenciais parciais" .

As indagag®es tedricas iniciaram-se com Taylor em 1713. Em 1738 Daniel Bernoulli (filho de Johann)
publicou uma solugdo para o problema das freqiiéncias naturais de uma corrente suspensa por uma
extremidade (a solucéo foi dada na forma de uma série infinita, hoje conhecida como uma funcéo de
Bessel de ordem zero). Por sua vez, D'Alembert foi o primeiro a enunciar, em 1750, a equagéo
diferencial da corda vibrando. Em 1755, Daniel Bernoulli demonstrou que a vibracdo de uma corda
poderia ser decomposta em formas modais independentes. Em 1760, Lagrange usou um modelo
discreto de corda como ilustracdo da aplicacdo de sua equacdo de movimento. Este trabalho, entre
0s primeiros a resolver os problemas de vibracéo por diferencas finitas foi incluido em seu celebrado
livro Mécanique Analytique de 1788. Em 1764, Euler obteve a equacdo do movimento de uma
membrana retesada em termos de coordenadas polares, e entdo procedeu a uma solugédo por meio
de separacgéo de variaveis, parte desta solugdo sendo uma série

infinita (a qual representou a primeira aparicdo de uma funcdo de Bessel de primeira ordem). Em
seguida, em 1766 Euler expressou as equacdes do movimento em termos de coordenadas
cartesianas. Em 1820, Poisson estendeu a equacgéo de D'Alembert para 0 movimento de uma corda
sujeita a agdo de um sistema genérico de for¢as. Em 1829, o mesmo Poisson resolveu o problema da
membrana retangular, sendo esta uma das primeiras aplicacdes da série de Fourier para problemas

outros que nao a transferéncia de calor [IRVINE, 81], [ANTMAN, 95].

A influéncia do peso proprio sobre as oscilagdes, ou em outras palavras, as vibracdes do cabo
suspenso, foi considerada pela primeira vez por J.H. Rohrs, em 1851, em um trabalho em que alguns
dos resultados cruciais parecem ter sido derivados por Stokes. O trabalho de Rohrs foi completado
por E.J. Routh, que em 1868 derivou a solu¢do exata para a vibracao vertical, simétrica, de um cabo
heterogéneo e inextensivel. A partir dai ouve um periodo de letargia na pesquisas, quebrado apenas
em 1940, com o colapso da Ponte de Tacoma. Bastaram entdo duas semanas para que Theodore
von Karman explicasse o colapso de Tacoma, em termos de efeitos aerodinamicos, aplicando os
conceitos para se considerar as oscilagdes autoexcitaveis, j& do dominio dos engenheiros de outros

campos [ADDIS, 94].

Assim, se por um lado o acidente de Tacoma refreou por algum tempo a proposicdo de novas pontes
suspensas, por outro lado estimulou o aprofundamento da compreensdo tedrica do comportamento
dessas estruturas, além de abrir novamente o caminho para as pontes estaiadas. Em 1941, W.
Rannie e T. von Karman independentemente derivaram resultados para modos planos simétricos e
anti-simétricos de um cabo inextensivel entre 4 apoios. Em 1945, G.S. Vincent ampliou estas andlises
para o caso de cabos extensiveis, mesmo ano em que G.F. Carrier incorporou a extensibilidade para

0 estudo das cordas, obtendo pela primeira vez um modelo de corda ndo-linear [IRVINE, 81]. O



problema das oscilagbes auto-excitdveis da corda do violino, que configura um tipo de nao-
linearidade associado ndo a descricdo da corda, mas sim ao mecanismo de excitacdo, foi pela
primeira vez estudado por Rayleigh, em [RAYLEIGH, 45]. A partir dai, modelos de complexidade
crescente tém sido propostos para este problema, sendo que um resumo da teoria subjacente pode

ser encontrado em SCHUMACHER [95].

2. EQUILIBRIO DO CABO SUSPENSO

O cabo inextensivel, imponderavel, perfeitamente flexivel mostrado na figura l1a esta sujeito a um
carregamento transversal W= W( X) . O equilibrio de um segmento [0,x] qualquer do cabo, desde a

origem até um ponto arbitrario de corte, identificado pela abscissa x requer:

() equilibrio de for¢cas na dire¢éo horizontal:

—T,cos6,+Tcosd=0 VX (2.1)

ou seja , a componente horizontal da tragdo no cabo, H =T cosé =T, cosd,, é constante ao longo

do cabo!

(b) equilibrio de for¢cas na direcéo vertical:
~Tysind, — [ wix+Tsing =0 ,vx 2.2)

Considerando que Tsin@=H tand =V (x), onde V(X) é a componente vertical da tragdo no
cabo, tem-se
X
V-V, = .[0 wdx VX (2.3)

(c) equilibrio de momentos:
o equilibrio de momentos do segmento [0,x] do cabo em relagédo ao ponto O, recordando que o cabo

ndo desenvolve esforgos internos de flexao, fornece
X
V-x—H-y—.[o(x-W)dx=0 (2.4)
Derivando em relagdo a X, obtém-se
VX+V —Hy —x-w=0 (2.5)
mas, como se percebe do exame de (2.3), a componente vertical da tensdo V é uma primitiva de

W(X), isto € V'=w, e portanto:

y :—:%dex (2.6)

Integrando novamente, tem-se



y:% J ([ webc)ax @7)

equacgdo que pode ser usada para se determinar a curva da forma do cabo, dada por Yy = y(x).

Obviamente, ao mesmo resultado poderia ter-se chegado mais diretamente, observando, apés (2.3),

gue como o cabo nao desenvolve flexdo, T deve ser tangente a configuragdo do cabo, ou seja

\
y =tanéd = ﬁ . Além disso, derivando a equacéo (2.6), ao invés de integra-la, chega-se a classica

W
equacao diferencial que governa o equilibrio do cabo suspenso ou seja y" = ﬁ

T
Z] (e
y W(X) J/ y ¢¢
J/ | W Y9
W
o

y N

Figura 1. (a) Cabo inextensivel, imponderavel, perfeitamente flexivel, sujeito a um carregamento

transversal W= W( X) . (b) diagrama de corpo livre do cabo, cortado em um ponto x qualquer.



2.1. CABO PARABOLICO

Ao se trabalhar com (2.7) tanto se pode fixar a componente horizontal da tragdo no cabo H, como
esta pode ser determinada a partir de uma flecha conhecida ou do comprimento total do cabo. As

constantes de integracdo sdo definidas a partir das condi¢bes de contorno do cabo. Por exemplo,
considerando um carregamento uniformemente distribuido W( X) =W, , admitindo-se definidos o véo
L e aflecha h, os apoios a mesma altura h, e tomando-se a origem das coordenadas no ponto médio
do cabo (Figura 2), a integragdo de (2.7) sujeita as condi¢Ses de contorno y(0)=0 e y'(0)=0
fornece:

W e
2H

ou seja, a funicular de um carregamento uniformemente distribuido € uma parabola. A constante

y (2.8)

2
0

L
H pode ser determinada observando-se que y(zj =h e portantoH = , de sorte que

_4hX2

Y—? (2.9)

H
A tracdo em qualquer ponto do cabo é T = —9 A maxima tragdo ocorre nos apoios, onde C0s8 ¢é
COos

- , < . o w, L
minimo. A componente vertical da tracdo, em correspondéncia aos apoios é igual a —

€ portanto

2 2
Trweey|H +[W%Lj = W;L,/H%(%j (2.10).

O comprimento de um elemento diferencial de cabo é

2
ds=./dx* + dy* =dx /1{%) (2.11)

Para o presente caso, portanto, o comprimento total do cabo parabdlico é

L sh Y
é:joz 1+[?xj dx (2.12)
Resulta
L 4h L. |4h 4h\? L 4hY L _(4h
l=—| J1+| — | +—In| —+,[1+| — =—|,[1+| — | +——larcsin| — ||(2.13)
2 L 4h L L 2 L 4h L



Para pequenas flechas, h< L, a seguinte expansado pode ser adotada”:
8h’>  32h*

TR
3L 5L

Uma breve inspecdo da equacdo acima permite evidenciar uma caracteristica importante das

+O(h6)

tensoestruturas. Tomando-se, por conveniéncia, a expansédo da equacao (2.13) truncada no segundo

termo, e lembrando da hip6tese de inextensibilidade do cabo, tem-se
8 o
#L,h)= L+—-h?=cte
3L

e logo
ol ol
—dL+—dh=0,
oL oh
donde se pode extrair uma relagédo entre a variagdo Ahda flecha do cabo, em fungéo da variagdo

AL da distancia entre os apoios:

2
LYV PR Y]
3L 3L°

h L
que, para I <<1, fornece Ah= 1:36_hAL , Isto &, para pequenas flechas, pequenos deslocamentos

dos apoios provocam proporcionalmente grandes variacdes da flecha, evidenciando a importancia

adquirida pela flexibilidade dos apoios, no que diz respeito a resposta das estruturas de cabo.

Wo
EEREREEETIENRRERER!

~

Figura 2 — Cabo sujeito a carregamento uniformemente distribuido ao longo do vao.

‘A expresséo foi obtida usando o processador simbdlico Maple, mas é fornecida também por diversas referéncias, por
exemplo [NORRIS, 60] e [SCALZI, 69], citados por [SHODEK, 92].
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| L=20m

y h=6m

Figura 3 — Cabo sujeito ao peso proprio

2.2. CABO SUJEITO AO PESO PROPRIO

O carregamento do peso préprio depende do comprimento de cabo e ndo da sua projecéo horizontal.
Ou seja, no caso do peso proprio tem-se W= W( S) onde Sé a funcdo comprimento de arco.

Recordando que o comprimento de um elemento diferencial de cabo é dado por (2.11) e levando em

conta (2.6), tem-se

2
ds= dx\/l + (ﬁ [w(s) dsj (2.14)

ou seja, separando variaveis e integrando

X = (2.15)

As constantes de integracdo dependem das condi¢cdes de contorno do cabo. Por exemplo, para o

cabo da Figura 3, simétrico em relagdo a origem, sendo Yy = y(x)a curva que define a sua forma, e

admitindo um peso uniforme, por unidade de comprimento, W( X) =W, tem-se

ds ds

X_I\/lJr le(.[wods)2 _I\/1+H12(wos+ Cl)2

(2.16)

, I - 1 du w,
Mediante a substituicdo de variaveis: U = E(WOSJr C); —= 1 tem-se

ds



du H : H i L
j _ =W0(arc5|nh u+GC,)= W[arcsmh(ﬁ(woﬁ Cl)j + Czj (2.17)

0

. _ . _ 1 1
Para determinar as constantes de integracdo, considere-se que Y = EIW(S) ds= E(WOS+ C)e

que para X=0 tem-se S(O) =0e ;ﬂ =0 e, portanto C, =C, =0.
X x=0
Logo
H . WS
X =—arcsinh—— (2.18)
W, H

O comprimento da corda em funcédo de X é dado portanto por

s:%sinh%x (2.19)

_ ;WS oW, L (W
e considerando que Yy =?=—S|nh FX chega-se a

H
H W,
y=—ocosh| —2x [+ C, (2.20)
W, H
: . - H X
Finalmente, aplicando-se a condigbes de contorno y(O):0resuIta C,=—— e, chega-se a

0

equacdo da funicular do cabo homogéneo e uniforme, simplesmente suspenso (catenaria):

y:%{cosh (%x)—l} (2.21)
0

L
A constante H é obtida usando-se a condigdo de que y(zj = he portanto

h:i{cosh (ﬂj—l} (2.22)
A 2H

Para o cabo da Figura 3, admitindo, por exemplo, W, =5N/m, h=6m, L=20m, a resolugdo

numérica da equacgdo transcendental (1.22) fornece H =45,8kN, o que finalmente define a
~ _ L
deflexdo do cabo, Yy = 9,16[cosh(0,109x) —1] , 0 comprimento do cabo /=S| X= E =24,2me

a maxima tensdo, em correspondéncia aos apoios T max = 75,9N .
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L : : : 1
Em muitas circunstancias da pratica, a relacdo entre a flecha e o véo é pequena, digamos I = E

Nestes casos, a catenaria praticamente se confunde com a pardbola. A figura 4 compara parabolas e

, _ h
catenarias de mesma flecha h e mesmo véao L, para diferentes relagdes I; em todos os casos, a

catendria envolve a parabola.

L (d) h=L
h=—
©h==

h
Figura 4 — Comparacao entre parabolas e catenarias, para diferentes relacdes I; em todos os

casos, a catenaria envolve a parabola. Notem-se as diferentes escalas para o eixo vertical.

-11 -



2.3. CABOS DE BORDA

Um problema recorrente, no processo de ante-projeto de estruturas de membrana é aquele de
dimensionar os cabos de borda da membrana. O estado de solicitacdo destes cabos depende da
geometria da borda e do nivel de retesamento da membrana. Apresenta-se a seguir a construcao de

um abaco particularmente Util para este pré-dimensionamento.
A figura 5 mostra um cabo inextensivel, sujeito a um carregamento transversal uniforme S(e tragcdo T
constante, portanto). Por simetria, depreende-se que o cabo adquire a forma de um arco circular, de

corda L e flecha h (forma também chamada de velaria).

O equilibrio do cabo na direcéo do eixo vertical da figura 5 permite escrever

2Tsena = LS (2.23)

Por outro lado, valem as relag6es geométricas

h=R(1-cosa) e L=2Rsena (2.24)
€ portanto
R:IS (2.25)
o
R

N N\ 2

T
L
2 L
S~ AT
J \“s—

Lol

Il

Figura 5 — Um cabo sujeito a carregamento transversal uniforme S (e tracdo T constante, portanto)

adquire a forma de um arco circular, de corda L e flecha h.

Levando em conta as relagdes acima, obtém-se ainda

2
h=1|1- J1-[ 2 (2.26)
S 2T
: - . h T
e finalmente, definindo as relagdes f :I e S:§ , tem-se



2
f =f 1- 1—(£j (2.27)

. T
E interessante graficar a relacédo (2.27) para diferentes valores de S= g , usando as abscissas para

h

varrer os valores de f :I' e as ordenadas para varrer os valores da corda L. O 4baco resultante

pode ser empregado no pré-dimensionamento dos cabos de borda de membranas retesadas. Assim,
por exemplo, tomando-se uma membrana com uma borda com arco L =50m, sujeita a uma tracéo

por metro linear S=1kN/m, pode-se buscar a flecha necessaria, para se limitar a tragdo no cabo a
. . T i
T=50kN. Entrando, nos abacos da figura 6a, com os valores Szg =50me L=50m, obtém-se,

f =0,134 e portanto h=6,70m. Alternativamente, dados os valores de S L e h, pode-se

determinar o valor da tracéo T resultante no cabo.

Abaco para dimensionamento de cabo de borda de tensoestruturas Abace para dimensicnamente de cabo de borda de tensoestruturas
16 ]
s=1 —s=10n
il m m /
—_—g=2m i a=Mm
" s=3m —s=Mm =
B ]—s=im = s=40m /
12 s=8m Bl —y=sm T —
MN{—s=6Bm g
0 s=Bm o | =
gl—s=10m //
< 8 = - 0
7 { o —
B = o = — 5
% St e -
Il — ',-;:'" 0
3 = e i | et
; = -""|. | ——— 10
o | z
; L ! : 1 |
0 007 005 008 00 013 015 018 03 03 03 000 0025 O0S0  OO7F5  OUDD 0425 0150 0975 020 035 0250
f=hiL I=hi
(@ Im<s<10m (b) 10m< s<50m

Figura 6 — Abacos para pré-dimensionamento de cabos de borda de membranas retesadas
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3. MODELOS DE CORDA

3.1. MODELO LINEAR

A figura 7 mostra o modelo de uma corda fixada pelas extremidades, para a qual se admite que os
deslocamentos dos seus pontos sejam exclusivamente transversais”.

V(X)

Figura 7. Corda distendida horizontalmente, vibrando com deflexao V(X,t)

Admite-se que a corda seja homogénea, de comprimento L, disposta horizontalmente (ou seja,
esteja sujeita a uma forca de tracdo T suficientemente grande para que seja possivel desprezar a
deformacédo devida ao peso proprio). Admite-se ainda que as deformagfes da corda durante o
movimento sejam suficientemente pequenas em relacdo a deformacéo inicial, para que também a

variacdo da tragdo possa ser desprezada.

Mediante as hipéteses acima, pode-se, utilizando o principio de D'Alembert, somar as forcas de

2
\'
inércia ao carregamento externo (W= p+,u?) e considerar este novo carregamento em (2.7),

derivada duas vezes. Entdo, Com a mudanca ébvia de (V=Y e T =H), obtém-se a equagdo

diferencial que governa a vibracdo forcada da corda, com deslocamentos exclusivamente

transversais [CRAIG, 81]:

2 2
_ Q-i—TQ: p(x’t)

ot o (3.1)

onde u é a densidade linear de massa, T é a tracdo na corda e F é a distribuicdo das forcas

externas, verticais, agindo ao longo da corda.

Considere-se o caso de vibragao livres, isto é, p(x,t) =0. Neste caso, a resposta fica caracterizada

pelas condi¢des iniciais a que o sistema for submetido. Além disso, sendo xe T constantes, a
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equacdo diferencial (3.1) é linear. Esta equacé@o, com p(x,t) =0, é conhecida como equacdo de
onda, e foi resolvida pela primeira vez por D'Alembert, que mostrou que a solugéo geral é

v(xt)=f(x—at)+ f(x+at) (3.2)

T
onde f(X) € uma funcgdo arbitraria, determinada a partir das condi¢fes iniciais e a=_|— é a
V MU

velocidade de propagacdo da onda no meio elastico. A resposta V(X,t) pode ser entdo entendida

como a superposicdo de duas ondas de deslocamento transversal que se propagam
longitudinalmente a corda, em sentidos opostos. A figura 8 mostra sucessivas posi¢cdes de uma

corda, para o caso em que a deformacéo da corda € dada pela curva ndmero 1, indicada na figura.

g
T

o bo
<

r
L

-

S

T <r
Je!
<l@a

%@) L@
g
ePol o

Figura 8. Propagacéo de onda em uma corda (extraido de SHiLov [74]).

Pode-se chegar a expresséo (3.2) resolvendo (3.1) pelo método de separacéo de variaveis. Assim,

seja V(X,t) expressa por

v(xt) = ivn (x)senat (3.3)

Substituindo (3.3) em (3.1) obtém-se uma série de equacdes diferenciais ordinarias

d—z\ﬁu“—“)”vn:o; n=1 2, 3,... (3.4)
dx T
cujas solucdes sdo da forma
V,(x) = A,sen S, x+ B, cos ,x (3.5)
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2
HO , I o x
onde f, = . = . Como as extremidades da corda estéo fixas, as condigbes de contorno séo

nrz
nulas. Para solugdes V,(X) ndo triviais obtém-se, portanto, B, =0 e ,Bn:T, donde se

. L nz [T _ L
extraem as frequéncias proprias a)n:T — e 0s modos de vibragdo livre da corda

y7,

V,(x)= AjsennTﬁx.

Para condicdes iniciais arbitrarias, a solucéo geral de (3.4) é

v(x,t)= i A sen[nTﬁ xj sen(n—f Itj (3.6)
n=1

y7,

1
Por meio da identidade Sen AsenB:E[COS(A— B)—COS(A+ B)] reconhecem-se as ondas

viajantes previstas por (3.2):

(3.7)

Considere-se o caso da corda vibrando exclusivamente no primeiro modo, isto ¢, n=1. Neste caso,

os deslocamentos transversais dos pontos da corda séo dados por

v(xt)= Asen Gx)sen &\Et} —V(t)sen (% xj (3.8)

correspondendo a uma onda estacionaria, com amplitude variando conforme V(t)= Asenawt, onde

Vs /T
w, :E — é freqliéncia angular fundamental da corda. Levando em conta que a freqliéncia natural
MU
. 1) , 3 _ 1T
é f =— eque m= L é amassa total da corda, obtém se ainda f, = =./[— (em Hz).
2 2 \'mL

Substituindo-se (3.8) em (3.1) tem-se

,u(i;[\zl +7° %V =0 (3.9)
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Portanto, uma corda linear, vibrando no primeiro modo, pode ser representada por um sistema

. ~ * * 2 TO
massa-mola equivalente de parametros <m =yl ;K =7 T .

3.2. MODELO NAO-LINEAR

Se a amplitude de vibracdo da corda for tal que seu quadrado ndo puder ser desprezado, entdo a

tracdo T na corda ndo pode mais ser considerada constante, e a equagdo do movimento da corda
vibrando no plano torna-se ndo-linear’. Nesta secdo, procura-se estabelecer a equacédo diferencial
gue governa as vibragcbes planas livres da corda, admitindo a variacdo da tracdo ao longo de seu
comprimento. As hipéteses de deslocamentos pequenos e exclusivamente transversais sdo, porém,

mantidas. Segundo Irvine” o modelo foi estudado pela primeira vez por G.F. Carrier, em 1945.

Considere-se portanto uma corda originalmente horizontal, cujos pontos experimentam

deslocamentos exclusivamente verticais V(X,t). Com esta hipotese, o acréscimo de deformacao da

2
1
corda, a partir de sua configuragdo inicial, € dado por g(x)zz[a—j . Admitindo um material
X

elastico-linear, a tragdo em cada pondo da corda sera

EA( ovY
T(xX)=EAs(X) =T, + —| & .
(x) (X)=To+= (axj (3.10)

Novamente, a aplicagdo do principio de D’Alembert para o movimento transversal fornece

o%v EA(&V)Z o%v
=0 (3.11)

—U—+|T+—| — | |—=

o> | ° 2 \ax) |ox
Observe-se que, em comparacdo com a equacao (3.1), que expressa as vibracdes livres do modelo
linear, surge em (3.11) um termo extra, decorrente da variacdo da tracdo T ao longo de X. Como

esta variacdo depende das amplitudes da vibracdo, o modelo é ndo-linear.

O modelo dado pela equagédo (3.11) &, no entanto, de dificil tratamento. Carrier introduziu uma

hipétese adicional, considerando que, embora variando com a amplitude, a tracdo T permaneca
uniforme ao longo da corda. Neste caso, para um material elastico linear, tem-se

T=k({—lo)=k({-L)+T, (3.12)

® Oscilagdes fora do plano, com a corda girando em torno de seu eixo séo também possiveis, mas transcendem ao interesse
do presente trabalho.
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EA
onde k=7 é a constante de mola da corda, ;& o seu comprimento indeformado, /o
0

comprimento atual da corda e, sendo ainda L a distancia entre os apoios, T, = k(L - KO) :

Portanto, novamente aplicando o principio de D'Alembert, obtém-se uma nova equacéao diferencial

o’v o’v
—,u¥+[To+k(€—L) y=0 (3.13)

Ao contrario do que ocorre com os sistemas lineares, as freqiiéncias da corda de Carrier ndo sdo
bem definidas, pois dependem da amplitude da oscilagdo. No entanto, IRVINE [81] mostra que oS
modos de vibragdo caracteristicos deste sistema sdo 0s mesmos que no caso linear classico. Assim,
admite-se novamente que a corda vibre no primeiro modo, conforme

v(x,t)=V(t)cos(%xj ; —%S xﬁ% (3.14)

onde, para se obter maior precisdo nas expansées subsequentes, tomou-se a origem no meio do vao.

Substituindo (3.14) na equacéo diferencial (3.13) tem-se

o
ot?

2
u +[T0+k(€—L)]%V =0 (3.15)

O comprimento da corda em funcéo da amplitude sera, portanto

L/2 2
ﬁ(x,t):z.[ \/1+[%) stenz(%xjdx (3.16)

0

Expandindo o integrando de (3.16) em série de Taylor, e substituindo em (3.15) a aproximacao

resultante para é(x,t), truncada em O(\/Z), obtém-se

2 4 6
?jt\z/JF”Z%VJ{ﬁ d j%w:o (3.17)

H 24 480

Portanto, admitindo a corda em vibracdes planas, exclusivamente no primeiro modo, o0 movimento
pode ser descrito por uma equacgéo de Duffing [IRVINE, 81].
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3.3. VIBRACOES DA CORDA DO VIOLINO — MODELO MINIMO

Uma corda de violino € um sistema nao-linear relativamente complicado, no qual um regime de
oscilagdes auto-excitadas é provocado pelos sucessivos periodos de escorregamento-adesao, entre
um arco e a corda. Este efeito foi pela primeira vez explicado por H. Helmoltz e Rayleigh no final do
século XIX. A partir dai, modelos de complexidade crescente foram propostos, sendo que um resumo
da teoria subjacente é dada por SCHUMACHER [95]. A seguir, pretende-se expor apenas um ‘modelo
minimo’, capaz de representar 0s aspectos essenciais da vibracdo da corda do violino. Uma
discusséo acerca da insuficiéncia deste modelo para representar as vibra¢des da corda de um violino

real é dada em PAULETTI [99].

O modelo minimo para a representacdo da corda do violino é esquematizado na figura 9a, que

mostra um bloco de massa Myvinculado a uma mola K e apoiado sobre uma esteira rolante rugosa,

de velocidade constante 9% Claramente, este modelo minimo simplifica consideravelmente o
dt

comportamento de uma corda de violino real. A simplificacdo mais flagrante diz respeito a reducao
das vibracdes da corda a apenas um grau de liberdade. A corda é no entanto um sistema continuo, e
esta simplificacdo pode obviamente se revelar exagerada, no que diz respeito a representacdo de
uma corda real.

Funcéo atrito de Coulomb
20 T T

15
10p
k
m St
v
—_ 0
C )
-10-
-15-
-2 1
-4 3 2 1 0 1 2 3 4
(a) esquema do modelo minimo (b) funcéo de atrito entre corda e esteira

Figura 9. Modelo minimo da corda de violino

Um estudo analitico interessante deste modelo é feito por BELTRAMI [87], que observa que a forga de

. . . _ _ dv ds, dv |
interacdo entre a corda e o arco é governada pela velocidade relativa ————, onde —¢ a
dt dt dt
. ds, _ _ .
velocidade da corda e E aquela do arco. Enquanto a corda estiver aderida ao arco, a velocidade
o . v ds, _ _ i
relativa é nula, isto &, E :E' Neste caso, uma vez que se admite que a velocidade do arco é
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constante, a aceleracao da corda é nula e a forca de atrito que o arco exerce sobre a corda equilibra

a forca restauradora exercida pela corda, isto é, a forca de atrito vale K'v, enquanto ‘k*\l‘ < f,, onde

fe € a maxima forca de atrito. Em uma primeira aproximacéo, pode-se tomar fe constante, sem

prejuizo para o tipo de comportamento esperado. Quando o bloco se move em relacdo a esteira, por

L dv ds, :
outro lado, a forca de atrito é dada por — f, sgn pramral | sendo f, < f, uma forca de atrito
dinédmico.

. A i dv ds,
Utilizando a 2* Lei de Newton, obtém-se, para — ——— =0,
dt dt
LAV dv d
m —-+k v+ fysgn A ) =0 (3.18)
dt dat dt

A equacdo (3.18) pode ser desmembrada em duas equacdes, dependendo do sentido da velocidade

relativa. A energia total do sistema é constante e vale

2
E :%m* (%} +%k”v2 + fv (3.19)

Por sua vez, a equacéo (3.19) pode ser reescrita como :

av) K
E=|—| +—(v+ f v) =cte 3.20
(dtJ (v ) (3.20)
2 (20)
E:(QJ + k*(vJ_rfdv)Z:cte
dt m

dv
relacdo que descreve duas familias de elipses no espaco de fase [V;E . Existe uma familia I,

fq

—4d . f
centrada no ponto k * 0 e outra familia Il centrada em [— kd ; 0 |. Enquanto persistir a

* 1

ds,

f dv
condicao |V| < ki , 0 bloco move-se solidariamente a esteira, com velocidade — =—>0. Isto

dv d
significa, no plano de fase, um trecho de érbita sobre a reta horizontal definida por —:—SO

dt  dt

conforme pode ser identificado na figura 10.
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As Orbitas mostradas na figura 10 podem ser interpretadas levando-se em conta que condi¢cfes

dv

iniciais, dadas por um ponto Vo ot no espaco de fase, caracterizam um estado de
0

energia e sao interceptadas por uma elipse de uma das duas familias. Se a velocidade do bloco for
positiva, estas condi¢bes pertencem a uma elipse da familia Il. Se, ao contrario, a velocidade for
negativa, o ponto inicial pertence a uma elipse da familia I. Como a energia é constante, o sistema

percorre a particular orbita eliptica a qual pertence o ponto inicial, até interceptar a reta horizontal

dv _ds, i dai . ) fe . av.
=—— . A partir dai, corda e arco movem-se solidariamente, até o ponto k * 1 ot LA
0

dt dt
partir dai, a forca de atrito f, n&o mais é capaz de fazer frente a forga elastica — k*ve a corda passa

ds,

dv
a retardar-se em relagéo ao arco, com E -——>0

dt

f
A velocidade absoluta da corda anula-se para um deslocamento além de ki . A partir deste instante,

f
a corda retorna alcangando sua maxima velocidade, para a esquerda, em k(i . Em seguida, a corda

passa a desacelerar, seguindo sempre sobre a mesma trajetéria eliptica até aderir novamente ao
arco e iniciar um novo ciclo, sobre a mesma trajetéria. Estabelece-se um ciclo limite, indicado na
figura 10, em que a energia dissipada pelo atrito entre arco e corda € reposta pelo movimento do

arco.

f
Para uma forca de atrito fd constante, 0s pontos estacionarios [i k(i ; 0 |s&o pontos estaveis de

equilibrio, e as Orbitas com conteldo energético menor que aquele correspondente ao ciclo limite
também sado estaveis. No entanto, ocorre que a transicdo entre a adesao e o escorregamento é de

fato continua, de modo que a forca de atrito cai abrupta mas continuamente desde o valor da forca de

f
atrito estatico f_ e até o valor da forga de atrito dinamico f,. Por esta razdo, os pontos [i k(i ;0

dv

sdo instaveis. A partir de condi¢des iniciais Vo ot internas a o6rbita do ciclo limite, a
0

corda vibraria com amplitudes e velocidades crescentes, com Orbitas espiralando no plano de fase,

até atingir o ciclo limite.

Quando a agdo do arco sobre a corda do violino € vigorosa (V é um valor alto), a amplitude da 6rbita

do ciclo limite é grande, correspondendo a um som potente. Porém, para velocidades suficientemente
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altas, o ciclo limite aproxima-se uma 6rbita eliptica no diagrama de fases, a menos de um pequeno

ds,

dv
trecho horizontal, no qual F :E. Assim, o ciclo limite tem, aproximadamente, uma freqiiéncia,

t
1 |k 1T _ . - "
f =—.|— ==,/—, diretamente ligada as caracteristicas geométricas da corda.
2z \m  2\VmL

Velocidade

0.4 ' '

0.3 h

0.2] b

-0.11

-0.2[
limite
nilia |

-0.5[

-4

x 10
Posicédo

Figura 10. Diagrama de fase para o modelo minimo

A figura 10, usada para ilustrar o estudo analitico de BELTRAMI [87] foi de fato gerada numericamente,
empregando-se o modelo de corda ndo-linear discreta, (razdo pela qual, de fato, as trajetdrias nédo
sdo perfeitamente elipticas), dado pela equacao (3.17), acrescida, no segundo membro, da for¢a do
violino:

dv ds)

dt ot

f, (v,%j = sign(% —Z—?j[ fo—(f.— )] 1- e (3.21)

isto é, uma forca de atrito dindmica decaindo exponencialmente entre a for¢a de atrito estatica

méaxima f, e a forca dinamica minima f ™" .

Portanto

4 6
AV Ty [ Ky fd(vﬂj (3.2
dt L 24 480 )L dt
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Estipulou-se que a corda deveria vibrar fundamentalmente na nota La de freqiiéncia fundamental

440Hz. Para se obter esta freqiiéncia, considerou-se uma corda com m=0,01, L=10 e

T, = 7744. Fixando um comprimento indeformado ¢/, =0,9L, ajustaram-se os demais parametros

da corda para se obter a freqiiéncia fundamental desejada. Quanto a forca do arco, adotaram-se 0s
min dSO

parametros: f, =20; f;™ =18; o =10; d_ =0,1526 (figura 9b). A figura 11 mostra o
t

transiente de deslocamentos da corda obtidos com a resolu¢do numérica, associados ao diagrama de
fase dado na figura 10.

% 10 Deslocamento x Tempo para o0 modelo minimo

7 T T

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

Figura 11. Deslocamentos para 0 modelo minimo

Conforme se afirmou anteriormente, o modelo minimo da corda de violino despreza uma série de
fatores ligados ao comportamento da corda e do arco, a acdo do musico e a resposta do corpo do
violino. Os transientes associados a vibracdo de uma corda de um violino real sdo muito mais
complexos do que o resultante do modelo. Uma comparacgéo entre 0 modelo minimo e a vibragao de
uma corda de violino real € empreendida em PAULETTI [99].
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