PTC-2305: Quinta lista de exercicios

Exercicios sugeridos: 5, 6, 12, 19

1. Seja W uma VA exponencial com funcao densidade de probabilidade dada por

fw(w) = {e"“’, w=0

0, caso contrario

Encontre a func¢ao distribuicao Fx((x) do processo atrasado X (t) =t — W.

2. Dado o processo X (t) do exercicio 1, encontre, para t > 0,

(a) o valor esperado de X (t).

(b) a fungao de autocovariancia Cxx (t,t + 7).
Dica: E[W]|=1e E[W? = 2.

3. Quais das seguintes fungoes Ry x[¢] podem ser fungoes de autocorrelacao de um pro-
cesso estocastico de tempo discreto X[n]? Justifique suas respostas (nas expressoes
abaixo, §[¢(] = 1 para £ = 0 e §[¢] = 0 para ¢ # 0).

(a) Rxx[f]=0.63[(+ 1]+ 0.53[(] + 0.6 5[¢ — 1]
(b) Rxx[¢] =0.30[(+ 1] —0.56[¢] + 0.3[¢ — 1]
(¢) Rxx[f] = —0.36[( 4 1] +0.56[(] — 0.35[¢ — 1]
(d) Rxx[(] = —0.38[¢ + 1] + 0.58[¢] + 0.3 5[¢ — 1]
(e) Rxx[l] =0.56[(] —0.35[¢ —1]
4. Considere o processo aleatério X[n] = X[n — 1] + W,,, com X[0] = 0 e W,, uma

seqiiéncia de VAs Gaussianas i.i.d. (com média py e variancia o3,). Calcule a fungao
de autocorrelagdo Ry x(ni,nsg).

5. Um processo aleatério X (t) consiste de trés fungoes: xq(t) = 1, z2(t) = =3 e 23 =
sin(27t). Cada fungao ocorre com igual probabilidade.

(a) Encontre a fungao média jux)(t).
(b) Calcule a fungao de autocorrelagao, Rx x(t1,t2).

(¢) O processo é estaciondrio no sentido amplo? E no sentido estrito?

6. X(¢) é um processo estacionério no sentido amplo com poténcia média igual a 1. Seja
a VA © ~ Uniforme(0, 27). Suponha que © e X (¢) sdo independentes.
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7.

10.

11.

12.

(a) Qual o valor de E[X?(¢)]?
(b) Qual o valor de E[cos(27 f.t + O)], para uma f. constante e deterministica?
(c) Seja Y (t) = X(t) cos(2m fot + ©). Qual o valor de E[Y ()]?

Considere o processo X (t) = Acos(wt + O), em que A ~ Uniforme(0,2) e © ~
Uniforme(0, 27) sdo independentes entre si (aten¢ao: note que A e © nao dependem
de t e s@o escolhidos apenas uma vez para cada realizagdo do processo). Determine:

(a) a fungao média px)(t) = E[X ()] do processo.
(b) a fungao de autocorrelagao do processo rx(t1,t2) = E[X (t1) X (t2)].
1
Dica: cos(a) cos(b) = 5 [cos(a + b) + cos(a — b)].

(¢) O processo é estacionario? Justifique.

Seja o processo estocastico X (t) = At + B, onde A e B sao varidveis aleatdrias
independentes e com distribuigao uniforme no intervalo [—1,1]. Determine se X (t) é
um processo estacionario no sentido amplo.

Considere o processo aleatério X () = A cos(w,t) + Bsin(w,t), onde A ~ N(0,0?) e
B ~ N(0,0?) sao independentes. Calcule a fungao média e a fungio de eautocorrelacao
de X(t) e mostre que se trata de um processo estacionario no sentido amplo. Calcule,
também, fx, x,(x1,xe; t,t 4+ 7).

X (t) é um processo aleatério estacionario no sentido amplo, com jux () = 0. Defina o
processo Y (t) = X (at), com « # 0. Encontre Ryy (¢,t+7) em fungao de Rxx(¢,t+7).
O processo Y (t) é estacionério no sentido amplo? Caso seja, calcule sua densidade
espectral de poténcia Syy (w).

Dado o processo estaciondrio X (t), determine a densidade espectral de poténcia de
Y(t) = A+ BX(t) em termos da densidade espectral de de poténcia de X (t) e assu-
mindo que A e B sao constantes deterministicas reais.

Um processo estaciondrio no sentido amplo X (¢) com fungao de autocorrelagao Rx x (1) =

_ 2, . [N .
e~ ¢ filtrado por um sistema com resposta em freqiiéncia

. 1, 0< |w| <27
H(]W):{ H

0, caso contrario

Calcule:

(a) a poténcia média da entrada X(t).
(b) a densidade espectral de poténcia da saida Syy (w).

(c) a poténcia média da saida Y'(¢).



13.

14.

15.

16.

17.

Um filtro RC com resposta em freqiiéncia

1

Hijw) = ———
() = 007 7 70

é excitado por um sinal X (¢) modelado como um processo estacionario no sentido
amplo com densidade espectral de poténcia

1074, |w| < 2007

s . )
0, caso contrario

Sxx(w) = {

resultando no processo Y (t).

Determine:

Seja X (t) um processo estaciondrio no sentido amplo que é ergddico na média e na
autocorrela¢ao, mas com px nao-nula. Seja Y (t) = CX(¢), onde C' é uma VA inde-
pendente de X (t) e E[C] # 0. Mostre que Y (¢) ndo é ergddico nem na média, nem na
autocorrelagao.

Considere o processo estocdstico X (t) = 25:1 a, cos(wpt + 6,,) onde a, e w, # 0 sdo

constantes deterministicas e ©,, é uma seqiiéncia de VAs i.i.d. distribuidas uniforme-
mente entre 0 e 27.

(a) Encontre a funcao de autocorrelagao de X (1).

(b) Encontre a densidade espectral de poténcia de X ().

Seja X (t) um processo estaciondrio no sentido amplo com fun¢ao média px(t) =0 e
fungao de autocorrelagdo Rxx (7). Considere o processo Y (t) = 2 + X (t). Encontre
Ry (7) e verifique se o processo Y (¢) também é estacionério no sentido amplo.

Considere um processo estaciondrio e ergédico X (t) com média nula e PSD dada por,

em W/Hz,
2, |w| <2rad/s
S =
xx(w) {O, lw| > 2 rad/s

Suponha que o processo X (t) passe por um filtro com resposta em freqiiéncia H (w) =
1 — |w|, para |w| < 1, e H(w) = 0, caso contrério. A fase de H(w) é nula. Determine:

(a) a poténcia média de uma realizacao z(t) do processo X (t).

(b) a densidade espectral de poténcia do processo Y (¢) na saida do filtro.



(c) a variancia de Y'(t).

18. O temporizador de um circuito é controlado pela constante de tempo de um RC.
O valor nominal da constante de tempo é 1 ms, mas este valor varia em cada cir-
cuito fabricado devido a variagoes nas resisténcias e capacitancias. Considere que a
condutancia G seja uma VA com distribui¢ao uniforme no intervalo [0.9,1.1] mS e
assuma que C' seja exatamente igual a 1 pF.

A forma de onda no temporizador é uma exponencial decrescente
V(t)=e c'H(t),

para V(t) em volts, t em ms, G em mS e C' em pF. Note que, considerando o conjunto
dos circuitos fabricados, V(¢) é um processo estocastico.

(a) Calcule a funcao média ) (t) = E[V (t)].
(b) Calcule a fungao de autocorrelagdo Ry (t1,t2) = E[V (¢t)V (t2)].
(¢) O processo V(t) é estacionario?

)

(d) O temporizador mede tempo verificando quando a tensao de saida cai abaixo de
e~! V, ou seja, o circuito mede T : V(T) = e~!. Calcule a probabilidade de
T < 0.95 ms.

19. Um sinal deterministico v(t) ¢ afetado por ruido branco N (¢) de média nula e densidade
espectral de poténcia Syy(w) = 2 x 1079 7. Considere o sinal Y (t) = v(t) + N(t) e
responda, deixando o resultado em fungao de v(t):

(a) Qual é a funcao média juy ) (t)?
(b) Qual ¢ a fungao de autocorrelagao de Y (¢)?

(c) Na tentativa de reduzir a influéncia do ruido N(t), o sinal Y (¢) é filtrado por um
passa-baixas ideal com banda B, isto é,

H(jw) 1, |wl<B
w) =
J 0, |w|>B

Qual deve ser o valor de B para que a poténcia do ruido na saida seja 0.017



