PME 3201 — Laboratério de Simulacdes Numéricas
Fundamentos dos métodos de integracao numeérica

Prof. Dr. Flavio Celso Trigo

1 Introducao: derivacao numérica

Dada uma fungdo escalar unidimensional genérica z = f(t), sua expansdo em série de Taylor em torno

de um ponto genérico ¢ é dada por:

z(t+h) = z(t) + 2/ (t).h + %x” (t).h* + %x(?’)(t).hB +OmY) + ... ... (1.1)

Ignorando termos de 2a. ordem e superiores, com h — 0, pode-se aproximar a derivada da fungdo x(t)
por

{L‘/(t) ~ f(t+hf)L_f(t) (12)

E notdrio que a aproximagao acima envolve um erro, que deve ser quantificado. Considerando que

a derivada numérica real teria todos os termos, para determinar o erro basta isolar z/(¢) naeq. 1.1 e

subtrair o resultado da eq. 1.2:

e(t) = (x(t + h})L - a:(t)) - [x(t +h) —x(t) — %x (t).n* + %x(g)(t).h?’ ... =
e(t) = %x (t).h + %:c(?’) (£).h2 + ... (1.3)

Conclusdo: o erro cometido é da ordem de h, indicado como O(h). Em outras palavras, o erro
cometido no passo de aproximacao h é somente um expoente do préprio passo menor do que seria a

correcdo efetuada, O(h?), caso o termo de 2a. ordem fosse, também, levado em conta [1].
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O processo de derivagdo avaliado até o momento é denominado "diferenca a frente”. Caso, em

1.2, se utilize um passo de "diferenca para tras”, isto é

o)~ S = z(t — 1) (1.4)

o erro cometido na aproximacao seria idéntico ao de 1.3. No entanto, utilizando-se uma aproximacao

denominada "diferenca finita central”na forma

2 (1) ~ x(t+ h)2—hx(t —h) (15)

a expansao em série de Taylor resultaria em

1 1
x(t+h)=xz(t) +2'(t).h + ix” (t).h* + ix(g) (t).h> + ... .. (1.6)
1 1
z(t —h) =z(t) —2'(t).h + 5:1:” (t).h? — 5;1:(3) (t).h> 4 ... ...
de forma que, com 1.6 em 1.5,
, x(t)  2'(t) | 2"(@) B,
t) = .h he— 1.7
=5yt g (17)
z(t) 2'(t) | 2”@ ), 3
— — h— . 1.
oh 5 1 h T h*| + O(h) (1.8)
O erro é expresso por
x(t+h)—x(t —h) , 22'(t) 2x(3)(t) 9 , x(?’)(t) 5
o7 Z'(t) 5 + 15 h* —2'(t) 5 h (1.9)

ou seja, da ordem de h?.
Portanto, métodos baseados em diferencas centrais cancelam os termos da primeira ordem, devido a
simetria, e tendem a produzir resultados mais exatos. O contelido dessa breve discussao serd oportuno

no desenvolvimento dos métodos de Euler e de Runge-Kutta, vistos a seguir.
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2 Meétodos explicitos e implicitos

De forma resumida, na utlizacdo da expansdao em série de Taylor para a resolucdo de problemas en-
volvendo equacdes diferenciais de forma discretizada e recursiva (problemas de valores iniciais), diz-se
que, se o estado do sistema a posteriori é totalmente determinado a partir das condicées no instante
atual, genericamente para uma fun¢do z(t), se z(t+h) = ¢(t, z(t), h), o método é explicito. Por outro
lado, caso alguma informagdo sobre a condicao a posteriori seja necessaria, o método é denominado

implicito.

3 Meétodos de Euler

3.1 Métodos de Euler explicito e implicito

No método de Euler emprega-se a aproximacdo de Taylor com truncamento a partir do termo de 2a.
ordem; é, portanto, um método cujo erro é da ordem O(h), onde h representa o passo de integrac3o.

Para apresentar o método, partamos de uma equacdo diferencial ordindria escalar na forma

dx(t)
dt

— &/(t) = f(t,2(t)), 2(to) = x0 (3.1)

Supondo-se conhecido o valor de z(t) em um instante qualquer ¢y, e considerando este o intante atual,

deseja-se obter o valor de x(t) para t > t,, genericamente,
t=ty+ At (3.2)

A eq. 3.2 pode, entdo, ser discretizada em k intervalos de passo h = At constante utilizando-se o

esquema numérico
to, to + 1h, to + 2h, .otg+ kh = to, t1, to, ... Tk
com arecursao ty =tog+h, to=t1+h, ts=to+h,... .ty =t,_1+h

Retornando as egs. 1.2 e 3.1, a aproximacgdo pode ser escrita como

T1 — Tk

xy, = f(te, zp) A
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Para um passo h = At " pequeno”, ignora-se a aproximacao para obter
Tpy1 = x + h.f(tg, zr) Método de Euler explicito (3.4)

Perceba-se que, na obtencao da eq. 3.4, utilizou-se diferencas finitas "a frente”. Caso diferencas

finitas com passo " para tras” fossem empregadas, partindo da mesma aproximacao, eq. 1.2 teriamos

t) —x(t—h
2 (t) ~ 2(t) = a( ), (3.5)
h
que, discretizada conforme descrito acima, conduziria a
Tpy1 = X + h.f(tgs1, 2p01), Método de Euler implicito (3.6)

A implementacdo de uma solucdo para a eq. 3.6 ndo é simples pois, frequentemente, ird requerer
métodos iterativos e ndo-lineares como Gauss-Newton ou Newton-Raphson (que ndo fazem parte do
escopo do presente curso). Para ilustrar a dificuldade, atente-se para o exemplo abaixo:

Exemplo 1. aplicar o método implicito de Euler na solugdo da EDO 2/(t) = sen(x(t)), com z(0) = 1

e passo h = 1 Solucdo: de acordo com 3.6,

Tpi1 = T + 1. Sin(xk+1) —
rg = 1= 11 = xo + sin(z;)

= 11 = 1 +sin(x;)

Assim, para continuar a integracao, seria necessario resolver a ultima equacdo para 1, e assim por
diante. Note que a eq. é ndo-linear. Uma maneira de evitar (na verdade, contornar) esse problema
seria utilizar os benefi do esquema com diferencas centrais, adaptando-o ao cado do método explicito.
O método resultante, denominado Método de Euler Melhorado utiliza diferencas centrais em torno de

uma estimativa do préximo passo do método de Euler explicito.

3.2 Meétodo de Euler melhorado

Vimos que o método de Euler implicito exige maior esforco computaconal, uma vez que demanda o

calculo da derivada no ponto correspondente ao resultado do préximo passo de integracdo. Outrossim,
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conforme mostrado anteriormente, a ordem de grandeza do erro ¢ idéntica nos dois métodos (implicito
e explicito), levando a seguinte questdo: por qué utilizar entdo o método implicito? A resposta é
que, com uma engenhosa adaptagao, os beneficios de aumento de precisdo decorrentes do esquema
com diferencas centrais podem ser auferidos. Além disso, como mostrard o exemplo abaixo, métodos
implicitos estdo menos sujeitos a instabilidade numérica relacionada ao passo de integracao, h.
Exemplo 2: integrar a EDO 2/(t) = —Az(t), A > 0, constante.
Como se sabe, a solucio dessa equacdo diferencial é dada por z(t) = e=** De forma discretizada,

pelo método de Euler explicito,
Tho1 = T + hal, = xp1 = 2 — h.(Axg) = 2510 = (1 — Ay
Para que haja estabilidade, é necessario que |1 — A\.h| < 1. Entdo:

2
—1<1—)\.h:>>\.h<2:>h<xou

1—Xh < 1= h > 0solugdo trivial

conclus3o: caso h > % ) — o0 a medida que k£ — oc.

Por outro lado, utilizando um esquema implicito, segue que

Tpi1 = g + hoay =
Thy1 = Tl — h()\xk—kl) —

Tk
xr S —
k+1 1-'-)\}1’

que é absolutamente estdvel, uma vez que, para k — o0, 11 — 0, independentemente do passo h.
Justifica-se assim a existéncia de um método que combine os beneficios de maior exatiddo e esta-
bilidade, sem incorrer nas dificuldades inerentes ao método implicito em sua forma candnica. Para a
apresentacdo desse método, recorre-se ao auxilio da fig. 1.
Tomando-se o ponto (g, 3p) como inicio do processo, sabe-se que o valor da derivada y/(z) nesse
ponto é o coeficiente angular mg = f(xo,yo) da reta tangente ao gréfico da fun¢do integrada (repre-

sentada em cor azul no grafico) e que, no método de Euler explicito, é considerada constante. Assim, a
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integracao explicita levaria a um ponto x4, ¥}, introduzindo erro significativo com relagdo ao resultado

real (xl,y(xl)), desconhecido. Para minimizar esse erro, utiliza-se um passo intermediario, qual seja,
calcula-se o coeficiente angular m; = f(x1,y]) nesse ponto e corrige-se o coeficiente angular inicial
my, utilizando em lugar deste uma média entre os dois valores calculados em (x¢, o) e (x1,y7). O
resultado final assim obtido, (x1,%1), que serd utilizado como valor inicial na préxima iteragdo, possui
erro inferior ao obtido pela aplicacdo da iteragdo explicita convencional. O algoritimo pode ser resumido

da seguinte forma, voltando a nossa nomenclatura inicial:

conhecido (ty, z)

calcula-se z,; = @), + h.f(ty, 1) (Euler explicito)
St wi) + f(tegr, 254 q)

calcula-se p 41 =z + h. 5 (Euler melhorado) (3.7)
};
m
L ave
5 7 — f A
solution : S,m =f(x,yp)
(x1,y (11))\ P
curve o

mq = f(xg, ¥o)

_ J(xo, o) +f(x1,¥1)
2

\

(1, 1)

I I X
) X
R |
h
Figura 1: Representacdo grifica do método de Euler melhorado (adaptado de

http://wiki.sim.ul.pt/pt/images/b/bc/MMFisica-AEMfig6-1.jpg)
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4 Método de Runge-Kutta

Como vimos anteriormente, o método de Euler explicito possui erro da ordem O(h). Isso sugere que
se incluam termos de ordem superior no célculo da aproximagao da derivada na expansao em série de
Taylor. No entanto, para sua implementacdo, seria necessdrio determinar mais uma derivada, no caso
de uma aproximacdo de 2a. ordem, o que tornaria o processo bastante trabalhoso, quando isso fosse

possivel, pois em um caso como o da equacdo diferencial abaixo,
2 (t) = —2x(t),

em que z(t) é desconhecida, seria impossivel obter z”(t) para utilizagdo na expansio em série de
Taylor. O método de Runge-Kutta surge justamente para solucionar esse problema, ao passo em que

gera um polindmio de ordem 7 destinado a aproximar a r—ésima derivada a ser calculada.

4.1 Método de Runge-Kutta de 2a. ordem

Expandindo-se a EDO de primeira ordem genérica

dx

—-=a'(t) = f(t,(t)), 2(0) = zo (4.1)

em série de Taylor com passo de discretizacao h até termos de segunda ordem tem-se
1
Trpr = Tk + f(tr, 21)h + gf/(tk, zi).h* + O(h?) (4.2)

A segunda derivada da aproximagdo discretizada de z(t) é

Of(tr,xr) | Of (th, i) do
ot or  dt

[ty ox) = %f(tk,xk) = (4.3)

Utilizando 4.1 e substituindo 4.3 em 4.2 chega-se a

Of (te, vr) n Of (t, o)
ot oxr

A aproximacao de Runge-Kutta de 2a. ordem é

Tpy1 = T + f(tk, Ik)h —+ %hQ { f(tk, xk)} -+ O(h,g) (4.4)

Tpt+1 = T + h.(al.Kl -+ QQ.KQ) (45)
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Uma escolha légica é fazer K7 = f(tx,xx). Quanto a K5, como se trata da estimativa de uma

derivada em um instante para o qual a funcdo primitiva é desconhecida, admite-se
K2 = f(tk + Oz.h, Ll + BhKl) (46)

Percebe-se que, com « e 3 constantes e compreendidos entre 0 e 1, K; é a aproximagao da derivada
baseada em t;, ao passo que K estd relacionado em um avango de fragdo § (8.h.K;) do passo, a
partir de um instante x(tx), até um instante ¢, + «.h, intermedidrio entre t; e ) + h.

Se K, for considerada, também, uma fun¢do Ky = Ks(y, x)), sua expansdo em série de Taylor

até o termo de la. ordem fica

af(t af(t
Ky = Ks(ty, o) = f(tytah, zp+ B0 I ) = f(tk,xk)+%.a.h+%ﬂ.h.m+0(h2)
(4.7)
Ent3o, em 4.5,
Of (tg, Of (t,
Tht1 — Tk —+ {alf(tk, ZL‘k) + a9 [f(tk, ZL‘k) + %BhKl + %ah + O(hQ):| } h
Of (t, Of (ty,

Tpy1 = T + (ay + ag).hf(tg, 21) + aoB.R2f (1, xk)% + aza-hz% +O(h?) (4.8)

De 4.8 e 4.4 (reproduzida abaixo) conclui-se que

1 Of (t, Of (tg,
Tiar = Tt f (b, 1) bt { f(gt =) 4 f(akxxk).f(tk,xk)}JrO(h?’) (4.4)

(a1 + az).h.f(tg, mp) = h.f(ty, xx) = a1 +az =1

Of (te, 1 ,0f(t, 1
a2ﬁ-h2f(tkaxk)% = 5h2%-f(tkaxk) = wf=
Of (b, wr) 1 50f (ths 7r) 1
29Uk, Tk) _ L 20) (ks Tk) _ 4
asa.h pr 2!h o = G200 = o (4.9)
Portanto
a;+ay =1 (4.10)
1
1
a0 = 5 (4.12)
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O sistema dado pelas equacdes 4.10 é indeterminado, de modo que diferentes combinacdes de parametros

fornecem solugdes ao problema. Por exemplo, adotando-se a; = 1/2 = as = 1/2, a = f =1, tem-se

Ky = f(tx, z1)
Ky = f(tp + h,zp + h.Ky) = f(ti + h, o+ hof(tg, 21))
Jo Tyl = T+ a1.K1.h+ ay. Ko.h —

1 1
Thy1 = Tk + §-h-f(tk, Ty) + §-h-f(tk + h, f(zk + hef(tg, 2x))

ou, ainda

1
The1 = T —+ §(K1 -+ Kg)h (413)

Cabe ressaltar a semelhanca entre a eq. 4.13 com a equagdo do método de Euler melhorado, eq.

3.7,
J(te wr) + (e, 254 q)
2

Tl = T + h.

que, como x},; = oy + h.f(t, 1), leva a conclusdo de que o método de Runge-Kutta de 2a. ordem
corresponde ao método de Euler melhorado, ambos com erro da ordem O(h?).
Os métodos de Runge-Kutta, largamente utilizados, sdo obtidos de maneira andloga a aqui mos-

trada, com a decorrente complexidade algébrica.

5 Métodos de Adams-Bashford

Vimos, até o momento, que os métodos de Euler implicito melhorado e de Runge-Kutta de 2a. or-
dem s3ao numericamente equivalentes. Tais métodos valem-se de aproximagdes por polinémios em
série de Taylor em termos do passo h visando evitar o calculo de derivadas sucessivas necessarias ao
aumento da exatidao nos valores da integral procurada. Nos métodos de Adam-Bashford, a aborda-
gem é ligeiramente distinta: procuram-se polindmios interpoladores cuja integracao permita aproximar

adequadamente a verdadeira funcdo integral. Uma breve descricao do método é dada abaixo.
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5.1 Método de Adams-Bashford explicito

Seja uma ODE do tipo
d(x(t), t)
dt

Considerando-se h o passo de integracdo, fagamos ¢, = ty + kh e, supondo-se z(;) conhecida, o

= SC/(t> = f(ZC,t), .T(to) = o (51)
valor exato de z(tj1) seria

Ptenr) = 2(ty) + / M et = oty + / M i (5.2)

173 173

ou, em notacdo simplificada,

thet1 tet+1
Thy1 = T, +/ 2 (t)dt = xy, +/ [z, t)dt (5.3)

Tk Tk

O problema que se apresenta é obter uma aproximacdo adequada para a integral nessa dltima
equacdo. Uma possibilidade é utilizar polinémios interpolando as abscissas até a ordem desejada.
Suponha que, de alguma maneira, para pontos ty,t._1,...,ts_,, as integrais Ty, Tp_1,...,Tp_, ja

tenham sido obtidas. Isso posto, é possivel calcular as respectivas derivadas

Je = f@r,te), fom1 = f(@r-1,th1)s s fomr = f(@her, tiey)

de modo que um conjunto de r 4+ 1 pares de valores

(tkv fk)u (tkflv fkfl)v SRR (tk‘*rv fkfr)

esteja disponivel.
A teoria (férmula de interpolagdo de Lagrange, [1]) sustenta que, para r+1 pontos, é possivel obter
um polindmio interpolador de Lagrange de grau < r na varidvel de interesse (no caso, t), passando por

r pontos na forma
P(t) =) P(t)
j=0

com

() = £ 11 =L s#J

s=0 tj N ts’

10



F.C. Trigo

PME 3201 — Laboratério de Simulagdes Numéricas EPUSP - PME - 2015

de modo que

(t—t)(t—t)...(t—t,)
(tO - tl)(to — tz) - (tO — f;r)
(t_to)(t —ta) ... (t—1t,)
(it —to) (- t) (5.5)
(t—to)(t—t1)...(t —t, 1)

P(t) = fy ¥ (5.4)

S

or 5.6
I ) 6 =) = f) (56)
Definindo-se I; = []._, t’;’_tfs, s# 4,7 =0...r, a equacio acima se escreve como

P(t) = fide(t) + fe-1le—1(t) + fo—2lra(t) + .. + forTk—r() (5.7)

Em seguida, utiliza-se o polindmio interpolador P(t) como integrando na equag¢do que produz o

passo de iteragdo temporal, eq. 5.3, obtendo-se

Thp1 = Tp + / - P(&)d¢ (5.8)
Portanto,
Tpy1 = T + / o (fele(®) + fro1lea(t) + fo—olp—2(t) + ...+ forlpr(t)) dt (5.9)

teth tith tetn
Tpy1 = Tp + fk/ I (t)dt + fr1 / T (t)dt + ...+ fk—r/ I (t)dt (5.10)
tr te ti
Tpp1 = Tk + 1 [Cofi + OLfecr + Cofra + .o+ Cr fry (5.11)

com Cj...C, constantes dadas por

1 [teen 1 [teth 1 [le+n
=3 [ nta c=1 [T =1 [Thowa G
h ty h the h (73

Vejamos alguns exemplos de como as expressdes acima sao efetivamente utilizadas.
Exemplo 1: Fazendo-se r=0, apenas 1 ponto é utilizado, qual seja, (¢, fx) e, portanto, Py(t) = f.
Assim

Ty = xp + h. f(ty, x) = Método de Euler explicito

Exemplo 2: Utilizando-se dois pontos z; e z;_1, isto é, com r = 1, calculam-se f; e fr_1 como

Je = f(@rte),  foo1 = f(@r—1,tr—1)

11
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e, dado que, com apenas dois pontos, a interpolacdo é imediatamente linear, pode-se escrever

Pi(t) = fi—1 +

:>$Ck+1:37k+/ P(§)dg

127

h
—> Tyl = Tp + 5(3fk — fr—1) Método de Adam-Bashford de 2a. ordem

E importante destacar, nesse método, que, para o inicio do processo iterativo, sdo necessarios DOIS
valores iniciais: z(k — 1), que é disponivel (dado) e z(k) (integral da fun¢do fi), ndo disponivel, e
que deve, portanto, ser de alguma maneira estimado (por exemplo, pelos métodos de Euler ou R-K)

Exemplo 3: no caso em que r = 2, desenvolvimento semelhante leva a obtencdo da férmula

correspondente ao método de 3a. ordem, a saber

23 4 5
= hol —f —=fi_ —f
Tpy1 = T + <12fk 3fk 1+ 12fk 2)

Novamente, sdo necessdrios 3 valores iniciais, sendo apenas dois deles fornecidos, sendo pois necessario
obter o terceiro.

A grande desvantagem desse método é a necessidade de utilizar a interpolagao de pontos no
passado (desde t;_, até t;) para aproximar o valor da integral no futuro, caracterizando o processo
completo como uma operacdo de extrapolacao, que conduz a maiores erros de integracdo. Uma

maneira de evitar tal problema é utilizar um esquema implicito de integracdo, como serd visto adiante.

5.2 Método de Adams-Bashford-Moulton de 2a. ordem

Considere a contrugdo de um polindmio interpolador P;;(t) conforme o procedimento apresentado na
secao anterior. Esse polinbmio, uma vez integrado, levaria a obten¢do da seguinte férmula recursiva

para o calculo da integral desejada:
Tpp1 = T + h(Coy for + Cofe + Crfior + ..+ Crfoey), (5.13)

com os valores de C'_; ... ()}, obtidos conforme a eq. 5.12.

12
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Entretanto, hd um problema: a derivada no istante k + 1, fry1 = f(2k41, k1) é desconhecida,
pois x4, ainda nado foi obtido. Assim, é necessario alguma forma de resolver a equagdo nao-linear em
Zry1. Métodos que necessitam de tal artificio sdo denominados implicitos, conforme j& observado.

A equacdo nao-linear pode ser resolvida pelo método iterativo de Newton, ou pelo método da
secante. Esses métodos ndo fazem parte do escopo deste curso, uma vez que tratam da procura de
solucdes para equagoes nado-lineares, e nao de integrar fungdes. No entanto, como qualquer método
iterativo, é necessaria uma estimativa (em linguagem coloquial, " chute") inicial para que o algoritimo
dé inicio a procura da solucdo. Considera-se que boas escolhas para a estimativa inicial sejam obtidas
pela aplicacdo direta do método de Adams-Bashford de 2a. ordem para estimar o valor z4;. Uma vez
estimado esse valor, inicia-se o procedimento de integracdo.

O Método de Adams-Bashford-Moulton de 2a. ordem fornece uma maneira inteligente de combinar
o método explicito para obter estimativas do passo adiante e o método implicito para corrigir o erro
inerente a aproximacao. Caracteriza-se assim, como um método preditor-corretor de miiltiplos passos.

As etapas de sua implementacdo podem ser descritas conforme abaixo.

1. Dados zy, xx_1, fr, fr_1 calcula-se, pelo método de Adams-Bashford explicito para r = 1, a

solugdo proviséria (estimativa, identificada com o simbolo ")

Ty = xp + g(?)fk — fr—1) (5.14)

fosr = f(tor1, Brs) (5.15)

2. utiliza-se o valor estimado no passo acima para obter a solucdo implicita de Adams-Bashford,
com r = 0, para corrigir o valor tanto de 2.1 quanto o de fj1, que serdo utilizados na préxima

iteracao:

h 4
Tpy1 = Tp + §(fk+1 + fr) (5.16)

frr1 = [(trs1, Tria) (5.17)

Os passos acima sdo genericamente denominados " preditor” (eq. 5.14) e "corretor” (5.16).

13
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