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seguintes alunos de pés-graduagdo, que atuaram como assistentes de ensino na disciplina:
Carlos A. Medeiros, Christian Furukawa, Irani B. Ramos, Odulpho G.P.Baracho Neto, Estela
M. R. Bueno, Lorenzo A. Ruschi e Luchi e Renata Butkeraitis. A eles, os agradecimentos

dos autores.



Capitulo 1

Analise Matricial de Estruturas

A Anilise Matricial de Estruturas propoe-se a determinar os deslocamentos, reagoes e
esforcos solicitantes de estruturas de barras — tais como vigas continuas, vigas poligonais,
pérticos e trelicas planas, grelhas, pérticos espaciais — modelando-as como um arranjo de
elementos simples (barras), unidos através de suas extremidades ou nds, os quais podem
ainda ter deslocamentos restritos por vinculos. As varidveis primdrias sdo os deslocamentos
nodais, cujo conhecimento permite a determinacéo das reagdes e dos esforgos nas extremida-
des das barras, decorrentes de carregamentos ou deslocamentos aplicados aos nds. Ver-se-4,
posteriormente, que carregamentos internos aos elementos poderéo também ser contempla-
dos. A partir do conhecimento das varidveis nas extremidades do elemento, poder-se-4
determinar os correspondentes valores no seu interior, por meio das expressoes elementares
jé conhecidas das teorias de barras.

Na estéatica das estruturas de comportamento linear, as equagdes fundamentais da andlise
matricial de estruturas constituem um sistema de equacgtes algébricas lineares, para a reso-
lucio do qual aplicam-se métodos computacionais préprios da dlgebra linear.

Na dindmica das estruturas de comportamento linear, as equacées fundamentais da
anslise matricial de estruturas constituem um sistema de equagdes diferenciais ordinarias,
para a resolucéo do qual aplicam-se processos préprios da integragao numérica.

As teorias de barras subjacentes 3 Anélise Matricial de Estruturas ji se encontravam
desenvolvidas hd muito tempo e alguns métodos gerais de solucdo j& haviam sido antevistos
por homens notaveis como Maxwell, mas néo conseguiram estabelecer-se antes do advento do
computador, pois requeriam a manipulacio de grande massa de dados e a solucao de equagoes
com nimero elevadissimo de incégnitas. Em vez desses métodos gerais de andlise de estru-
turas de barras, eram empregados aqueles que, engenhosamente, introduziam aproximacoes
e exploravam particularidades de arranjos tipicos. Proliferaram os métodos que, apesar das
simplificacdes, continuavam a envolver tediosos célculos. Para as vigas continuas, a titulo
de exemplo, havia o método da equacdo dos trés momentos, o de Cross, o dos pontos fixos,
o da propagagcao, etc.

E justo que se reconheca que tais métodos simplificados tiveram e ainda tém um papel
importante na formacao do engenheiro de estruturas, pois exigem dele capacidade de “disse-
cagao” e compreensio do comportamento dos sistemas estruturais, & moda de um curso de
“anatornia” das estruturas. Ao abandonarem-se esses métodos, nas desejaveis e inevitdveis
atualizagbes curriculares, é importante que o ensino e a aprendizagem em engenharia de
estruturas nao deixe de dar destaque ao desenvolvimento das habilidades que levam & com-
preensdo do comportamento dos sistemas estruturais. A opcao pela andlise computacional
de estruturas nao deve ser confundida, pois, com a opgdo pela instrumentalizagao pura e
simples do uso de programas de computador.

Adotar-se-a0 as seguintes hip6teses para introdugao 4 Analise Matricial de Estruturas:



Estruturas reticuladas (formadas por barras)

Barras prismaticas

e Linearidade fisica (material eldstico linear)

Linearidade geométrica (nfo se consideram efeitos de segunda ordem)
e Carregamentos estaticos

De inicio, serd enfocada a andlise matricial de pérticos planos (estruturas planas car-
regadas no seu plano).

1.1 Barra prismatica: solugdo pelo método dos deslo-
camentos

A titulo de recapitulacdo de tépicos da teoria cldssica elementar de barras, bem como
para obtencéo de resultados de utilidade para a Analise Matricial de Estruturas, considere-se
o problema da determinacio da solugdo exata do campo de deslocamentos e dos esforcos
solicitantes em uma barra prismética com deslocamentos impostos nas suas extremidades.

Considere-se, inicialmente, a situacao indicada na figura 1.1, que também admite a pos-
sibilidade de carregamentos distribuidos aplicados a barra.

q,(x)

l____,__./

» » | 2 » X
dy
V?i()
b &
v
74

Figura 1.1:

Isolando-se um elemento de comprimento infinitesimal e impondo-se equilibrio entre es-
forcos solicitantes e carregamentos, tem-se a situacdo indicada na figura 1.2.
Do equilibrio de for¢as na direcdo longitudinal, vem:

dN

— = _q,. 1.1

o = ¢ (1.1)
Do equilibrio de forgas na diregao transversal, vem:

av

— = —q,. 1.2

== 4 (1.2)



P

Figura 1.2:

Do equilibrio de momentos, vem:
dM
dz

Combinando-se (1.2) e (1.3), resulta:

V. (1.3)

d*M
— = —(,. 1.4
i q (1.4)

Estuda-se, agora, a relagio entre deslocamentos e deformacéo longitudinal. Tome-se,
para isto, a figura 1.3 que indica os deslocamentos (u,w) de um ponto P genérico, da segao
S, que na barra deformada corresponde ao ponto P’, da segéo ', supondo vélida a hipdtese
de Navier.

=3

L ZCOSP=z

\zsen(p‘ézﬁfI

Figura 1.3:

Designando por @ e 1 os deslocamentos do baricentro da secdo S, os deslocamentos do
ponto P serao:

w=1u— 2z (1.5)



w = 0. (1.6)
Recorda-se a definicao de deslocamento longitudinal

du

para se escrever, a partir de (1.5), para a deformacdo de uma fibra infinitesimal em P:
e=1u —zu". (1.8)

Esta expressao traduz a lei de Navier (distribuigao plana para €)
Para elasticidade linear, a Lei de Hooke estabelece a relagao entre tensdo e deformagao:

o= FEe (1.9)

sendo E o médulo de elasticidade longitudinal e o a tensdo normal. Considerando-se (1.8)
em (1.9), chega-se a:

o= EBu — 2Ew" (1.10)

que traduz a lei de Bernoulli (distribui¢do plana de tensdes).
Recordando-se, agora, algumas relacoes entre esforgos solicitantes e tensoes, e respeitan-
do-se a convencao classica de sinais:

N = / cdA (L.11)
A
M= / ozdA. (1.12)
A
Considerando-se (1.10), obtém-se:
N = BA# (1.13)
M = —EIw". (1.14)

A forca cortante pode ser calculada usando-se (1.3) e (1.14):
V = _Elw". (1.15)

De (1.1) e (1.13), obtém-se a equacgdo que permite determinar os deslocamentos longitu-
dinais por integracao:

_1dN_ &
T EAdr  EA

=

(1.16)

e, de (1.4) e (1.14), a que permite determinar os deslocamentos transversais por integracao:

v 1dM A

= e = 2= 1.17
EI dz? EI (1.17)

Note-se que o problema da determinacao do campo de deslocamentos é desacoplado.
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e Para o que se segue, tem-se particular interesse na solugdo do problema com deslo-
camentos impostos nas extremidades da barra, porém sem carregamentos (g, = 0 e
q. = 0), ou seja:

de (1.16)

7'=0 (1.18)
e de (1.17):

@'V =0 (1.19)

A solucio de (1.18), j& impondo respeito as condigbes de contorno da extremidade, pode
ser escrita na forma:

= (1 — EL[) Uy + %al = hy(z)Uo + ha(z);. (1.20)

As funcoes
hi(o)=1-7 (1.21)
halz) = 7 (1.22)

permitem determinar, por interpolagdo, mas de forma exata, o deslocamento @ em uma
secéo genérica, uma vez conhecidos os deslocamentos nas extremidades @ e %,. Note-se que
a forca normal também pode ser calculada facilmente a partir de (1.13):

A
N = EA[W,(z)i + hy(z)w] = (@ — do) ET = constante. (1.23)

A solucdo de (1.19), j& impondo respeito as condigdes de extremidade, pode ser escrita

na forma:
223 3x? B 2z3  3z%\ _

22 , B @R\ .
e )T \e 7)™

g
fl

= hy(x)Wo + hs(z)D; + hs(z)w) + he(x)d;. (1.24)
As funcoes:
23 3x?
z3  2x?
23 3x?
23 z?



permitem determinar, por interpola¢do, mas de forma exata, o deslocamento w em uma
seciio genérica, uma vez conhecidos os deslocamentos nas extremidades g, Wy, W, € W

Note-se que o momento fletor e a forga cortante também podem ser calculados facilmente
a partir de (1.14) e (1.15):

M = —EI [h(z)wy + hi(z)d; + hi(z)w) + he (z)w)] (1.29)

V = —EI [hY (z)ig + hY (z)w; + by (z)wg + he ()] (1.30)

Em particular, nas extremidades, obtém-se os valores:

681 2E1 W
Mo = ——5- (@, — o) + 5 (2wq + @) (1.31)
61 2FE1
M; = = (w; — wWy) — T (‘ZIJ;] + 211_);) (132)
12E1 |, _ _ 6E1 | _ o
Vo = Vo = ——— (@0 —w)) — =5~ (i + @) (1.33)

A titulo de ilustracao, considerem-se os exemplos:

Exemplo: Barra deformada axialmente:

S
[
EA 4 EA 5
! [
-« [
EA
N ) ] S

@ = hy(z)ly = %5
w =0
M| = N; — EAh:‘(SC)ﬁ.{ = :Elqué



Exemplo:

Exemplo:

Barra bi-engastada com recalque linear

T Caqfi = Rian =
uu=0,wu—5,wu—0

|

6E1
M(] — *—Mg = 3—26

12E1
13

W=V=- 6

Barra bi-engastada com recalque angular

g = 0;wp = 0; Wy = ¢

= 0;w; =0;@; =0

0



, 2El
4El ) 4

No=N,=0
AEI
Mo=—7¢
Yol
P
z
6EI
Vo=Vi=——

Exemplo: Barra engastada-apoiada com recalque linear

g = 019 = 605 = 0

@ = 0;w, = 0; w =? (Note-se, porém, que w; = 0, pois M; = 0)



o z
- —_ -w;
|
) El 4
(P%b i
S
|
|
M |
3El
“}_Ewd
SElg 3El
v 53 ) 258

2
Il
o

w = hy(l)wy + he(l)w]
mas @ = 0= hy(l)do+ hg(l)w;
3wy
2

- 3 .
logo @ = [hg(m)—ﬁhﬁ(:n)] T

N 2 3a?
ou w = (—2?—533+1)6

de onde @ =

MO_'J—26

M, =0
3EI
Vo=Vi=—"56

Exemplo: Barra engastada-apoiada com recalque angular

= s R (|

0; w; = 0; w; =? (Note-se, porém, que w; = 0, pois M; = 0)

£
Il
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r®
|
M i
3El¢
T
|
v 3 © 8l
=0
= hg(&ﬁ')’iﬁ&ﬂ*h(,(m)’tﬁ;
mas w; = 0= hi()w)+ hg(l)w,
de onde w, = —éu‘)g
1
logop w = lh;;(:c)uﬁhﬁ(m)] Wy,
0 T ..:Ej_ _3._’1:2.|_
v 22 "2t ") ¥
3EI
Mo =¥
M =0
3EI1

e Seja agora o problema de determinagao dos esforgos de engastamento perfeito para
q. =constante= ¢ e ¢, = 0. Por integragao de (1.17), pode-se mostrar gue:

ql*

4 3
; _ L _,ql
+ ho(z)wo + hs(z) (w; — 24E1) + hg(z)wy, + he(z) ('wi - ——GEI)

q
24E1

W =

_ ge Wl Nt " = ql* T 1" —r__‘lﬁ
W = 22 gy + () (- 5 ) + W@+ ) (91—

ﬁ)m_q_m_+ m(:ﬂ)i‘f} +hm($) Ty — qr‘ +h{’f(:ﬂ)ﬂ'3!+hm($) —r_ﬁ
T EI 7 e ' 94E] 3 g+ % 17 B6EI
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Exemplo: Barra bi-engastada com carga uniformemente distribuida (g = w; = 0 e wy =
w; = 0)

M=—E1w”=—q;2 qﬂh”() qé B! (z) = ‘%’2 %‘”_‘Ig
V=%=—Em’"=_qm+%’
Y VYV
\“\\,:] %

U~ et
12 g

12

e Seja, agora, a solu¢do para ¢, = 0, ¢, = 0 e carga concentrada:

a t
>
X, ]
wy = hg(.’ﬂl)‘ﬂ)o P hg(wl)‘ﬂ}a = h‘;(fﬂl)’tﬁa -+ hg(.’ﬁl)’[ﬁ'; 0<z;<a
Wy = hb(2)Wq + hE (), + hl ()W), + hi(z2)w] 0<z<b

onde h?(z,) é a fungdo h;(z;) para | = a e analogamente para h{(zs).
Observe que as relagdes w, (a) = @y (0) e W] (a) = w)(0) sdo obedecidas automaticamente.
As seguintes condigoes estéticas de contorno devem ser obedecidas:

wi(a) = @)
_EI—M( )“{‘EI_IW(U) - P

12



Exemplo: Barra bi-engastada com carga concentrada (wy = w, = 0; Wy = @) = 0)

N e W,
Impondo-se as condicoes estaticas, vem:
__ Pa®’
Y E
e
o = _Pa,2b2(a —b)
i 2E113

sendo [ = a + b. Decorre dai que:

) - p ., Pad?
Mg = —EI(h)"(0)w, — EI(hg)"(0)@, = — 2
. _, Pa?b
M[ e —EI(hg)/ (b)wa - EI(hg)”(b)wa — - 12
Pb?(l + 2a
Vo = —E1(12y" (O - B1(h)"(0)w, = 222
Pa?(l + 2b)

b = _

Vi = ~EI(R)" (b)we — BIR)" ()i, = ———3
A Tabela 1.1 apresenta alguns resultados para os esfor¢os nas extremidades de vigas
prisméticas simples e hiperestdticas, os quais podem ser obtidos tanto pelo procedimento
apresentado (método dos deslocamentos), quanto por procedimentos baseados no método

dos esforgos.

e ;

A B /;%
EEEREE EEEEEE)
My=-% Mp=-%|My=-2% Mp=0
=t " V=t v v,

P P

j2 l /2 2 l 12
My=-2  My=-L8 |My=-3 Mp=0
Vi=2 Vg =—L Vv, = 4P Vg =—3E

Tabela 1.1:
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Figura 1.4: Numeragdo dos graus de liberdade nodais de uma estrutura.

1.2 Conceituacao

Tomemos como exemplo a estrutura ilustrada na figura 1.4, numerando seus graus de
liberdade nodais, ou seja, os deslocamentos nodais nao restritos por vinculos.

Vamos representar os esforgos externos, aplicados aos nés desta estrutura em cada
uma das direcoes numeradas, pelo vetor

¢ Ry 3
Ry
R

R} = { & |

R

Rg

\ /

Da mesma forma, denotaremos os deslocamentos que ocorrerem nestas diregoes pelo vetor

(U )
Us
Us
U}t = T Us ¥
Us
Us

\ /

Com base nos conceitos de Resisténcia dos Materiais, podemos procurar estabelecer uma
relacdo entre estes dois vetores, ou seja, calcular quais sdo os deslocamentos {U} decorrentes
de carregamentos nodais { R} fornecidos.

Suponha que os carregamentos resumam-se a um unico esforco 21, aplicado segundo o
grau de liberdade 1. Considerando a proporcionalidade direta entre esforgos e deslocamentos,
podemos calcular o deslocamento que ocorre segundo este mesmo grau de liberdade como

Ui = LRy

onde Li; é um coeficiente de proporcionalidade a ser determinado, que expressa a relagéo
entre esforco e deslocamento no grau de liberdade 1. Se, ao invés de R, for aplicado um
esforco Ry, segundo o grau de liberdade 2, a equacao seria

Ul = L12R2

onde L, representa o coeficiente de proporcionalidade entre esforco segundo o grau de
liberdade 2 e deslocamento segundo 1. Lembrando que em teoria linear vale a superposigao

14



de efeitos, para o caso de co-existirem todos os esfor¢os Ry a Rg, o deslocamento segundo o
grau de liberdade 1 resultaria

Uy = L1 Ry + LigRy + LisR3 + -+ + LigBs

onde L;; sdo os coeficientes de proporcionalidade entre os deslocamentos e os esforcos, ou
seja, Ly; é o deslocamento que ocorre segundo o grau de liberdade i se, segundo j, for aplicado
um esforco unitério e, nos demais, esforgo nulo.

Esta equacio, se escrita para cada um dos deslocamentos, resulta em um sistema linear
que pode ser representado pela equacao matricial

(U7 ) [ Ly Lip Lis Ly Lis L] [ Ri)
Uy Lyt Ly Loz Loy Los Lo R,

< Us L L3y L3y Lzz L3y Lss Lsg < R3 >
Ua Ly Lip Lyz Loy Las Ls Ry
Us Lsi Lsy Lsz Lss Lss Lisg Rs

L Us ) | Ley Lex Les Lea Les Les | | RHe )

ou simplesmente

{U} = [LK{R}

onde [L] é a Matriz de Flexibilidade da estrutura.

Esta matriz, para sistemas estruturais ndo hipostaticos, tem determinante néo nulo e
pode ser invertida resultando na matriz [L] . Se multiplicarmos ambos os lados da equagao
matricial acima por esta matriz inversa, obteremos

[L]7H{U} = (L] [L{ R} = H{R} = {R}

. -1 ~
Vamos designar [L]™ por [K], e reescrever a equagao:

{8} = [K[{U}

Esta é a equacio bésica da Andlise Matricial de Estruturas. A matriz [K] é chamada de
Matriz de Rigidez da estrutura, e aqui ela se encontra na sua forma reduzidal. Seus ter-
mos sdo de facil interpretacdo fisica: o termo K;; da matriz de rigidez é o esforco necessério
segundo 4 para que, segundo j, aparega um deslocamento unitério, sendo os demais desloca-
mentos nulos. Uma coluna j desta matriz representa, portanto, o conjunto de esfor¢os para
que, segundo j, haja um deslocamento unitério, permanecendo os demais deslocamentos
nulos.

E interessante notar que a matriz [K| resulta simétrica. Este fato pode ser demonstrado
com o auxilio do Teorema de Betti-Maxwell, que sera apresentado no curso de Mecanica
das Estruturas II.

Esta equacéo é mais interessante que a equagdo com a matriz [L] no cdlculo da estrutura,
pois a obtencéo dos elementos da matriz [K] depende apenas da andlise de vigas simples
hiperestaticas, enquanto que para a obtencdo dos elementos da matriz [L] é necessério
resolver toda a estrutura vérias vezes (a coluna j da matriz [L] é o campo de deslocamentos
decorrente da aplicacdo de um esforco unitdrio segundo o grau de liberdade j, sendo nulos
os demais esfor¢os nodais).

Com esta equacdo, porém, obtemos apenas parte dos resultados normalmente esperados
de uma anslise estrutural. Além dos deslocamentos nodais, é comum se necessitar ainda

Veja item 1.4 para a matriz completa
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dos esforcos solicitantes nas barras. Para tanto, também podemos utilizar esta formulagao
matricial.

Sabendo que os deslocamentos calculados nos nds valem também para as extremidades
de barra, podemos simplesmente formular o equilibrio de cada barra independentemente.
Precisamos para isto calcular uma Matriz de Rigidez da Barra. O vetor dos desloca-
mentos das extremidades de barra é extraido diretamente do vetor {U} da estrutura, e o
vetor dos esforcos nas extremidades de barra é nossa incégnita. Destes esforgos decorrem os
esforcos solicitantes, completando com isso a andlise estrutural.

Para o equacionamento das barras independentemente, usa-se, para a barra (m), a no-
tacdo { f(m)} para os esforgos nas extremidades de barra, {u(m)} para os deslocamentos,
e [k(™)] para sua matriz de rigidez. Como toda barra tem duas extremidades, com trés
deslocabilidades em cada né, o sistema resulta de ordem 6 X 6.

Com esta breve conceituacio, ja é possivel resolver um exemplo, que ajuda a ilustrar o
exposto.

2 @ P
A (2) 43) (“\ ] D 4
100kN 3m 20kNm g i
3 6
(M ]4m (3)[4m
C | D N
i Vi Vi Vi

Figura 1.5: Geometria e numeracdo dos graus de liberdade nodais de uma estrutura.

1.3 Exemplo: Pértico plano com carregamentos nodais

Resolva a estrutura da figura 1.5, utilizando os conceitos apresentados acima.

Dados do problema: E; A, = EyA; = E3A3 = 300000 kN
E1[1 = E2I2 - E3]3 = 32400 kNm2
ll s lg =4 m

lg =3m
R4 P =100 kN
Ps= 20 kNm

Ay 12E] [

|
:
)
|




{Ka} = {

\

(106075

0
12500
—100000
0
0

Y

S

¥y

ETAPA 1.1: 1% coluna da matriz de rigidez da estrutura. Seus valores sao numericamente
iguais aos esforcos necessdrios segundo os seis graus de liberdade para manter a configuragao
ilustrada, com deslocamento unitdrio segundo o grau de liberdade 1 e nulo nos demais.

6 E,
=

L} 1
(b
Iq

EA,

12

T
e

E.l
12E,

¥

Dot

»

0 ol (0
A 121951
‘5'_16;5, & 89400
y
{Kie} = | ; - 21300
“mﬁz“% . 14400
Gl
\ ___é_'; ] 21600
ETAPA 1.2: 2% coluna da matriz de rigidez.
6 B, 6E,l,
£ i
6E.l, LT a7 oE |
E G Eyf
4E]l, 4B}
ii L fg
61':!!1
r i1 \ (12150
Mfgr 21600
Al 1l alss I
{Kw'.?,} = ¥ Iy 4(; lo > — ¢ 75200
_6!.'-1}-2;{-; 91600
2ily | 21600
b 2 F,

£,




EraAprA 1.3: 3 coluna da matriz de rigidez.

6E,l;

.c
ly

Eh

L

(

{KM} = '<
(

20 i A
12%.'3 + fi‘zo
0
GLaly

: {

3

ETAPA 1.4: 4" coluna da matriz de rigidez.

{Kis} = «

.

S

X ) BA 12EL
I, 2

(100000 )

0

0
106075

0
12150

P
~

0

SELL-
>

— £2 ¥
i 0
Bl

: 12F51y
Iy

i

GFEo [
.,.__15_2

4
2

ETAPA 1.5: 5% coluna da matriz de rigidez.

18

—14400
—21600 L
= 9

89400
| 21600




0

12150

—21600

6 E,l 6E,L
A B 72“2 4Bgls 4_5211_2
- /
=1q y' o
b / 6E;l,
3
( ”9.; 3 . 0 N
6Eo Iy
B 21600
. ol 21600
s k2
Wt =y ot | 12150 |
sk —21600
\ 4.*-;‘-,1-5 _1_*»’1;-;313 | 75600 )
2 " ¥y
ETAPA 1.6: 6 coluna da matriz de rigidez.
(100 ) 106075 0 12150 —100000 O
0 0 89400 21600 —14400 21600
o | _ 12150 21600 75600 —21600 21600
1 o = | —100000 0 0 106075 0
0 0 — 14400 —21600 89400
| —20 | 0 21600 21600 12150

ETAPA 2: Sistema linear para cédlculo dos deslocamentos.

Nota: observe a simetria da matriz [K], apesar de coeficientes em posigoes simétricas

A
Us
Us
Uy
Us

—21600 75600 |

Us

\

nao serem obtidos de forma semelhante, por ndo terem o mesmo significado fisico.

Ut =

ETAPA 3: Solucéo do sisterna. Como resultado, obtemos os deslocamentos nas seis diregoes,
nas unidades coerentes com aquelas fornecidas na montagem de { R} e de [K], ou seja, metros

e radianos.

(U,
Uy
Us
4 U,
Us
Us

\

/
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(0.01247104723 )
0.000833570143
—0.001870534688
0.01200139338 r
—0.000833570143

| —0.002135232943




12mm

12mm

“

0,8mm

0,002rad

0 002rad

0.8mm

AAANARNN

Tlustracdo, sem escala, do resultado obtido.
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6075 0 —12150 —6075 0 —12150 |
0 75000 0 0 —75000 0
kO] = —12150 0 32400 12150 0 16200
—6075 0 12150 6075 0 12150
0 —75000 0 0 75000 0
| —12150 0 16200 12150 0 32400 |

ETAPA 4.1: Montagem da matriz de rigidez da barra 1.

A
g’?%—»SB

121 ‘_\‘ 53
163

(0 ) ([ —53.03 )
0 —62.52
0 121.20
My = kO :
U = 1Y 012am 0=\ m0s
0.000834 62.52
| —0.00187 | | 9092

ETAPA 5.1: Céleulo dos esforcos nas extremidades da barra 1, em kN e kNm, segundo as
seis direcoes definidas para a montagem de {u} e [k(].

EA EA_ EA_ EA_
N d o Ly
El .
- 12E] 12EL 12534 6E1
g g D 7 5
Ell 6E | 6ELT ¥ / ] A
b_? F 2 L/ 4 Y tr
3 6
El
4E1 2| 2] =
] 4—> / G\/‘D
GEI 6E ,!,l T@ BEL
¢ Z ?
[ E?fz 0 0 - L{f 0 0 ]
1209 1y Glools 121991 GI I
0 5 I3 0 B B
0 6E4Ly Akl 0 _GEyly  2B3h
k@] = ) I3 l2 13 y
bz{ ;12 0 ﬁ'-l; ;13 0 0
12yl _ GBI 28,0y Gl
;. r:?; f 6‘!34%12 i
G 2051 Gy Aoy Ty
L 0 —“i?'z Iz O 5 la i




[ 100000 0 0 —100000 0 0
0 14400 21600 0 —14400 21600
(k@] = 0 21600 43200 0 —21600 21600
a —100000 0 0 100000 0 0
0 —14400 —-21600 0 14400 —21600
i 0 21600 21600 0 —21600 43200 |
ETAPA 4.2: Montagem da matriz de rigidez da barra 2.
o 97
47— >
C v
3 6
(01247 ) (4697 )
000834 —62.52
) —.00187 —90.92
@y — (k@ _
A B R —46.97 (
—.000834 62.52
[ .002135 | | —96.64
ETAPA 5.2: Céleulo de {f®}
EA
4{ 2E1
/
— e
6EI
I
EA T T
e U
4E1

i 12.:,5113 0 bf';%fg o 12,;:;313 0 6}_;.’3313 7
0 Ll 0 0 -84 90
6Esl3 < AE3l3 6% I3 ' 204 I3
[k(a) ] = 15-" )i ! (ifj]-‘f _ML'J ’ r% I
s S e e S N
I A
L (3)?3!,1 0 2[';3!3 ﬁf;'gf:q 4,’.3'3[3
3 3 5] 3 .
[ 6075 0 12150 —6075 0 12150
0 75000 0 0 —75000 0
3 12150 0 32400 —12150 0 16200
[k®)] =
—6075 0 —12150 6075 0 —12150
0 —T75000 0 0 75000 0
i 12150 0 16200 —12150 0 32400 |

ETAPA 4.3: Montagem da matriz de rigidez da barra 3.
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{19} =

63

47 —¥

ETAPA 5.3: Equacionamento para a barra 3

o1

121

( 0.012001 ) ( 46.97 )
—0.000834 —62.52
; —0.002135 76.64
(3) .
Land 0 =\ _46.97 (
0 62.52
\ 0 J | 111.23
o 47
@ ©
63 N (kN) 63
97
/ (=) 63
@ o
111 53 47
M(kNm) V (kN)

ETAPA 6: Diagramas de esforcos solicitantes, como ilustragio dos resultados obtidos.

1.4 Matriz de Rigidez da Barra Biengastada

Na organizagio da solucdo do problema acima, vérias vezes raciocinou-se de forma fisica.
Por exemplo, a matriz de rigidez da estrutura foi montada observando quais as barras que
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concorrem em cada né e qual a direcdo de cada uma delas, sem traduzir isto para algum
algoritmo; e ndo utilizamos nenhuma regra automatizdvel para montar as matrizes de rigidez
das barras ou os seus vetores de deslocamentos. E portanto necessario complementar a
teoria bésica exposta e ilustrada no exemplo, para que ela possa ser aplicada ao célculo por
computador.

Vamos inicialmente organizar a montagem das matrizes de rigidez das barras.

Observe a figura 1.6. Além da barra, encontram-se ali ilustrados dois sistemas de coor-
denadas para seus graus de liberdade. O primeiro, que foi definido para toda a estrutura da
qual esta barra faz parte, serd chamado de sistema global. O outro, que utiliza o eixo da
prépria barra como referéncia, € definido apenas para esta barra, e recebe por isso o nome
de sistema local.

Conforme a teoria exposta até aqui, montarfamos a matriz de rigidez [k] desta barra
desenhando as seis deformadas indicadas na figura 1.7, e calculariamos seus coeficientes
como sendo os esforcos necessarios para manter estas configuraces em equilibrio. Cada um
destes esforcos resultaria da decomposicao de forcas de extremidades de barra decorrentes
de projecoes de deslocamentos. Este processo de montagem da [k] é visivelmente trabalhoso.

Outra maneira de montar esta matriz, muito mais apropriada para ser automatizada, é
apresentada a seguir.

Considere o sistema local para numerar seus graus de liberdade. Calcule a matriz de
rigidez no sistema local, que recebera o nome de [l_f], conforme figura 1.8.

Figura 1.7: As seis deformadas que seria necessério considerar para montar a matriz de
rigidez da barra inclinada da figura 1.6 diretamente no sistema global.

24



m
3>
m
x>
m
P
m
=

Iy _41' P L,
12 E]
i“l P |
GE ! v NGE | 6EIL l . g /hh
7 2 2 1 -
3 6
o | 4E1

4 E_‘/i G//\fz EEI _-‘J_C“ Sy
_[Z !"

Figura 1.8: Montagem da matriz de rigidez []_C] da barra biengastada no sistema local.

- EA _ LA
l 0 0 A0 0
12E1 6E1 12E1  6EJ
0 I3 2 0 T 2
6EI AFI 0 651 2EI
[E] = %A e ! EA s !
-7 0 o 5 0 0
0 _12BI 8Bl 0 1281 _ 6EI
13 12 B3 2
6E1 2FET 6EI AET
L 0 2 [ 0 e i il

1 . o o
Um vetor {uy,us,u3} no sistema de referéncia (z,y, z) representado na figura 1.9, para
ser transformado para o sistema de referéncia (Z, g, Z), precisa ser multiplicado por uma
matriz de mudanca de coordenadas [t], definida como

Uy Uy
up g = [t] § w
Uz U3

cosae sina 0
[t] = —sina cosa 0
0 0 1

onde « é o angulo entre a referéncia dos sistemas global e local, conforme ilustra a figura

1.9.
E possivel criar uma matriz de transformagao de coordenadas [T] para vetores cuja base
sdo os seis graus de liberdade de uma barra?. Por ser a transformacédo do sistema global

para o local constituido pela rotacio independente de dois sistemas de referéncia do tipo

(z,y, ), a matriz [T] resulta

[ cosa  sino 0 0
—sino cosw 0 0
0 0

coso  sina
—8ino coso

0 0

m- (- |3

_ O oo oo

OO o= OO

0 0
0 0
0 0

?Nota: Uma propriedade desta matriz [T] é que sua inversa é igual a sua transposta,
pois (T[]} = [1].
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Figura 1.9: O angulo « é definido do sistema global para o local.

A transformacio de um vetor na base do sistema global para aquela do local se escreve,
portanto, exemplificando com o vetor {u},

{a} = [T1{u}

Transformar matrizes ¢ um pouco mais complexo que transformar vetores. Para obter a
equacao que transforma a matriz de rigidez do sistema local para o global, basta comparar
os equacionamentos da barra nestes dois sistemas. Sao corretas as seguintes expressoes:

{/} = [kl{u} (1.34)
{f} = [K] {w} (1.35)
{f}=T1{s} (1.36)

23 18 @} = (7] {u) (137)
Substituindo };}’5 e/(A’)/ em (2), obtém-se

1 G _
) ) = [ (1.38)
Multiplicando ambos os membros de /(,5’)?)?)1" [T]¢, resulta
[TV [T]{f} = [T]" [¥] [T] {u} (1.39)
(7]
1.34

Comparando as equagoes (6) e 1/1’)/, conclui-se que
139 _
N t

(k] = [T) [k] [T (1.40)
Uma vantagem 6bvia desta maneira de obter a matriz de rigidez da barra no sistema global
é o fato de ela ser montada a partir de uma matriz padrao [k] , alterada apenas pelo angulo
a, de facil obtencdo quando se conhecem as coordenadas dos nés e a incidéncia das barras,
ou seja, seu no inicial e seu né final, definindo o eixo Z. Resulta, portanto, em uma tarefa

muito facilmente programdvel, que néo requer raciocinio fisico.
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1.5 Matriz de Rigidez da Estrutura

Apesar de termos apresentado a solugao completa do exemplo de forms matricial, incluin-
do a montagem da matriz de rigidez da estrutura, essa nao é a abordagem mais adequada
visando & sistematizacao do método.

Como ser4 visto a seguir, a montagem da matriz de rigidez da estrutura pode ser tornada
bastante sistemdtica, sendo obtida a partir das matrizes de rigidez das barras.

Considere-se uma parte de uma estrutura de barras qualquer, como esquematizada na
Figura 1.10 para a qual os graus de liberdade, as barras e os nés estdo numerados e as barras

orientadas.
r“r\\:‘ _/T <\A
g l = L

Figura 1.10: Parte de uma estrutura genérica de barras
Seja g um né arbitrariamente escolhido que serd utilizado como representativo de um né

genérico da estrutura. Na Figura 1.11 apresentam-se as acOes internas e externas que devem
ser consideradas para estabelecer-se o equilibrio do né g.

N ] T
% T’v-’ ‘_l FH—r

\ L) (_............ /I{ 4]
U &
L\’ ‘ i <\f

7

—> /"

©

e 23

Figura 1.11: Equilibio do né g

Impondo-se o equilibrio do né g, obtém-se

R, = fO+ 10+ (1.41)
Ry = fO+ £+ (1.42)
Ry = £+ + 1 (1.43)
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As equagdes (1.41) - (1.43) evidenciam que as forcas externas atuando em um né devem
ser equilibradas pelas forcas de extremidade das barras que convergem para o no.

Com o objetivo de facilitar a contabilidade entre a numeracdo dos graus de liberdade,
que & local para as barras e global para a estrutura, define-se para uma barra genérica (m) a
matriz coluna {F(m)}, N x 1, onde N é o nimero total de graus de liberdade da estrutura.
As forcas nodais sdo “colocadas” em {F(m)} nas posicoes que correspondem a numeragao
global dos graus de liberdade da barra (m). As demais posigoes de {F(m)} sao definidas
como sendo nulas. Por exemplo, para a barra (b) da estrutura, tem-se

i J k p r

Tendo-se definido {F "")} para todas as barras da estrutura, pode-se escrever simultane-
amente o equilibrio de todos os graus de liberdade da estrutura considerando a equagao
np
{R} =) {F™} (1.44)
m=1
onde n, é o numero total de barras da estrutura. De fato, considerando, por exemplo, o
grau de liberdade 4, a equagao (1.44) estabelece

Ri=F9 + F® 4+ F© (1.45)

j4 que somente as barras (a), (b) e (¢) tém entradas ndo nulas para a posicao i. Nota-se que
essas barras sdo as inicas que possuem graus de liberdade de extremidade que, na numeragao
global, correspondem ao grau de liberdade .

Utilizando a relacdo entre numeracao global e local, conforme indica a Figura 1.11, pode-
se escrever

F(a fia)) F () _ (b F(C) f(c)

T

Essas relaces acima mostram que a equacao (1.45) é idéntica & equacio (1.41), mostran-
do que, de fato, a equacao (1.44) traduz o equilibrio simultaneamente para todos os graus
de liberdade.

Analogamente & defini¢do de {F(m)}, seja {U (m)} a matriz coluna N X 1 que coleciona os
deslocamentos da barra (m) posicionados segundo a numeragéo global dos graus de liberdade,
sendo as demais posi¢oes definidas como nulas. Define-se ainda a matriz [K (m)} , N X N tal
que

[K™] {U™} ={ FmY, (1.46)

sendo que as Unicas entradas nao nulas de [K (m)] sao aquelas associadas aos graus de
liberdade da barra (m). Essas entradas ndo nulas sfo definidas de forma a reproduzir -
a menos das correspondéncias entre a numeracdo global e local dos graus de liberdade - a
equagcao

[k(‘m)] {u(m)} = {f(m)} )

Portanto, todas as entradas nao nulas de [K (m)} podem ser obtidas a partir das en-
tradas de [k(m)} seguindo-se a correspondéncia entre a numeracdo local e global dos graus
de liberdade. Por exemplo, para a barra (b)

K = &Y 3 K=k 5 EKR=H

b b b b b b
KJ('j) = kéZ) ) K;;J = kgs) ; K-( ) = k( :
K = Ky 5 KQ=K 5 K=k
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e asslm sucessivamente.
Pode-se agora apresentar a importante deducdo que se segue. Substituindo (1.46) em
(1.44) obtém-se
7
(R} = Z [K(m)] {U(m)} . (1.47)
m=1
Por compatibilidade, considerando que os deslocamentos nodais da barra (m) sdo os
correspondentes deslocamentos nodais da estrutura, pode-se escrever

(F} = (K] {0} = [ (0},

que substituido em (1.47) leva a

(B =3 K] {0} = (Z [K<m>]) )

m=1

e portanto
[K}{U} = {R} (1.48)

com
2

K] =S [K®™] (1.49)
m=1

onde [K] é obviamente a matriz de rigidez da estrutura. Observa-se que a equagdo (1.48)

representa simultaneamente, para todos os graus de liberdade, as condicoes de equilibrio e

compatibilidade.

A equagao (1.49) estabelece formalmente como obter os coeficientes da matriz de rigidez
da estrutura [K| a partir da matriz das barras [K (m‘)}.

Observa-se que as matrizes [K(™], {F(™} e {U™} foram definidas de forma a pos-
sibilitar as derivagoes tedricas acima de maneira rigorosa e compacta. No entanto, como
a maioria dos elementos dessas matrizes sdo nulos, elas nao sdo efetivamente usadas nos
célculos.

Descreve-se, a seguir, uma maneira eficiente de se obter a matriz de rigidez [K|. Recorda-
se que todas as entradas ndo nulas de [K ™)) estdo em [k™)] e, portanto, [K] pode ser obtida
sem construir-se [K (m)] .

Dessa forma, define-se para cada barra da estrutura uma matriz linha {LM (m)} na qual
se listam os numeros dos graus de liberdade da barra segundo a numeracao global. Por
exemplo, para a barra (b) tem-se

Ul u2 U3 Uqg U ue
{IM®Yy={i j k p r e}.

A contribui¢do da barra (b) para a matriz de rigidez da estrutura pode ser considerada

somando-se os coeficientes de matriz de rigidez da barra (b):

ki1 na posigdo 7 de [K]

k12 na posicdo ij de [K]

k16 na posicdo ie de [K]|
kos na posicao jj de [K]|
ko3 na posicio jk de [K]

kos na posicao je de [K]|
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e assim por diante. Nota-se que se estd tirando partido da simetria das matrizes [k(m)] e
[K] e néo se estdo computando duas vezes termos que sao simétricos.

Quando o procedimento acima é realizado para todas as barras da estrutura, obtém-se
a matriz [K| da estrutura.

2 2 5
2 45 A2
1 % 4 xTN 4 1 4 %3
1 2 6 3;*
g ] 3 @ 8
A1) Y3)

A8 Al A2

A
v "
9@»7 12" T 10 3}.1 : %Z’

Figura 1.12: Sistemas de coordenadas da estrutura e barras do exemplo anterior para auxiliar
na montagem da matriz de rigidez [K| pelo método da colocagao.

Com o objetivo de exemplificar a metodologia descrita acima considere-se as definigoes
de numeracgdo fornecidas na Figura 1.12 para a estrutura da Figura 1.5. As matrizes de
rigidez das barras ja foram calculadas e estdo reproduzidas abaixo.

1251 1 0 BB _12E10 0 8B I
) 12 i 12
0 B4 0 0o &4 9
65111 0 4B, I, 6B 1) 0 2B I
12 I 12 h
(k)]
12610 0 G6E:1 1y 2B 0 0 6B, I
3 12 3 2
0 Eq1 A1 0 0 }Al 0
1
65111 0 2F1 11 6E1 11 0 AEL I
L ll 11 ’% ll N
&40 0 — B4 0 0
0 12F519  6Folo 0 _ 12851y 6lioln
3 12 3 2
"2 2 ' ‘2
0 6L 1o AFE9 1o 0 __BEsIy 2E5 1o
3 Iz 12 Iy
[k;(Q)] =
&4 0 Bl 0
' 1251 6E I 12821 6B I
0 . ’322 _)Z%Q 0 .”2& . l%2
2 2 ‘2 2
0 §Fals 21y 0 6Foly  AFIy
12 Iz ] Io
L. ‘2 ’ 2
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Pode-se obter

_ 12E3ly 6L I
0 =i

(& |
o _BEM
1
_ 6E3l3 261y
Ia 0 I3
12640y () _ 6Byl
g e
0 '-f;-'i 0
_ GEgIg . Al ly
15 la

{tM®} = {78 9123}
{LM®} = {123 45 6}

{LM®}

{456 10 11 12}.

Mostra-se abaixo a matriz [K*)] que representa o resultado intermedidrio na montagem
da matriz de rigidez apés o cdlculo da contribui¢ao da barra 1 seguindo o procedimento

acima. O resultado final estd mostrado na pdgina seguinte.

128 Iy 613y 1
I 0 {
0 BiA ;"‘ 0
6B, 1 d 481
2 S 5
[K“)] L. : i
126, I 6151y
- 13 (.} - 1'1
0 . I.u} Ay 0
6Ey I 0" 2B I
2 3

A matriz [K| pode ser subdividida de acordo com a vinculagdo dos seus graus de liber-
dade, nas submatrizes [K)|, [Kp), [Ku] € [Kw), cujos indices significam “livre” e “bloquea-
do”. No exemplo, lembrando que os trés graus de liberdade do né 3 e aqueles do né 4 séo

bloqueados, obtém-se

(K]

K] =

[Ku]
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Figura 1.13: Matriz de rigidez completa da estrutura do primeiro exemplo, montada pelo

método da colocacao.
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[ K1, Kyg
[Ku] = :

| Ko, Ks

[ K7 Ko
[Ku] = :

| Ko7 Kg 1o

[ K7, Krg
[Ku] = :

i Ko Ko

[ Kr7 K11
[Kbp] = :

| Koz Kz 12

Observa-se que a submatriz [Kj] é igual & matriz de rigidez reduzida que utilizamos no
exemplo, uma vez que se refere somente aos graus livres.

1.6 Equacionamento da Estrutura com o Sistema Com-
pleto

O equacionamento completo da estrutura por Analise Matricial se divide em duas partes,
coerentemente com a subdivisdo da matriz de rigidez. No caso dos graus de liberdade livres
terem sido numerados antes, a primeira parte do equacionamento se refere aos deslocamentos
desconhecidos {U;}, com cargas aplicadas nos nés como carregamento { i;}; a segunda parte
se refere aos graus de liberdade onde se conhecem os deslocamentos {Uy} (zero, ou um
recalque de apoio), e ndo se sabe qual é o carregamento {R,} (reacSes de apoio). A primeira
parte é um sistema linear; a segunda, uma expressdo mais simples, em que basta efetuar
uma multiplicagao de uma matriz por um vetor.

F] - il Bl L

A primeira parte do equacionamento, referente aos graus livres, resulta
[Ku] {U} ={R} - [Kpl{Us}
~—~
ncégnita
A segunda parte, relacionada com os graus bloqueados, fica

{Ry} =[Ku]l{U} + [Kuw){Ub}
s

ncognita

1.7 Carregamentos Fora dos Nos

Os efeitos de carregamentos fora dos nds em uma estrutura, quanto aos deslocamentos
nodais e As reacdes de apoio, podem ser simulados com a aplicagéo das reacoes de engasta-
mento perfeito nas extremidades das barras, com sinal invertido, em vez dos carregamentos
ndo-nodais. Estes esforcos de engastamento perfeito serdo representados pelo vetor { R}p. A
superposicdo ilustrada na figura 1.14 facilita o entendimento desta afirmac&o.
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desloc.: {u} = {u={0} + {u}
esforcos: {T} = {t1, + [k){u}

Figura 1.14: Esforcos nodais equivalentes a carregamento fora dos nés. O vetor {R}o repre-
senta os esforcos de engastamento perfeito devidos ao carregamento nos vaos.

O vetor {R}, representa os esforcos de engastamento perfeito devidos ao carregamento
nos vaos. Observando a figura, que representa um caso em que a estrutura esta solicitada
apenas por carregamentos fora dos nés, fica também facil entender que os esforcos solici-
tantes nas barras decorrem da superposicao dos dois casos, devendo para seu célculo serem
aplicados as barras, além dos esforcos [l_c] {u}, calculados por Anélise Matricial (decorrentes
da aplicacdo & estrutura de — {R},), os esforcos de engastamento perfeito {f}o (para a
barra).

O vetor { R}, é obtido através da “colocagio” dos elementos dos vetores {f}, das barras,
ou seja, para cada grau de liberdade da estrutura sao somados todos os esfor¢os de engasta-
mento perfeito que ali incidem, provenientes das barras. O vetor {f}, de uma barra decorre
da transformacao do seu vetor {7}0 pela relagao

{f}o - [T]t {f}o

{ f } o POT sua vez, ¢ de muito ficil obtencdo através da anélise de cada barra como viga
simples hiperestatica.

No caso de serem aplicados & estrutura, além dos esfor¢os ndo-nodais, também carrega-
mentos nodais {R}, basta lembrar-se da superposicao de efeitos e adicionar sua influéncia
na estrutura. S&o carregamentos neste caso os vetores { R} e — {R},. O equacionamento da
estrutura, portanto, resulta

[KI{U} = {R} = {B}

de onde se obtém os deslocamentos dos nés {U} e, conseqiientemente, {u} e {@}. Quanto
aos esforcos nas extremidades de barra, escrevem-se

{7} = [k {a}+ {7}
Além destes esforcos nas extremidades, serd aplicado sobre cada barra o carregamento no

vao, permitindo agora obter os esforgos solicitantes e deslocamentos em qualquer ponto,
através da sua andlise como viga simples.

1.8 Roteiro de Resolugao

O problema classico da analise estrutural é aquele em que se conhecem todos os dados
geométricos e fisicos da estrutura, sua vinculagao e recalques, e seu carregamento; incégnitos
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sdo os deslocamentos dos nds livres, as reacoes nos nds vinculados e os esforgos solicitantes
nas barras.

Em termos de Andlise Matricial de Estruturas, isto equivale a dizer que nossas incégnitas
sao os vetores {U;} e { Ry} para a estrutura, e {f} para cada barra.

Abaixo encontram-se listados de maneira seqiiencial os passos da resolucao de um pro-
blema deste tipo por Anéalise Matricial.

1.

2
3
4.
9]

10.

11.
12.

13.
14.

15.

16.

Numeracao dos nos e das barras.

. Numeracio dos graus de liberdade da estrutura, iniciando com os graus livres.

. Incidéncia das barras.

Célculo de [k] e [T'] para cada barra.

. Célculo de [k] para cada barra, pela relagao

[k] = [T [k} [T]

Montagem de K] da estrutura pelo Método da Colocacao, evidenciando sua subdiviséo
nas partes livre e bloqueada.

Calculo dos vetores {7}0 das barras, analisando-as como vigas simples hiperestéticas.
Célculo dos vetores { f}q, pela relagao

{f}o=1T14{f}o
Montagem de {R}¢ com os elementos dos { [}, dividindo-o em {RlLe {Ry}o.

Montagem de {R;} (parcela do carregamento original aplicada nos nds) e {U,} (re-
calques de apoio) a partir dos dados do problema.

Equacionamento para os graus livres, para obtengao de {U, }:
[Kul{U} = {Ri} — {Ri}o — [Kn{Ub}
Equacionamento para os graus bloqueados, obtendo {R;}:
{Bo} — {Ro}o = [Kul{U} + [Kul{Us}
Montagem de {u} para cada barra, com os valores de {U }.
Célculo dos {u} das barras, pela relacao
{u} = [TH{u}

Equacionamento para cada barra, para obtencdo dos esforgos em suas extremidades
{f}, decorrentes da aplicagao simultanea dos carregamentos { R} e —{ R}o na estrutura,
somados com os esforcos de engastamento perfeito { f}o

{7} = [’ =} +{/}

Andlise de cada barra como viga simples, aplicando os carregamentos no vao e, nas
extremidades, {?}, resultando novamente na superposicéao ilustrada na figura 1.13, e
portanto no problema proposto. Desta analise é possivel extrair todas as informagées
de interesse, como esforcos solicitantes e deslocamentos em qualquer posigao.

Mais adiante, apés a apresentacdo dos conceitos para a resolugao de algumas estruturas
para as quais é necessério partir de outra matriz de rigidez [k] para simular as suas condigoes
de extremidade, encontra-se resolvido um exemplo, em que se segue este roteiro.
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1.9 Barras com Outras Condicoes de Extremidade

Estruturas que tém articulacoes entre suas barras ndo podem ser resolvidas como foi
exposto até aqui. Uma vez que na montagem das matrizes de rigidez de suas barras [l_c]
partimos sempre de um mesmo esquema estrutural (engastado nas duas extremidades), ndo
somos ainda capazes de representar estas articulagoes.

Para tanto, basta desenvolver mais alguns modelos de matrizes de rigidez no sistema
local, considerando um ou os dois nds articulados em suas extremidades. Isto é feito com
base na teoria de vigas simples hiperestaticas ou isostaticas.

1.9.1 Barra Engastada-Articulada

EA EA EA EA
o 1 o E,
_3E}
2 3E| 3EI
——1 R
! L 3 E| 2—3 > {§
BET SE | 1A

[3 e I2 —

El
N 2
3
3E
/

Figura 1.15: As seis deformadas a serem consideradas para a montagem da matriz [k] da
barra engastada-articulada, com seus esforgos externos.

3

o\ Fo

A sexta coluna e a sexta linha desta matriz sdo nulas, j4 que nao faz sentido aplicar
a um né articulado na barra um momento, pois a articulagdo nao permite que ocorra a
trasmissao do esforco do né para a barra. Para auxiliar na interpretagao fisica dos coeficientes
de rigidez, encontram-se ilustrados na figura 1.15 as seis deformadas consideradas para a
montagem da matriz.

2 0 0 =Z 0 0]
0 W w o g

L L
- 0 3BT 3EI 0 _3BL
(k) = | Ba § § =2 ¢ o
0 A L0 ML
0o 0 0o 0 0 0]

1.9.2 Barra Articulada-Engastada

Os coeficientes da matriz [/?;] da barra articulada-engastada sdo, obviamente, os mesmos
da anterior, apenas com algumas alteracdes de posicao e sinal. As deformadas consideradas
estao na figura 1.16.
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Figura 1.16: As deformadas e esforcos para a montagem da matriz [k] da barra articulada-
engastada.

EA 9 0 -2 0 0 ]
[;—c] _ 0 0O 0 0 0 0
~E4 0 0 24 0 0
0 _5{1:.;1' 0 0 3;‘;! _3_{%_{
o ¥ oo o -3 OB
1.9.3 Barra Biarticulada
EA EA EA EA
=y 7 <l I,

iy
P

(b
3

Figura 1.17: As deformadas e esforcos para a montagem da matriz [k_,] da barra biarticulada.

AN

Néo é possivel deformar uma barra biarticulada aplicando esfor¢os nos nés,a nao ser
ao longo de seu eixo. Esta situagio encontra-se ilustrada na figura 1.17. Sua matriz de
rigidez resulta simplesmente

[ A 00 -5 0 0]

0o 00 0 00

Fo= | 200 2 o
~E4 00 £4 00

0o 00 0 00

0 00 0 0 0]
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Observacoes:

e Ao considerar o esquema estrutural de uma barra com uma extremidade articulada,
é importante notar que o né da extremidade articulada nao estd vinculado a barra
quanto & rotacdo. Um erro comum na resolugdo de estruturas é deixar algum né
articulado em relacdo a todas as barras nele concorrentes, resultando obviamente um
sistema linear indeterminado, como conseqiiéncia de uma hipostaticidade local do no,
se nele for aplicado um momento externo. Quando ocorre uma articulagao entre trés
barras, por exemplo, uma delas deve ser considerada engastada no né. Observe a figura
1.13.

e Note a simetria das matrizes de rigidez apresentadas.

N6 hipostatico

>

Figura 1.18: Um né nio pode ser considerado articulado a todas as barras nele concorrentes.

_ T0kN/m
ssop [T 1111111} son
T - | YYVYVYVYVY fe— —
2Ek/
v
& £
[Fe)
=
8wt
—
B i [
RN
J5m L1.5m L 3m 5

Figura 1.19: Estrutura reticulada plana com carregamento.

1.10 Exemplo: Poértico

Desenhe os diagramas de esforcos solicitantes do pértico da figura 1.19. Para sua reso-
lucéo, utilize a Andlise Matricial de Estruturas. Considere
ET = 18000kNm? e EA = 600000kN. No né 3, existe um recalque de 1.5cm.
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v—
CDK"'\ o
)
WF-P‘

11

A
s
12 5)"10

6

ETapA 2: Incidéncia das barras, e a numeracio dos seus graus de liberdade no sistema
global.

4
6
(M
1
2 «.[0,8
0,6
3
[ £4 0 0 —£4 0 0
1
6 1281 6EL 0 1281 GBI
3 P 2
. o obr  dbm o _ghr 2
[km] = , 12 l 2 [
_f2A 0 0 £EA 0 0
1
0 _12B1 _ BBl 6 12?‘{ 881
o o i bp1  ad
B 2 l T TR

39



[ 120000 0 0 —120000 0 0
0 1728 4320 0 —1728 4320
[E(l)] _ 0 4320 14400 0 —4320 7200
—120000 0 0 120000 0 0
0 —1728 —4320 0 1728 —4320
I 0 4320 7200 0 —4320 14400 |
[ cosa; sinag 0 0 0 0
—sino; €osoq 0 0 0 0
[T(l)} _ 8 8 1.(())00 0 . 0 0
cosy  sinoy 0
0 0 0 —sinq; cosog 0
X 0 0 0 0 0 1.000 |
06 08 0 0 0 0]
-0.8 06 O 0 0 O
[T(l)] _ 0 0 1.0 O 0 O
0 0 0 06 08 0
0 0 0 -08 06 O
| 0 0 0 0 0 1.0 |

ETaPA 3.1: Céleulo de [kM] e [TM].

Nota: A barra 1 sera considerada engastada no né 3, e sua liberagao sera feita
em relagio aos vinculos. Os graus de liberdade 7 e 8 da estrutura serdao considerados
livres, para tanto.

2 5
/ 4
. { 4
e B
2@ : \
[ 20 0o =2 0 0 ]
. A A A T
: — ! ! ! I
(%] B p 0 B g
0‘ - 12531 i SZIgI 0 121571 —il%
L
[ 200000 0 0 —200000 0 0 1
0 8000 12000 0 —8000 12000
[1—6(2)} B 0 12000 24000 0 —12000 12000
N —200000 0 0 200000 0 0
0 —8000 —12000 0 8000 —12000
i 0 12000 12000 0 —12000 24000 |
[ cosay, sinay O 0 0 0]
—sinag cosag 0 0 0 0
[T(g)] _ 0 0 1 0 . 0 0
0 0 0 cosay sinay O
0 0 0 —sinap cosap O
i 0 0 0 0 0 1|
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7] = -

[ B cow [ <o I o N
oo 0O oo
O oo OO
OO = O oo
o =0 0 Cc o
- o O O o O

L .

EtapPA 3.2: Céleulo de [k?] e [T®].

Nota: Por estarmos considerando o né 2 vinculado & barra 2, o deslocamento Us da
estrutura representari a rotagdo da extremidade da barra 2 junto ao né 2. A barra 3
serd considerada articulada na extremidade junto ao né 2, simulando a articulagao

existente na estrutura.
N
32

6 1?4
[ 1_1/1_ 0 0 —-£4 0 0 ]
soa 0 0 0 0 0 0
£ = ~EA 0 0 Z 0 0
0o %o 0 F —ffz—’
o oo o S oo
120000 0 0 —=120000 0 0 ]
0 432 0 0 —432 0
[F_c('”] _ 0 0 0 0 0 0
—120000 0 0 120000 0 0
0 —432 0 0 432  —2160
i 0 2160 0 0 —2160 10800 |
[ cosay  sinag 0 0 0 0]
—sinag cosag 0 0 0 0
0 0 0 cosag sinag 0
0 0 0 —sinag cosag 0
|0 0 0 0 0 1|
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0 -1 00 00
1 000 00
0 010 00
@] —
(7] 0 000 —1 0
0 001 00
0 000 0 1]
ETAPA 3.3: Célculo de [?4_:(3)] e [T("”}.
06 -08 0 0 0 0]
08 06 0 0 0 0
T g 0 0 1.0 0 0 0
(kO] = [ [FO] [T0] = | o o o 06 —08 0 | *
0O 0 0 08 06 0
0 0 0 0 0 10]
120000 0 0 —120000 0 0 ]
0 1728 4320 0 17928 4320
0 4320 14400 0 —4320 7200 y
120000 0 0 120000 0 0
0 1728 —4320 0 1798 —4320
0 4320 7200 0 —4320 14400 |
f 06 08 0 0 0 0]
08 06 0 0 0 0
0O 0 1.0 0 0 0| _
O 0 0 06 08 0 | —
0 0 0 —-08 06 0
0 0 0 0 0 1.0
[ 44305.92  56770.56 —3456 —44305.92 —56770.56 —3456
56770.56  T7422.08 2592 —56770.56 —77422.08 2592
3456 9592 14400 3456 —9592 7200
_44305.92 —56770.56 3456 4430592  56770.56 3456
_56770.56 —TT422.08 —2592 56770.56  77422.08 —2592
| —3456 9592 7200 3456 —2592 14400 |
ETApPA 4.1: Céleulo de [£V]
[ 200000 0 0  —200000 O 0
0 8000 12000 0 —8000 12000
kO] = [RO] — 0 12000 24000 0 —12000 12000
—9200000 0 0 200000 0 0
0 —8000 —12000 0 8000  —12000
0 12000 12000 0 —12000 24000

ETAPA 4.2: Céleulo de [k(‘ﬂ)]
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[£9] = [r©)" [E) {70

010 0007 [ 120000 0 0 —120000 O 0
100 000 0 432 0 0 —432 2160
B 001 000 0 0 o0 0 0 0
- 000 0107 ] =120000 0 0 120000 0 0 A
000 —-100 0 —432 0 0 432 —2160
| 000 OO0T1|] | O 2160 0 0 —2160 10800 |
[0 -1 00 0 0] [ 432 0 0 —432 0 2160 |
1 000 00 0 120000 0 0  —120000 O
o 010 00| 0 0 0 0 0 0
0 000 -1 0| — | —432 0 0 432 0 —2160
0 001 00 0 —120000 0 O 120000 0
0 000 0 1] | 2160 0 0 —2160 0 10800 |
ETAPA 4.3: Célculo de [£©))]
(7) (9) (8) (1) (2) (3)
(7 44305.92  56770.56 —3456 —44305.92 —56770.56 —3456
(9) 56770.56  77422.08 2592 —56770.56 —77422.08 2592
(kD] = (8) —3456 2592 14400 3456 —2592 7200
(1) —44305.92 —56770.56 3456 4430592  56770.56 3456
(2) _56770.56 —77422.08 —2592 56770.56  77422.08 —2592
(3) | -—3456 2592 7200 3456 —2592 14400 |
(1) (2) (3) (4) (5) (6)
(1) 200000 0 0 —200000 0 0
(2) 0 8000 12000 0 —8000 12000
[£®] = (3) 0 12000 24000 0 —12000 12000
(4) —200000 O 0 200000 0 0
(5) 0 —8000 —12000 0 8000 —12000
6 | o 12000 12000 0 —12000 24000 |
(4) (5)  (6) (10) (11) (12) ]
(4) 432 0 0 —432 0 2160
(5) 0 120000 0 0  —120000 O
[k®] = (6) 0 0 0 0 0 0
(10) —432 0 0 432 0 —2160
(11) 0 —120000 O 0 120000 0
(12) | 2160 0 0 —2160 0 10800
{tM®} = {79812 3}
{tM®} = {123 45 6}
{LM®} = {4 5 6 10 11 12}



ETAPA 5.1: Reescrevendo as trés matrizes [k], denotando a numeracdo de seus graus de
liberdade na estrutura. Tabela de correlagio de coordenadas.

(o
)
(3
()
(5)
[K]= "
(h)
(8)
(]
(1
(1

(I

ETApA 5.2:

K] =

T

244303.52
S6770.56
3456
2000000
[}

0
-44303.92
3450

-50770.56

(2)
S6TT.56
R3422,08
2408

0

~B000
12000
-S0770.56
—"5\}2
-77122,08
]

i}

0

2

[&1]
R
G408
IRA00
0

-1 2000
12000
3456
7zm

2502

(2

K]

(4)
=2KI0000
v

0
200432
{

i

0

o

u

-432

0

2160

4

(3}

]
R0
12000
(]
128000
- 12000
]

0

{1

(i}

-1 20000
i}

(5)

subdivisdo nas partes livre e bloqueada.

[ (Kl

[Kn) ]

(K] [ K]

12000
12000
0
12000

24000

44

IKTB,Q S ‘EK}B 12
‘E(}),Q N }KTQ,12

.
. . .
. .

Kizg -+ Kz

(%) (8) o (1 ()
430302 3456 -56770.56 0 ]
SOTF0560 <2502 7742208 O ]

3450 7200 2502 0 0

0 n 0 432 0

] ] 0 0 < 120000
4] ] (/] [i] 0
4430292 3450 Be77036 0 0
3430 14400 2502 0 ]
S6770.56 2592 7742208 0 0

u (] 0 432 0

0 0 0 0 120000
] 0 0 2060 0

(N (8} 9) oy

(12) 7]
0

0

0
2160

0

]
10800

(1

Montagem de [K] da estrutura pelo Método da Colocagio, evidenciando

)]
(2
3
“)
(5)
(6)
M
(%)
(9
(10
(n

(12)

sua



Nota: A titulo de exemplo, acompanhe pela tabela de correlagao de coordenadas a

montagem dos elementos K11 e K2 da estrutura:

K = k() + k%) = 44305.92 + 200000 = 244305.92

Ki:i;’,'r — ki}é} |- kfg = 5677056 + 0

10
9,375
7.5
2
9,37
102 75
¢ 10 N
7.5
—(1) B 9.375
{f }0 = A 10 }
7.5
L —-9.375 )

EraPA 6.1: Célculo dos esforgos de engastamento perfeito {f(l)}g, para a barra 1, analisando-

a como viga simples hiperestatica.

2 10

-

A

| o

15
—(2 7.5
{f”}u = £ g |
15
—15 |

ETAPA 6.2: Céleulo de {7 }o.
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{f(l]}u - [T(])}T {?(”}0

06 —08 0 0 0o o] ( 10 }
08 06 0 0 0 0 7.5
- o 0 10 0 0 9.375
M, — _
1o o o0 006 —080| Y 10 f
0O 0 008 06 0 7.5
0 0 00 o0 1] | -937)

ETAPA 7.1: Céleulo de {f"}g, no sistema global.

{fP}o=[T?] TP =T = {7

ETAPA 7.2: Céleulo de { f®}g, no sistema global.

27.5
—1.875

e = { i} -

12.5
9.375

12.5

S — — —— —
WO 00~ O Ot B W N

P W W

—

| o I
o

ErAPA 8: Montagem de { R}, com os elementos dos {f}o.

| —9.375 |

Nota: Utilize a tabela de correlagao de coordenadas. Acompanhe o exemplo:

Ryp = f& + ) = 125+ 15 = 27.5kN

50

.
=8

35

0,015 —
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v

)
1?‘3

9
8 ¥
411
1’531*10
1 ( o )
(2) 0
(3) +35
{R)} = Eg $ +§O >
(6) 0
(7) 0
@ L 0
(9) —0.015
(10 0
U} = (11) 0
(12) 0

ETAPA 9: Montagem de {R;} (parcela do carregamento original aplicada nos nés) e {U,}
(recalques de apoio) a partir dos dados do problema.

[Ku] {U1} = — [Ku] {Us} + {Ri} — {Ri}o

[ 244305.92  56770.56 3456  —200000 0 0  —44305.92 3456 |
56770.56  85422.08 9408 0  —8000 12000 —56770.56 —2592
3456 9408 38400 0  —12000 12000 3456 7200
—200000 0 0 200432 0 0 0 0
0 —8000 12000 O 128000 —12000 O 0
0 12000 12000 0  —12000 24000 0 0
~44305.92 —56770.56 —3456 0 0 0 4430592 —3456
| 3456 —2592 7200 0 0 0 —3456 14400 |
( Uy ) [ —56770.56 0 0 0 ]
Uy —77422.08 0 0 0
Us 2592 0 0 0 ~0.015
 JU L 0  —432 0 2160 0
Us 0 0 —120000 O 0
Us 0 0 0 0 0
Uy 56770.56 0 0 0
| Us | | 2502 0 0 0 |
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J
-~

(0 0 ) ( —851.5584 )
0 27.5 ~1188.8312
+35 ~1.875 75.755
+50 0 50
+ 5 0 =93 i =93 -5
0 ~7.5 7.5
0 0 851.5584
L 0 | 9.375 | | 29.505

([ 0.115741 )
—0.0206773
0.00488434
0.115741

U = _0.000190972
0.00811351
0.108389

| —0.00587955

-

/

EtapPA 10: Equacionamento para os graus livres, para obtencdo de {U;}.

{Ry} — {Rp}o = [Ku] {Ui} + [Kus] {Us}

Ry 12.5
Ryo 0 B
Ry - 0 -
Ris 0
—56770.56 —77422.08 2592 0 0 0 56770.56 2592
0 0 0 —432 0 0 0 0
0 0 0 0 —120000 0 0 0
0 0 0 2160 0 0 0 0
([ 0.115741 )
—0.0206773
0.00488434 77422.08 0 0 0 —0.015
y 0.115741 N 0 432 0  —2160 0
—0.000190972 0 0 120000 O 0
0.00811351 0 —2160 0 10800 0
0.108389
[ —0.00587955 |
32.083
—50.0
B} =\ 99017
250.0

ETAPA 11: Equacionamento para os graus bloqueados, obtendo {Rj}.
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9

8 7
1
(2)
(3)
(4)
:
(8)
(9)
(10)
(11)
(12)

—
CD’('\\
/

P

0.115741 )

—0.0206773
0.00488434
0.115741
—0.000190972
0.00811351
0.108389
—0.00587955
—0.015

i

(7)
(9)
[} = g;
(2)
(3)

\

0.108389 )
—0.015
—0.00587955
0.115741
—0.0206773

—

0.00488434

4

Q){:)—. no
y—
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(0115741 )
—0.0206773
0.00488434

0.115741

—0.000190972

0.00811351

(W) =

L.

e e T LT T
o, T ) VS L e R

\ s

C 1
3

(4) ( 0.115741 )
(5) —0.000190972
(6) 0.00811351

o~

) 0
) 0
) 0

“ s

ETAPA 12: Montagem de {u} para cada barra, com os valores de {U}. Acompanhe utilizando
a tabela de correlacao de coordenadas.

[@®} = [T0] {u®}

[ 06 08 0 0 0 T ( 0.108389 )
-08 06 0 0 0 —0.015

0
0
0 1.0 0 0 0 {—0.00587955
0
0

e

0
0 0 0 06 038 0.115741
0 0 0 -08 0.6 —0.0206773
0 0 0 0 0 1.0 | 0.00488434
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[ 0.0530334 )
—0.0957112

_ —0.00587955
0.05290276

—0.10499918
[ 0.00488434

/

ETAPA 13.1: Célculo de {E(l)}

( 0.115741 )
—0.0206773
0.00488434
0.115741
—0.000190972

[ 0.00811351

{ﬁfz)} B [T(z)] {u@)} — []] {u(‘l)} = {u(Q)} —

/

ET1aPaA 13.2: Célculo de {'ﬂ(z)}
(59} = 1] ()

[0 — 1 ( 0115741 )
—0.000190972
0.00811351
0
0
0

ORL OO0 OO
o= OOO
_ o O O oo

oo OO O
OO0 O
ooCc ok oo

(0.000190972 )
0.115741
0.00811351

0

0

0

{w®} = {

ETaPA 13.3: Célculo de {ﬂ(3)}

(7} = 9] (@} + (7

[ 120000 0 0 —120000 0 0 1 ( 0.0530334 )
0 1728 4320 0 —1728 4320 —.0957112
B 0 4320 14400 0 —4320 7200 —0.00587955 L
— | —120000 0O 0 120000 0 0 1 0.05290276
0 —1728 —4320 0 1728 —4320 —0.10499918
i 0 4320 7200 0 —4320 14400 | | 0.00488434 )
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(100 ) ( 25.6667 )
7.5 19.25

9.375 0
+ 10.0 b= 56667 (
7.5 4.5
| —9.375 | | 5875

ETrAPA 14.1: Equacionamento para a barra 1, obtendo {?(1) }

7P = 6] {5®} + {F%

[ 200000 0 0 —200000 0 0
0 8000 12000 0 —8000 12000
B 0 12000 24000 0 —12000 12000
N —200000 0 0 200000 0 0
0 —8000 —12000 0 8000 —12000
I 0 12000 12000 0 —12000 24000 |
[ o0 1§ (0 )
15 7.08333
T 7.5 S —23.75 |
0 0
15 22.9167
L_75 / \ 0 s

ETAPA 14.2: Equacionamento para a barra 2, obtendo {?(2)}

{79 = [B9] {29} + {7V}

120000 0 0 —120000 O 0
0 432 0 0 —432 0
B 0 0 0 0 0 0
= | —120000 0 0 120000 0 0
0 —432 0 0 432 —2160
| 0 2160 0 0  —2160 10800 |
F 07 (22,9167 )
0 50.0
+ < ) = A 0 ;
0 —22.9167
0 —50.0
L 0 | 2500

ETAPA 14.3: Equacionamento para a barra 3, obtendo {7(3)}
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T ( 0.115741

—0.0206773
0.00488434
0.115741
—0.000190972
0.00811351

\

( 0.000190972 )
0.115741
0.00811351
0
0

0

3




M (kNm)

48

23
4 o 50

V (kN)
19

23

6 /
N (kN) ©

ETAPA 15: Diagramas de esforcos solicitantes.

Observagoes sobre o Exemplo

e Pelo fato de a estrutura ser isostética, é facil verificar os resultados dos esforcos através
das equacdes de equilibrio, para o conjunto barra 1-barra 2:

10KN/m

122‘916?
\r\r\nrl\rvwnr1r4 Fm' —p 50
3am
24k 7

FH«

‘——
F\m MM"

E
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ZFH = 0= Fygy=0
ZFV = 0= Fys+ Fy3 =55
10 x 32

> My = 0= 6Fy3= +25%x 4.5+ 35
— Fyy3 = 32.08333kN ; Fy, = 22.9167kN
Para a barra 3, obtemos
Y Fy = 0= Fus=350kN
Y By = 0= Fy, =22.9167kN
> M, = 0= M;=5x50=250kNm

e Os resultados dos deslocamentos, por sua vez, ndo sdo de obtencao tao imediata, pois
decorrem da deformacio da estrutura e do seu deslocamento como corpo rigido.

e O sistema linear resolvido resultou 8 x 8, porque 8 dos 12 graus de liberdade da
estrutura séo livres. Se, por exemplo, os graus de liberdade 4,6,7 e 8 fossem restritos
por vinculos, ela passaria a ser quatro vezes hiperestética, dificultando sua resolugao
manual. Para a Andlise Matricial, no entanto, ela ficaria mais simples, pois o sistema
resultaria de ordem 4 x 4.

1.11 Trelicas

As trelicas, por terem todas as suas barras articuladas aos nds de extremidade e, portanto,
terem graus de liberdade apenas nas translagdes dos seus nés, podem ser resolvidas com
matrizes e vetores de dimensdo menor que os porticos.

A matriz de rigidez no sistema local das barras, se considerarmos apenas os quatro graus
de liberdade ilustrados na figura 1.20, adequados para o estudo de treligas planas, se escreve

EA EA
== 0 =50

= 0 0 0 0
kl =
(%] ~£4 o9 E4
0 0 0 0
A matriz de transformacio passa a ser
cosa sino 00
1] = [[] 0] _ —sina cosa 00
oo 00 cosa sina
00 —sina cosc

Pode-se, pela simplicidade das matrizes para trelicas, partir da forma genérica da matriz
de rigidez no sistema global:

cos? o sin o cos —cos?a —sinacosa
Kl — EA sin < cos o sin® o — sin o cos « —sin? o
[&] = n —cos’ o — sin . cos o cos? o sin o cos o
— sin & cos « — sin? o sin o cos & sin® o

A partir daf, a anslise de uma trelica é conceitualmente idéntica & andlise de um poértico,
diferindo apenas pelo fato de cada né apresentar apenas dois graus de liberdade, reduzindo

com isso as dimensoes dos vetores e matrizes envolvidos, na ordem %
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Figura 1.20: Graus de liberdade nodais e deformada para a montagem da matriz de rigidez
de uma barra de trelica.

1.12 Exemplo: Trelica

Obtenha as forcas normais da trelica da figura 1.21. Para sua resolugio, utilize a An4lise
Matricial de Estruturas. Considere EA = 200000 kN.

3

£
5

kY

Figura 1.21: Trelica plana com carregamento.

44
N |
G
i s [ s
2
8
7

ETAPA 1: Numeracio dos graus de liberdade da estrutura, iniciando com os graus livres.
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10 —-10
00 00
(M =
[k ] 50000 10 10
00 00O
ET1APA 2.1; Célculo de [k‘(l)] com o =0°
1 -1 -1 1
. -1 1 1 -1
(2)] —=
[k®)] 12500v2 | . | | 3
1 -1 -1 1
ETAPA 2.2: Célculo de [k(g)] com o = 135°.
0O 00 0
; 0 10 -1
3] =
[k ] 50000 0 00 O
0 -1 0 1

ETAPA 2.3: Céleulo de [k®)] com a = 90°.

{tMV} = {12 5 6}
{tM®} = {7 8 1 2}
{tM®} = {12 3 4}

ETAPA 3.: Correlacio entre os graus de liberdade das barras e os da estrutura.

K] = l[Ku] [Kw]}

(K] [Ku]
[ [ Ky K | [ Kis -+ Kig ] |
| Kby Kap | Kz -+ Kag
(K] = [ K3, Ksp ] K3z ... Ksg
|| K;;,l K:s.z | K:B.S K;,S L

ETAPA 4: Montagem de [K] da estrutura pelo Método da Colocacdo, evidenciando sua
subdivisdo nas partes livre e bloqueada.

w = { )



ETAPA 5: Montagem de {R;} e {U,} a partir dos dados do problema.

[Ku] {U1} = — [Kn] {Up} + {Ri}

4+/2

12500 | “ 7 5 41\/55]{52}={—1?0}

{u} = 2(2—\/§)><10—4{ _11}

ETAPA 6: Obtengdo de {U,}.

{f(l)} - [k(l)] {u(l)}

10 -10
=so000 | 0 20 xa(2-vR) x101d T
00 00
1
—10x (2-v2)¢ ]
0

ETAPA 7.1: Equacionamento para a barra 1, obtendo { ™}

{f(?)} = [k(2)] {u(g)}

1 1
= 12500v/2 j i
R |

=

= 10x (v2-1) }
-1

-1
1
1
=1

1
-1 ><2(2—\/§) % 10~
=
1

ETAPA 7.2: Equacionamento para a barra 2, obtendo {f®*}

(@} = kO] {u}

0 0 0
0 1 0

= 50000 | o o o
0 -1 0

- 10><(2—\/é)‘

= O

ETAPA 7.3: Equacionamento para a barra 3, obtendo {f®}

a7

|l o <= S o



1.13 Grelhas

Para as grelhas, os graus de liberdade nodais, no sistema local do elemento, estao re-
presentados na figura 1.22, ressaltando-se que correspondem, respectivamente, a rotagao de
torcao, & rotacdo de flexdio e ao deslocamento perpendicular ao plano da grelha.

Figura 1.22: Graus de liberdade da grelha no sistema local.

A matriz de rigidez do elemento de grelha, no sistema local pode ser expressa em fungéo
das caracteristicas mecanicas e geométricas da secdo transversal da barra, a saber: E
(médulo de elasticidade longitudinal), G (mddulo de elasticidade transversal), A (drea da
secdo transversal), I (momento de inércia flexional) e I, (momento de inércia torcional).

- GL _GL T
l 0 0 L0 0
0 ARI __BEI 0 QBT 6E1
I 2 [ 2
0 6EI 12E1 0 6ET 19EI
[k] = GI, i N GI, Iy 5
g L iy
L0 0 l 0 0
0 2EI __6EI 0 AET 651
2 12
0 61%1 12E1 0 Sl_éiI 19E1
. 12 OB 2 i3 A

A matriz de transformacao de coordenadas [1'] é a mesma do elemento de pértico plano.
Todas as demais expressoes gerais da analise matricial de estruturas valem aqui, razao
pela qual nao serao reapresentadas.

1.14 Exemplo: Grelha

Desenhe os diagramas de esforgos solicitantes da grelha da figura 1.23. Para sua reso-
lucdo, utilize a Anédlise Matricial.
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Figura 1.23: Grelha com carregamento.

° 9

4 8

o

3
J
P

ETAPA 1: Numeracio dos graus de liberdade da estrutura, iniciando com os graus livres.

[ 20000 0 0 —20000 0 0
0 100000 —50000 0 50000 50000
[i_c"-”] _ 0 —50000 33333 0 —50000 -33333
—20000 0 0 20000 0 0
0 50000 —50000 0 100000 50000
0 50000 —33333 0 50000 33333 |

(10 0 5 5 0 =5 ]
0 2 0 0 -2 0
5 0 333 5 0 -—333
m = 10
[£] W%t & 9 5 10 0 -5
0 -2 0 0 2 0
| -5 0 -333 -5 0 333

ETAPA 2.1: Célculo de [E“)} e [fc“)].

20000 0 0 —20000 0 0
0 100000 —50000 0 50000 50000
[E{Q}] _ 0 —50000 33333 0 —50000 —33333
—20000 0 0 20000 0 0
0 50000 —50000 0 100000 50000
|0 50000 —33333 0 50000 33333 |
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2 0 0 -2 0 0
0 10 -5 0 5 5
. 0 —5 333 0 -5 —3.33
@] = 10t
(K] "% 2 0 0 2 0 0
0 5 -5 0 10 5
| 0 5 -333 0 5 333 |

Eapa 2.2: Caleulo de [F)] e [K@)].

1 @ B @ 6 ©
) |10 0 5 5
) 0 2 0 0 -2 0
) 5 0 33 5 0 -3,33|x10
) 5 0 5 10 0
) 0 -2 0 0 2 0
) 0

(
(
kD] = (
(
(
( 5 0 -3,33 —5

(1 2 @) (7 @) ()
(1) 2 0 0 -2 0 0
(2) 0 10 -5 0 5 5
k@] = (3) 0 -5 333 0 -5 —333 | x10*
(7) 2 0 0 2 0 0
(8) 0O 5 -5 0 10 5
9 [0 5 -33 0 5 333 |

{LM®} = {12 3 45 6}
{tM®} = {1237 8 9}

ETAPA 3.1: Reescrevendo as duas matrizes [k], denotando a numeracdo de seus graus de
liberdade na estrutura. Tabela de correlagao de coordenadas.

(Ku]  [Ku) }
K| = .
K] [ [Kw]  [Ks)
[ [ Kiy -+ - Kig] [Kia -+ K] |
(K] = | By oz W Ksz | L K3a -+ Ksp |
Kyp -0 o Ky Kya -+ Ky
| | Kop cor o Kog | | Ko -+ Koo | |
12 0 5 5 0 -5 =2 0 0 i
0 12 -5 0 -2 0 0 5 5
5 —b5 6.66 5 0 —-333 0 -5 —3;:_’)3
[ 5 0 5 | (10 0 =5 0 0 0
K] = 10'x || 0 -2 0 02 0 00 0
-5 0 =333 -5 0 333 0 0 0
-2 0 0 0O 0 0 2 0 0
0 5 -5 0O 0 0 0 10 5
o 5 —33] |00 0 o5 33] |
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ETAPA 3.2: Montagem de [K] da estrutura pelo Método da Colocagdo, evidenciando sua
subdivis@o nas partes livre e bloqueada.

Nota: A titulo de exemplo, acompanhe pela tabela de correlagdo de coordenadas
a montagem dos elementos K11 e K2 da estrutura:

K =k + k() = (104 2) x 10* = 12 x 10*

Kt =K} + K3 =0+0=0

0
0
=)y 0
{f }0 = 9 0 4
0
0

E1aAPA 4.1: Esforcos de engastamento perfeito {"fm }o-

(0 )

—3.75
=2y 5
{f }(] = A 0 ’

3.75

\ 5 7

ETAPA 4.2: Esforcos de engastamento perfeito {?(2)}0.

0

0
{fM} = [T“)}T{Tm}u = 3 8 L

0

0

ETAPA 5.1: Céleulo de {fM}g, no sistema global.

(F®}y = [1®]" (7P} = (11 {FP}o = {F*}o

ETAPA 5.2: Célculo de { £}, no sistema global.
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o = { (o }

O 00 ~] O O = QO B =
N

\ \ / /

ETAPA 6: Montagem de { R}y com os elementos dos { f }o.
Nota: Utilize a tabela de correlagao de coordenadas. Acompanhe o exemplo:

R = f) + f38 = 0— 3.75 = —3.75kN

{R} = (2 =10
(3) ~10

ETAPA 7: Montagem de {R;} (parcela do carregamento original aplicada nos nés) a partir
dos dados do problema.

[Ku] {Ui} = {R:} — {Ri}o

12 0 5 U, 0 0
10'%x | 0 12 -5 U, y=4 =10 } —{ —3.75
5 —5 6.66 U, ~10 B
12 0 5 bR 0
10'x | 0 12 -5 Uy, » =4 —6.25
[5 -5 6.66]{%} {—15}

0.000294
(U} = { —0.000346
—0.000706

ETAPA 8: Equacionamento para os graus livres, para obtencao de {U;}.

{R} — {Rs}o = [Ku] {Ur} + [Kuw) {Us}

(R, ) (0
R 0
Re 0
RJ“ 0
7
5
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5 0 5 ]
_05 _02 _3033 0.000294
=10"x| 5 o 0 —0.000346
0 5 s —0.000706
| 0 5 —3.33
100 =5 00 07 (0)
02 0 00 0 0
s | -5 0330 0 0 0
0 0 a0 o | Yo
0 0 0 010 5 0
00 0 0 5 33] (0,
(—20.6 )
6.92
| 8.81
{B} = Z5gs (
21.75
[ 11.23

ETAPA 9: Equacionamento para os graus bloqueados, obtendo {Ry}.

( 0.000294 )
—0.000346
—0.000706

{U} =

I P T P S P

Moo JE il = < Y- JURY S

LT I S T A A e S
N

cooo oo

(1) ( 0.000294 )

(2) —0.000346
{u} = Ezg T ~oo00ms |

(5) 0

(6) 0

) ( 0.000204 )
) —0.000346
) ~0.000706
)

)

)

N

0
0
0

“ ¥,

(
(
(W} = E
(
(

E1APA 10: Montagem de {u} para cada barra, com os valores de {U}. Acompanhe utilizando
a tabela de correlacao de coordenadas.
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{ﬂ(l)} — [T(l)] {u(l)}

(a)

ETAPA 11.1: Célculo de {E(l)}

= A

( —0.000346 )

—0.000294
—0.000706
0
0
0

—_

{E@)} - [T(Z)} {u®} = [I] {u®@} = {u(2>} =

Etrapa 11.2: Céleulo de {z®}

[ 20000
0
0
—20000
0
0

0
100000
—50000
0
20000
50000

77y = O] O} + (7)o

0
—350000
33333
0
—50000
—33333

\

—20000

OO O o OO

Fs

0
50000
—350000
0
100000
50000

([ —6.92
5.90
~8.81
| 6.92
20.60
8.81

\

0
50000
—33333
0
20000
33333

3

.

/

ETAPA 12.1: Equacionamento para a barra 1, obtendo {?(1)}

[ 20000
0
0
—20000
0
0

0
100000

—50000

0
50000
50000

7Py = [F?] {59} + {77}

0
—50000
33333
0
—a0000
—33333

—20000

0

0
20000

0

0

0
20000
—50000
0
100000
50000
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0
50000
—33333
0
50000
33333

( 0.000294
—0.000346
—0.000706
0
0

0

(—0.000346 )
—0.000294
—0.000706

3 0

0

0

( 0.000294 )
—0.000346
—0.000706

0

0

0




s 0 3 s

s i

¢ 5 )\

ET1ApPA 12.2: Equacionamento para a barra 2, obtendo {-fm}

20,60

10,00 49

5,90
M(kNm)

T(kNm)

ETAPA 13: Diagramas de esfor¢os solicitantes.
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5.88
—3.05
—-1.23
—5.88
21.75
11.23
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Capitulo 2

Introducao a Teoria da Elasticidade
Linear

2.1 Motivacao

Considere-se uma chapa delgada submetida a um carregamento uniforme de superficie
f* em uma das extremidades e vinculada na outra conforme esquematizado na Figura 2.1.

/

L

IBAREREEREAI

Figura 2.1: Chapa submetida a carregamento uniforme

Intituitivamente e considerando-se tamhém conhecimentos bésicos de resisténcia dos ma-
teriais a deformacio esperada esta representada, de forma magnificada, na Figura 2.2.

Indeformada deformada

Figura 2.2: Deformacao esquemadtica da chapa

Pode-se explorar alguns conceitos bésicos ligados a esse problema. O campo de tensoes
pode ser determinado cortando-se a chapa como indicado na Figura 2.3 e considerando-se o
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Figura 2.3: Corte por uma se¢ao genérica da chapa

Figura 2.4: Equilibrio da parte “cortada” da chapa

o fS

TYYNRNTY!
|
AARARRRRL

equilibrio como indicado na Figura 2.4 chega-se a

o= f*

onde a tensdo o é constante e independe da posicao da se¢io de corte. Querendo-se deter-
minar o deslocamento da extremidade livre u (L) pode-se considerar o alongamento linear

dado por

e a lei de Hooke

ou seja

que leva a

u (L) =

|

,_(L+AD-L AL

L L

o= Fe

deslocamento axial em x =1L

(2.1)

(2.2)

(2.5)

Reconhece-se que o modelo que leva & determinagéo do deslocamento da extremidade é
o de uma mola como esquematizado na Figura 2.5 onde

EA

7
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L A

“u(L)

Figura 2.5: Modelo de mola para o cdlculo do deslocamento na extremidade da chapa
f B

X

fs

yvYvvvYvny
>
IAARRERRRA

Figura 2.6: Chapa considerando carregamento de volume

Pode-se ainda considerar o problema anterior acrescentando-se um carregamento corre-
spondente a um campo de forcas de volume f# que tem uma distribui¢do constante em cada
sec8o, mas tem uma variacio na dire¢do longitudinal conforme esquematizado na Figura 2.6.

Caso se coloque a mesma questao abordada no modelo precedente, ou seja, determinar
o deslocamento na extremidade, ndo se pode fornecer uma resposta tdo imediata como
anteriormente. Reconhece-se que para o problema original o alongamento linear é constante
e é por essa razdo que se pdde calculd-lo globalmente por £ = ALL.

Considere-se o deslocamento de dois pontos P e ) que definem uma fibra horizontal na
configuracdo indeformada. Os pontos P e @) s&o identificados na configuracao deformada

por P’ e (' como representado na Figura 2.7.

P Q

PQ X,u

v

Figura 2.7: Deformacao da chapa destacando fibra horizontal

Uma medida de alongamento relativo, andloga & medida global (éLi‘) usada anterior-
mente, pode ser definida, considerando-se essa fibra, por

1Pl - 1PQl
12Q] (27)

Nota-se que mesmo fixando-se o ponto P a medida acima dependeria do particular ponto
@ que define a fibra horizontal com origem em P. Tal dependéncia é intuitiva na medida
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que se considera um carregamento que varia longitudinalmente como ilustrado na Figura
2.6. Como a medida de alongamento relativo depende do comprimento da fibra considerada,
seria interessante ter uma medida local de alongamento relativo considerando-se a fibra tao
pequena quanto se queira a partir de P, isto é,

IPQl-IPal
e = lim = pg) (28)

Nota-se que, admitindo-se o limite acima bem definido, chega-se a uma medida de alonga-
mento relativo local para fibras horizontais que se originam em P. Esta implicito na defini¢ao
acima que a medida de deformacao dada pela equagdo (2.8) depende do ponto P, o que é na
verdade antecipado intuitivamente. De posse da definicdo de deformacao acima é possivel
equacionar o problema do deslocamento longitudinal dos pontos da chapa.

Considerando que o carregamento externo varia somente longitudinalmente e que € con-
stante transversalmente, os deslocamentos horizontais de pontos sobre uma mesma se¢ao
transversal serdo idénticos. Portanto, basta o conhecimento da funcdo u (z) que fornece o
deslocamento longitudinal para uma secdo de coordenada x para caracterizar o campo de
deslocamentos longitudinais.

Tem-se que:

PQI = zq—ap (2.9)
1PQ = (u(zq)—ulzp))+ | PQ|
Portanto
e IPQU-1PQY . u(zg) —u(zp) _ du(x)
i th}o | PQ| B 5153: gg—zp  dz |, :L0)

pela, definicao da derivada da funcao u ().
O campo de tensdes por sua vez pode ser obtido por equilibrio, ou equivalentemente,
aplicando-se teorema do corte (ver Figura 2.8)

o(x)

A

X,z
Figura 2.8: Tensao atuante em uma se¢do genérica.
1 L
o(z)= " [/ fB(z) Adz + f°A] . (2.11)
Considerando-se a lei de Hooke
d
o= Be= E— (2.12)
dz
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tem-se

% =% [/L F5 (2) dz-l—fs] (2.13)

ou

) — %/Ow [/L £ (2) dz+fs} da (2.14)

onde na equacdo acima ja se considerou a condicéo de contorno u (0) = 0.

O mesmo tipo de raciocinio que foi utilizado para se definir o alongamento linear na
direcdo horizontal pode ser usado para estudar o alongamento linear em outras diregoes.
Considere-se para o problema definido na Figura 2.1 uma fibra vertical PR na configuragao
indeformada e essa mesma fibra na configuracao deformada representada por P’ R’ conforme
a Figura 2.9.

15
oIr

Figura 2.9: Deformagao da chapa destacando fibra vertical

Por um raciocinio anédlogo pode-se chegar & definicdo do alongamento linear em P na
direcao vertical dado por

R'P|| — | RP
o IRPI= R

2.15
i T (2.15)

Para a deformacio em estudo, representada por exemplo na Figura 2.9, pode-se concluir
que o valor do alongamento linear em P como definido pela equagao (2.15) terd um valor
negativo devido ao efeito de Poisson que leva & contragao das fibras transversais. Portanto,
pode-se constatar que o alongamento linear depende néo somente da posi¢éo do ponto que se
toma como origem das fibras, mas também da diregdo em que se tomam as fibras para o seu
céleulo. De fato, na expressdo (2.8) os pontos @ sdo tomados sobre semi-reta horizontal com
origem em P e em (2.15) na semi-reta vertical também de origem em P. Caso se estudasse o
alongamento linear em uma diregdo inclinada, como por exemplo mostrado na Figura 2.10,
e usando-se

P'T| - ||PT
oy IPTU=1IPT

2.16
] =

chegarfamos ainda a um valor diferente dos obtidos para as diregSes horizontal e vertical.
Considerando, portanto, a dependéncia do alongamento linear tanto do ponto como da
direcéo, fala-se em estado de deformagio em um ponto, como serd detalhado adiante.
Considerando ainda o problema definido na Figura 2.1 pode-se determinar o campo de
deslocamentos dadas condicdes particulares do problema que o tornam bastante simples.
Pequenas modificacdes no problema impediriam que ele fosse solucionado somente com os
conceitos da resisténcia dos materiais. Por exemplo, basta modificar a condicao de contorno
na extremidade vinculada, impedindo os deslocamentos verticais nessa face como mostrado
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P AT

Figura 2.11: Problema da chapa com condictes de contorno modificadas

na Figura 2.11 que ndo poderfamos determinar, com o mesmo procedimento simplista, o
campo de deslocamentos de forma exata.

Para esse novo problema as forcas normais nas secGes transversais ainda seriam de-
terminadas por equilibrio. Essas forgas normais nas seges transversais, sendo de tragao,
tendem, pelo efeito de Poisson, a contrair as fibras transversais. No exemplo anterior as
fibras transversais estavam livres para se contrairem. No entanto, para o problema descrito
na Figura 2.11 as fibras verticais na extremidade vinculada estao impedidas de se contrairem
na direcao vertical, levando ao aparecimento de tensoes na direcao vertical. Nao se pretende
explorar esse problema em detalhes. O objetivo de menciond-lo é mostrar que problemas
bastante simples podem demandar uma formulagao mais completa para solucao. E verdade
que a solucdo desse novo problema serd ainda “préxima” da solucéo do problema original.

Fica ainda mais evidente a necessidade de uma formulacdo mais geral quando se modifica
o problema original pela introdugéo de um orificio como mostrado na Figura 2.12.

fs

vavvi

JE

-

1
t

Figura 2.12: Chapa com orificio
Basta nesse caso que se considere o carregamento na extremidade. E de facil constatagao

que nas secOes transversais que inte rceptam o orificio a forca normal, que é constante, deve ser
transmitida por uma area menor. E também uma condicao de contorno para esse problema
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que a tensdo normal & superficie que define o orificio deva ser nula. Na Figura 2.13 apresenta-
se 0 modelo de elementos finitos que foi utilizado para solu¢do do problema da chapa com
orificio (Nao se explorou intencionalmente, por razdes diddticas, a simetria do problema).

Na, Figura 2.14 mostra-se, de forma magnificada, a configuragdo deformada correspon-
dente a solugdo desse problema utilizando-se o modelo de elementos finitos da Figura 2.13.
Na Figura 2.15 as tensdes principais estdo representadas e na Figura 2.16 ¢ mostrado um
detalhe da regido onde ocorrem as maiores intensificagdes de tensdo. Observa-se o camin-
hamento das tensoes.

Na Figura 2.17 e 2.18 mostra-se um diagrama de bandas para a tensdo o,,. Na regiao
mais afastada do orificio observa-se que a tensdo o,, mantém-se constante (na precisao do
intervalo da banda) e de valor préximo & forca de superficie f* aplicada. Destacam-se ainda
as regides de intensificacdo das tensdes de tracao (laterais ao orificio) e as regides onde a
tensdo o, tende a zero (superior e inferior do orificio).

E relevante reconhecer que na solucdo apresentada para os problemas definidos nas Fi-
guras 2.2 e 2.6 se seguiram implicitamente as condi¢ées fundamentais que sempre devem ser
satisfeitas na solucdo de um problema da Mecénica das Estruturas, isto é,

e Equilibrio
e Compatibilidade

e Equagao constitutiva

Nos problemas estudados, o equilibrio foi satisfeito de forma imediata. Atendeu-se a
compatibilidade & medida que se respeitou a relagao entre os deslocamentos e a medida de
deformagao utilizada.

A equacdo constitutiva , no caso a lei de Hooke, foi usada para relacionar as tensoes a
medida de deformacao.

Essas trés condicoes: equilfbrio, compatibilidade e equagdes constitutivas continuarao
a ser as condicbes fundamentais no equacionamento dos problemas da elasticidade linear
que serdo abordadas adiante. No entanto, para formular essas condigbes para problemas da
elasticidade linear, como por exemplo o descrito na Figura 2.12, é necessdrio:

1 Estudar as condigdes de equilibrio local quando se consideram estados tridimensionais
de tensao;

2 Um estudo mais geral das deformacoes que permita caracterizar o estado de deformagéo
em um ponto a partir do conhecimento do campo de deslocamentos;

3 Uma generalizacdo da lei de Hooke que permita relacionar, para um dado material
elastico, as tensoes e as medidas de deformacao.

O item 1 serd abordado na secdo “O Estudo das Tensdes”, o item 2 na secdo “O Estudo
das Deformacdes” e o item 3 na secao “Equagtes Constitutivas”.
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PRESSURE
100.0

4
PRESCRIBED
TIME 1.000

Figura 2.13: Modelo de elemento finitos utilizado para a solu¢do da chapa com orificio.
Os dados utilizados sao: D = 10mm , L = 56mm , h = 20mm , f* = 100N/mm® ,
E=170x10"N/mm? ,v=0.25.
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Figura 2.14: Modelo deformado com magnificacdo das deformagoes
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Figura 2.15: Diagrama de tensoes principais
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Figura 2.16: Detalhe do diagrama de tensoes principais
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Figura 2.17: Diagrama de banda para a tensio ..
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Figura 2.18: Detalhe do diagrama de banda para a tensao o..
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2.2 Estudo das Deformacoes

A discussdo realizada na secéo anterior mostrou que se faz necessaria uma descricdo mais
completa das deformacoes de um sdlido para se avancar rumo a formulacdo de problemas
da mecénica das estruturas que ndo estdo no ambito da resisténcia dos materiais. Neste
contexto, mostrou-se, por meio do estudo de um problema modelo, que os alongamentos
lineares de uma fibra dependem tanto do ponto que se toma como origem da fibra como de
sua direcdo. Adiante serd discutido que a mudanca de &ngulo entre fibras é também um
dado relevante para caracterizar o estado de deformagao.

Essas informacdes, alongamento de fibras e mudanga de dngulo entre fibras na vizinhanga
de um ponto, estardo bem caracterizadas se se conhecerem os deslocamentos de todos os
pontos do sélido. Essa observagdo sugere o caminho que seré. seguido.

A partir de um estudo cinemdtico do movimento seréio extraidas as informagoes que
caracterizam o estado de deformacdo em um ponto e que possibilitam a formulacdo, do
ponto de vista do estudo das deformagdes, de problemas da elasticidade linear.

Considere-se a idealizacio de um sélido deforméavel como conjunto de pontos. De-
nomina-se configuracao do sélido a um dado conjunto de posicbes ocupado pelos pontos
do sélido. Na Figura 2.19 mostra-se, esquematicamente, uma configuragdo V' de um sélido
deformével.

X3 A .
163 7 V

e :

’{’ ?2 >x2

X

Figura 2.19: Configuracdo V de um sélido deformavel.

Suponha-se que a partir da configuracdo V o sélido se deforma sob carregamento ou
outras acdes. A deformacdo fica bem caracterizada pelo conhecimento da nova posicao
ocupada pelos pontos do sélido, ou seja, a nova configuracdo V*. Na Figura 2.20 mostram-
se as duas configuracoes V e V*.

Considere um ponto P do sélido que ocupa na configuracgo V' a posicéo definida pelo
vetor!

3

X = x1€] + To€9y + T3e3 = E T;€;
i=1

Devido & deformagdo o ponto P passa a ocupar na configuragdo V* a posigdo definida

1Representa-se um vetor v usando o negrito. Quando se estd representando o vetor v em uma base usa-se
U1
{v} ou em componentes { v2
V3
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Figura 2.20: Duas configuragoes do sélido definindo uma deformagao.

pelo vetor

3
y= Z Yi€;
i=1

sendo, entdo, representado por P’ e tendo, portanto, um deslocamento dado pelo vetor

u=y-—x
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A Figura 2.21 esquematiza as defini¢oes acima.

Figura 2.21: Vetores posicdo e vetor deslocamento.

Objetivando esclarecer as defini¢des acima, considere-se o exemplo a seguir que estuda
deformacdes que correspondem a movimentos de corpo rigido no plano.

Exemplo 1 Considere um sélido prismético que tem secao transversal paralela ao plano
T, Ty , como esquematizado na Figura 2.22

.//
%, |
O =
% %

Figura 2.22: Segao transversal do sélido.
Caracterize o campo de deslocamentos para:
(i) uma translagdo de corpo rigido na direcao de z; de intensidade ov.
(ii) uma rotagdo infinitesimal de corpo rigido de intensidade di em torno do eixo z3.
Solugao

(i) A solugo deste item é imediata. Basta reconhecer que para qualquer ponto do sélido

U = «
Uy =
Uy = 0
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Formalmente

3] (1:11'1‘2::53) = «
uy (zy,29,23) = 0
ug (21, %2, 23) = 0

(ii) Seja um ponto genérico P como representado na Figura 2.23. Nessa figura tambeém se
indica a posicao do ponto P apds a rotagao, denotando-o por P’

iy
P u
%, 5 T
. AR P
. e
| '
0 X,

Figura 2.23: Rotagdo de um ponto genérico do sélido

Como a rotagio é infinitesimal, deve-se tomar o deslocamento sobre a tangente ao raio OP.
Entéao

—u; = dpl||OP| senf
uy = dp|OP| cosf

mas
z, = |[|OP] cost
T, = |OP| send
que leva a
W = —dtp €Ly
uy = dp x
Formalmente
wy (zy, %, 23) = —dip Ty
uy (T, 9, 23) = dip a;

ug (1, To, T3) 0

Como discutido na Secao 1 os alongamentos lineares das fibras de um sélido dependem
de sua direcdo e do ponto que define sua origem. Para que nao se tivesse também a
dependéncia do tamanho da fibra considerou-se, por um processo de limite, as fibras tao
pequenas quanto se quisesse. Esse resultado pode ser obtido diretamente considerando-se
as fibras na configuracio indeformada como infinitesimais. Esse serd o caminho a ser tri-
lhado a seguir. Tome-se, entdo, a partir do ponto P, na configuragao V' suposta como
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Figura 2.24: Fibras infinitesimais na configuracéo indeformada e deformada.

indeformada, uma fibra infinitesimal definida pelo vetor dx, {dz}" = {dz, dzy dz3}, onde
dax; sdo infinitesimais.

Devido & deformacio, a essa fibra dx corresponderd a fibra dy, também infinitesimal, sua
imagem na configuracio V*, configuragio essa que é referida como deformada. Tal situagao
estd representada na Figura 2.24.

Tem-se que

dy = dx+ u(x + dx) — u(x)
em componentes
dy; = dz; + u; (x + dx) — u; (x). (2.17)
Lembre-se que

w; (x+dx) = wu;(z) + dey, zo + dzy, T3 + day)

O, ou,; ou
= —" 9 ey + 22 2.18
u; (%1, T2, %3) + B.c]d£1 + 50 » s + B2, 0% (2.18)
Substituindo (2.18) em (2.17) resulta
Ou; Ou; Ou;
dy; = dw; d d d: 2.19
Y +61$1+62m2+5$ 3 (2.19)
Pode-se escrever a expressio acima matricialmente
dyl dﬂ'}] g_::" g’;_f; %’;’ dﬂ')]
dyy =< daxy )+ %-';‘f %ﬁfi %ﬁﬁ dxy
L5 5 (o415
dy;g d.‘.rg H:l:l b_ij 5;2 d:ﬂg
ou
dy = dx+ Vudx (2.20)
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que pode ser reescrita ainda como
dy =(I+ Vu)dx = Fdx
onde
F = (I+ Vu) (2.21)

O operador linear? Vu é chamado gradiente dos deslocamentos e o operador F é
chamado gradiente das deformagées. Destaca-se que tanto o gradiente dos deslocamentos
como o gradiente das deformacdes permitem relacionar fibras infinitesimais na configuragao
indeformada (dx) s suas imagens na configuracio deformada (dy) (ver equagdes (2.20) e
(2.21)).

Reconhece-se, ainda, que para uma dada deformagao, ou equivalentemente, para um dado
campo de deslocamentos, os operadores F e Vu ficam bem definidos para todos os pontos do
sélido. Tomando um ponto em particular, qualquer fibra infinitesimal a partir desse ponto
serd relacionada com sua imagem na configuracio deformada pelo mesmo operador F (ou
Vu). Portanto, F (ou Vu) “contém” toda a informagcio sobre a deformagéo na vizinhanca
de um ponto. Portanto, deve ser possivel obter os alongamentos lineares de fibras origindrias
em um ponto por meio do operador F (ou Vu) para esse mesmo ponto.

Apresentam-se a seguir algumas manipulages que permitem calcular g, a partir de F.

Para tal, considere-se uma deformacao genérica como a definida na Figura 2.25. Quer-se
determinar o alongamento linear de uma fibra infinitesimal dx, que tem imagem na confi-
guracdo deformada dy. Sejam m e m’ versores nas dire¢oes de dx e dy, respectivamente.
Sejam ainda ds e ds* os comprimentos das fibras dx e dy.

,'/ m
dx o dy
p P ,
sz
| 4
» X,
X

Figura 2.25: Fibras infinitesimais nas configuragoes deformada e indeformada.

Entao

(NI

ds = ||dx| = ((dz:)’ + (dz2)” + (dzs)°) (2.22)

ds* = [ldyll = ((dg)? + (dg)’ + (dgs)*)?

2Um operador linear T é uma aplicagio T : E — E que atende propriedades de linearidade. E é um
espaco vetorial. Para os objetivos deste texto E serd sempre o espago de vetores da geometria Euclidiana.
Ser4 usada a notagdo em negrito para representar um operador linear T. Quando E é o espaco de vetores
da geometria o operador T ¢ representado em uma base por uma matriz de dimenséo 3 x 3, denotada entdo
por [T
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e o alongamento linear serd dado por

ds* —ds ds*
= — = — — 1, .
Ey ds ds (2 23)

Considerando a equacao(2.22)

ds* = ||dy| = v/dy - dy=VFdx - Fdx.
Seja F”' o operador transposto® de F. Sejam ainda a e b dois vetores quaisquer.
Chamando-se v = Fa pode-se escrever

Fa-Fb=v.-Fb=b.-F'v=b.F Fa (2.24)

onde utilizou-se na deducgao acima a definicdo de operador transposto.
Entéo utilizando-se (2.24)

ds* = Vdx - F'Fdx

e resulta

E 1_\/dx-FTFdx 1
ds Vdx - dx

Usando que a composicdo FTF de dois operadores lineares é um operador linear e
reconhecendo-se que dx = ds m tem-se que

i dsvVm - FTFm
e dsy/m - m

Ep —

-1

go=vVm-F'Fm-1 (2.25)

A expressdo acima fornece de forma exata o alongamento linear de uma fibra infinitesimal
que tem direcdo dada por m na configuracdo de referéncia, néo importando a magnitude
dos deslocamentos envolvidos na deformagdo. Como o objetivo presente é a discussao e
formulacdo da elasticidade linear para a qual os deslocamentos sdo supostos infinitesimais,
investiga-se a simplificacdo da expressdo (2.25) quando se consideram os deslocamentos como
infinitesimais.

3Seja um operador A : E — E. Define-se A” : E — E o operador A7’ que satisfaz a seguinte relacéo
y-Ax:x-ATy V x,y eE.

O operador A”' é denominado operador transposto de A.

Quando um operador e seu transposto sfo iguais, por exemplo, T = TT diz-se que T é um operador
simétrico.

Quando um operador A é representado em uma base por uma matriz [A] seu transposto AT gsers repre-
sentado nessa mesma base pela matriz transposta [A]T‘

Portanto, operadores simétricos quando representados em uma base levam a matrizes simétricas.
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Usando a equaggo (2.21)

F'F = (I+Vu)' I+ Vu)
= I+ Vu+Vul + Vu'Vu

Como se esta interessado em deformacoes infinitesimais e as componentes de Vu'Vu

envolvem termos do tipo g: 6“ pode-se desprezar Vu? Vu em relagio a Vu.

Considere-se um outro operador linear definido por
|
- [(Vu)T + Vu] . (2.26)

Em componentes € se escreve

[ Ouy. 1(0u 4 Ou 10w | dus) |
ozy 2 (8:1:2 + Bml) 2 <8z3 + ory
- 1{0u y Buy Oug 1 0ug 4 Oua
- 2 (6392 + Bml) Oxo 2 \ Oz3 + Oxo (227)
1({0u1 , Ousg 1 ( Oug Ous Oug
5 2 (8%‘3 —I_ 32?1) 2 (ng + 8.’1,‘2) Ox3 i

Nota-se que € é um operador simétrico ([5] = [E]T) . O operador € é chamado de tensor das

deformacoes infinitesimais.

Considerando a definicao de € dada em (2.26), quando se tem deformacdes infinitesimais
pode-se escrever

F'F = I+2e. (2.28)

A equacdo (2.25) pode entao ser reescrita como

er=+/m-(I+2e)m—1 = (1 +2m-em)? — 1 (2.29)
Pode-se usando (2.27), verificar que
. 8 3L g
m-em={m} [e]{m} = ; ; demimj (2.30)

Substituindo a identidade (14 6)° = (1 + s6 + —I—Ls‘;ﬁﬁz +...) em (2.29) chega-se a

13-1)

s m-em)(m-em)+...+ —1

1
eg—1+§ 2m - em+

Levando-se em consideracio (2.30) e desprezando os termos de ordem superior (quadréticos,

cuibicos etc) em g“L em relacao a "“’ , pode-se, a partir de (2.29), chegar a
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Figura 2.26: Distorgdo entre duas fibras infinitesimais

ee=m-em ={m}" [e] {m}

(2.31)

Portanto o alongamento linear &, de qualquer fibra infinitesimal com origem em um ponto
P e direcdo definida por m fica determinado pelo tensor das deformacdes nesse ponto, sendo
dado pela equacdo (2.31).

Considerem-se duas fibras infinitesimais que na configuracdo de referéncia sao ortogonais
e cujas direcdes sdo determinadas pelos versores a e b como indicados na Figura 2.26.

As direcdes dessas fibras na configuragéo deformada sao dadas por Fa e Fb como mostra-
do também na Figura 2.26. Define-se como distor¢io entre essas fibras o angulo v = 7 — 6,
onde 6 é o angulo entre as fibras na configuracdo deformada. A distorcdo <y estd representada

na Figura 2.26.

Tem-se pela definicao de produto escalar que

mas

Tem-se que

Fa-Fb =||Fa|| [|Fb|| cos §

T
cos 8 = cos (5—7) = sen y

|Fa| = vFa-Fa=Va-F'Fa
|Fb| = Vb-F'Fb

Considerando a relagdo dada por (2.28)

|Fa|| = Va-F'Fa=/a (I+2)a
Va-a+2a-ea

(1+2 a- sa)%

Il

Retornando & equagéo (2.32)

b- (I+2¢) a
Vv1+2a-eay/1+2b- b

sen «y =
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Como as deformacoes sdo infinitesimais pode-se fazer vy =sen 7y e notando-se que a - ea
e b-eb sdo os alongamentos lineares nas direcdes a ¢ b pode-se também despreza-los em
relacao & unidade.

Resulta

vy=2b-ga=2a-€b

j4 que € é um operador simétrico. Utilizou-se que a - b =0 pois a e b séo versores ortogonais.

2.3 Interpretacao das componentes do tensor das de-
formacoes infinitesimais

Seja o tensor das deformagcGes infinitesimais em um ponto dado por

€11 €12 €13
[6] = | €21 €22 €23
€31 €32 €33

O alongamento linear de uma fibra infinitesimal na direcdo do eixo z; é dado por

er={e}” [e] {er}

onde {e;} é o versor na direcdo do eixo z;, ou

€11 €12 €13 1
Ey ={ 1 00 } €91 Engy E93 0
€31 E32 €33 0
que leva a
E¢ = E11-

Ou seja, £1; é o alongamento linear de uma fibra infinitesimal na diregéo de ;.
Analogamente, chega-se a que €9 € £33 sdo os alongamentos lineares de fibras infinitesi-
mais nas direcoes de x, e x3 respectivamente.
A distorcgo entre duas fibras infinitesimais que na configuracdo de refe-réncia tém as
direcoes dos eixos x; e x, pode ser calculada por

v = 2{e:}" [e]{e2}

€11 €12 €13 0
= { 1 00 } E91 E99 €93 1
€31 €32 €33 0
que leva a
v = 2€12 (2.33)

e, devido & simetria de [g], 7 = 2e12 = 2€91.
Analogamente, mostra-se que as distor¢Ges entre fibras infinitesimais nas direcoes z; e
T3, € Ty e x5 sa0 dadas, respectivamente, por vy = 2e13 = 2€31 € 7 = 2e93 = 2€39.
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Figura 2.27: Bloco na configuracao indeformada

Exemplo 2 Considere-se um bloco tal que uma segio genérica paralela ao plano z,z; estd
representada na Figura 2.27 para a configuragao indeformada.

A configuracio deformada fica caracterizada pelo conhecimento da posi¢io dos pontos
nessa configuragao, i.e.,

Yy = @+ ko
Y2 = T2
Y3 = I3

(i) Calcule o campo de deslocamentos
(if) Calcule o tensor das deformacoes

(iii) Represente esquematicamente a configuragao deformada.

Solugao

(i) O campo de deslocamentos é dado por

Ui =Yi — T
o que leva a
w = Yy — 1= ke
Uy = Yo—Tp=0
uy = yz—23=0

(ii) Usando a relagdo deslocamento-deformacao

o 1 Buf + 61&j
& = 2 Bwj 3:!2,:
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Entao

ot

Eny = 8:1:1 =10
aug

€y = a1 =0
3u-;

an = — =)
€33 13

€12 = Eg

1 (0w, Ouy k
"7 (a_ i "a?l) =2
€13 = €31 Z% (3—2+g—2:) =)
€93 = 532=5—13 (%+g—2) =0
(iii) Representa-se, na Figura 2.28, de forma magnificada (os deslocamentos séo considera-

dos infinitesimais), a configuracdo deformada em linha cheia e a configuracdo indefor-
mada em linha tracejada.

X,
A 'Y=2812=k

Figura 2.28: Configuractes deformada e indeformada.

Indica-se também na Figura 2.28 a distor¢do entre fibras paralelas a x; e 3 que para
este caso é a mesma para todos os pontos do sélidos. Dessa forma, como também indicado
na Figura 2.28 pode-se calcular v diretamente observando as configuracoes deformada e
inderfomada por 7 = ’”7:‘ =,

E bastante usual utilizar-se a notagao técnica. Nessa notagdo representam-se os eixos do
sistema de referéncia por z, y e z, ou seja ¢ = , Y = @, z = 3 e 0s deslocamentos por u,
vew, isto é, u=wu;, v=uy, W= us.
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Nessa notacao as componentes do tensor das deformagoes escrevem-se

ou
Erg = 633:%
ov
Eyy = €y:3—y
ow
Ezz = €z = Oz

1 /0u Ov
Epy = ny_é(a—y'l‘%)
(o o)
2\ 0z Oz
1 /0v Ow
Eyz = Exy T (a + 8_3;)

Considerando a relagao (2.33) representam-se as distor¢oes para pares de fibras paralelas
ao0s eixos de referéncia

E‘J?Z — E,ZLE

Vay = 2€4y
Yzz = 253—'3
Vyz = 2€y,.

Considerando-se o estado de deformacoes em um ponto, é relevante estudar-se a variacao
dos alongamentos lineares devido & variagdo das dire¢Ges em que se tomam as fibras. Por
exemplo, quer-se a responder questdes como: Para qual diregao o alongamento linear atinge
o seu maximo? E o seu minimo?

Esse estudo é realizado de forma direta e eficiente valendo-se de alguns desenvolvimentos
ligados & 4lgebra linear. Esses mesmos desenvolvimentos serao também de valia para o
estudo da variacao das tensoes em um ponto. Abre-se, portanto, um paréntese para resgatar
esses desenvolvimentos da algebra linear.

2.4 Vetores e valores préoprios de operadores

Considere um operador linear T : E — E, onde E é o espago de vetores da geometria eu-
clidiana.
Se existirem A € R e x € E, x # 0, tal que

Tx =Ax (2.34)

diz-se que A é um valor préprio de T e x um vetor prdprio associado ao valor préprio A.

Na Figura 2.29 representam-se pictorialmente duas situagdes. A primeira situagéo, a qual
é a que mais comumente ocorre, mostra, a acado do operador T em um vetor y qualquer,
levando ao vetor Ty, que, em geral, tem uma direcdo diferente da de y. A segunda situagéo
mostra que o vetor X e o vetor Tx tém a mesma dire¢do. Nesse caso x é um vetor préprio
e o fator multiplicativo que relaciona x a Tx o valor préprio. E muito comum usar a
terminologia autovalor e autovetor com o mesmo significado de valor préprio e vetor proprio
respectivamente.

E imediato reconhecer-se que, se x é um autovetor, entdo ax, o € R, também é um
autovetor. De fato,

T (ox) = T (x) = adx =) (ax)
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Figura 2.29: Representacio esquemética da agdo de um operador para um vetor genérico y
e para um vetor proprio x

Portanto ax é também um vetor préprio associado a A. Todos os vetores que tém a mesma
direcéo de um vetor préprio também séo vetores préprios. Desssa forma é usual falar-se em
direcéo prépria e caracteriza-la por um versor.

Para se determinarem os autovalores e autovetores de um operador T a equagio basica
a ser usada é (2.34). Seja h o autovetor procurado. Impde-se ainda que h seja um versor.
Entao

Th =\h (2.35)
e
|h| = 1. (2.36)
Reescrevendo-se (2.35)
Th-Ah=(T-AI)h =0 (2.37)

Escolhendo-se uma base (e, ey, e3) a equacdo (2.37) pode ser escrita matricialmente por

(77 = Al) {h} = {0}

ou
Th—XA 1p Tis hy 0
Ty, Tp—> Th G (2.38)
T3 Tse T3 — A hs 0

A solucgo trivial h; = 0, hy = 0, ks = 0 do sistema acima ndo atende a condigdo de que
o autovetor h seja ndo nulo (||h|| =1).

Para que o sistema (2.38) admita solugdes diferentes da trivial o determinante da matriz
que define o sistema deve ser nulo

Tll —A T12 T13

Ty, Too—X Ty
T3 Tyy Ty — A

I
o

Desenvolvendo-se o determinante acima chega-se & chamada equacdo ca-racteristica
M_ILN+LA-L=0 (2.39)
onde

I = Ty +Ty+1s3

1 - Ty T 4 Toy Tog Ty T
g Ty Too Tay i3 Tys Tn
T Tie Tis
Iy = | Ty Ty T3
Ty Ts T3




I, I, I3 sao chamados de invariantes.
A solucdo da equacao caracteristica leva & determinagéo dos autovalores A. Para cada
autovalor, pode-se, considerando o sistema (2.38) e a condicao adicional

b =1=h%+h3+h]

determinar o correspondente autovetor h. Detalha-se tal procedimento por meio de um
exemplo.

Pode-se mostar que os autovalores de um operador simétrico sdo reais. Um resultado
igualmente importante ¢ que autovetores de um operador simétrico associados a autovalores
distintos sdo ortogonais. De fato, sejam A; e Ay, A\; # Ao dois autovalores de um operador
simétrico T, h; e hy, os autovetores associados a esses autovalores. Como o operador é
simétrico

h1 B Thz o h2 N Th1

mas
Th;, = Mh;
Th, = Ahy
Resulta
h; - Aohy =hy - Ay
ou

(A —A2)hy -hy =0

Como A\, # X\ e hy # 0, hy # 0 conclui-se que h; L hy.
Considerando a solugdo do problema de determinaco dos autovalores e autovetores (ver-
sores) de um operador simétrico identificam-se trés possiveis situagoes distintas.

1% Situacao: Os trés autovalores sao distintos.

Pode-se, pelo resultado anterior, concluir-se diretamente que os autovetores serao orto-
gonais entre si.

2¢ Situacdo: Dois autovalores sdo iguais e o terceiro distinto.

O autovalor distinto leva & determinacdo de um autovetor Unico. Os autovetores corre-
spondentes aos autovalores iguais devem ser ortogonais ao autovetor associado ao autovalor
distinto, portanto, pertencentes ao plano ortogonal a esse autovetor. Mostra-se que qualquer
vetor pertencente a esse plano é um autovetor.

3% Situacao: Tém-se trés autovalores iguais.

Mostra-se que nesse caso todos os vetores sao autovetores.

Dado um operador simétrico T pode-se concluir, pelas considerages acima, que é sempre
possivel construir-se uma base triortogonal formada por versores proprios de T.

Seja hy, hy, hy essa base. O operador T é representado nessa base pela matriz

A 00
M=]0 A 0
0 0 X
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j& que nessa base

1 0 0
=30 ; {h2}={1 ; {ha} =4 0
0 0 1

e deve-se obedecer

[T]{h} = A {h}
[T]{ha} = Na{ho}
[T]{hs} = Aa{hs}

E comum ordenarem-se os autovalores tal que
AL Z Ap 2 Ag.

Pode-se definir uma forma quadrética como sendo a aplicagéo associada a um operador
linear simétrico T, £ : X —R definida por

t(x)=Tx-x.
A terminologia forma quadrética estd ligada a seguinte propriedade
t(ax) = T(ax)-ax=0’Tx-x
o’t (x) Yo € R.

Pode-se estudar a variacio dos valores assumidos pela forma quadratica ¢ (x) quando se
consideram as diversas direcoes definidas por x. Para tal tome-se x como um versor, isto é,

x =z h; + zohy + z3hg

sendo

2

(.’131)2 + (1132) e (9.33)2 =7,

Escolhe-se como base, hy, hy, hy que é a base de versores préprios de T, onde T € o
operador simétrico que define a forma quadrética.

Nessa base
A 0 O
T)]=1] 0 X 0
0 0 XA

t(x) = x-Tx
)\1 0 0 T
={.’L’1.’B2$3} 0)\20 Lo 4
0 0 )\3 | L
t(x) = A (@1)% + Az (%2)® + X3 (z3)* (2.40)
Substituindo na equagao acima

2} =1 (22)" — ()"
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t(x) = A1 (1= (22)° — (@3)%) + X2 (@2)° + Ag (25)”
que leva a
E(x) = A+ (ho — Ar) (@2)° + (A — A1) (23)° (2.41)

Como se ordenaram os autovalores de forma que \; > Ay > A3, observando-se a equagao
(2.41) pode-se concluir que

t()() S /\1
jAque g — Ay <0e X3 — A <0
Como ¢ (h;) = A conclui-se que A; é o valor méximo assumido por t(x).
Analogamente, substituindo-se (z3)* = 1 — (z1)* — (22)” em (2.40)resulta
t(x) = As + (A1 — Xs) (@1)" + (A — Ao) (2)°
Considerando que A\; — A3 = 0 e A\; — Ay = 0 tem-se que
t(X) = Ag

e, como ¢ (hs) = A3 conclui-se que A3 é o minimo assumido pela forma quadratica.
A soluc¢do do problema de autovalores de T jd fornece a solugao para o problema de
méximo e minimo da forma quadrética t (x) quando se varia a direcao.
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2.5 Estudo da variacao das deformacgoes. Deformacoes
e direcoes principais

Pretende-se utilizar os resultados dos desenvolvimentos apresentados na se¢ao anterior para
o estudo da variacao dos alongamentos lineares.

Considere-se, como representado na Figura 2.30, a configuracao indeformada de um sélido
na qual se escolhe um ponto qualquer P. A partir de P considere-se uma fibra infinitesimal
dx na direcdo do versor m. O sélido é submetido a um estado de deformacao que fica bem
caracterizado pelo conhecimento de € para seus pontos.

Figura 2.30: Configuracgo indeformada do sélido

Recorda-se que o alongamento linear da fibra dx é dado por
ge(m) =m-em (2.42)

A questdo que se coloca é: para que diregdo ocorre o méximo alongamento linear e qual o
valor desse alongamento? Analogamente, coloca-se a mesma questéo para o minimo alonga-
mento.

Reconhece-se que € é um operador linear simétrico e que o alongamento linear na diregao
m é dado pela forma quadritica associada a € como explicitado pela equacéo (2.42). Pode-
se entdo utilizar os resultados da secdo anterior. Ou seja, considerando o problema de
autovalores e autovetores para o operador €

EX =AX
e denominando-se os autovalores de
El 2 €2 2 €3
e os correspondentes autovetores de hy, hy, h; tem-se que

. €1 é 0 maximo alongamento linear e ocorre para a direcao h;

. €3 é o minimo alongamento linear e ocorre para a direcao hs.

Na base dos autovetores £ tem a seguinte representacao matricial

€1 0 0
e]=10 e O
0 0 €3

0 que mostra que as fibras nas diregdes de hy, hy, hs ndo sofrem distorcoes. Denominam-se
g1, €2, €3 de deformactes principais e hy, hy e hs de diregdes principais.
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Exemplo 3 O estado de deformacio em um ponto de um sélido deformével é caracterizado
pelo tensor das deformacoes € que, na base ortonormal considerada, é dado por

-2 1 -1
[e] = 13 2(x107°
12 4

Determinar as deformagdes e diregbes principais de €.

Solugao A equagdo caracteristica é dada por

det (g — AI) =0
ou
—0,002—A 0,001 —0,001
0,001 0,003—A 0,002 =0

—0, 001 0,002 0,004 — A

Sabe-se que a equacgido caracteristica pode ser escrita como

N~ LN+ LA—1;=0 (2.43)
onde
f| = €11 + E9s + Ezz = 0,005
T = €11 €12 ‘ €22 E:z:; €33 €31 | _ —8x% 1076
Ea1 €22 €32 €33 €13 En

€11 €12 Ei13
I;J, = Ea1 E9n E93 | = —2,7 >3 10_8
E31 E32 €33

Resolvendo-se (2.43) chega-se a

M = 0,00557
As = 0,00194
X3 = —0,0025

Pode-se determinar o autovetor associado a A; = 0,00557, substituindo A; no sistema
dado por (2.38).

~0,00757 0,00l  —0,001 hy 0
0,001 —0,00257 0,002 hy 5 =140
~0,001 0,002 —0,00157 | | hg 0

Como o sistema é indeterminado deve-se escolher duas equages linearmente indepen-
dentes e considerar como equacao adicional (2.36)

—0,00757h, + 0,001hy — 0,001h; = 0
0,001h; — 0,00257hs +0,002h; =
h2+hi+h; = 1

|
o

(2.44)
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Solucionando (2.44) chega-se a

h’l - ‘—0,03073!‘13
ho = 0,76753 hg

hs = =£0,79304

onde o0s sinais + ou — para h; mostram que hé dois versores préprios de sinais opostos. Para
caracterizar a dire¢do prépria, pode-se escolher hy = 0,79304, que leva a

hy = —0,02437
hy = 0,60868
hs = 0,79304

ou
h, = —0,02437e; + 0, 60868e; + 0, 79304e;3
Procedendo-se de forma anéloga para A\, = 0,00194 e A3 = —0,0025 chega-se a

h, = —0,3351e; — 0, 75236e, + 0, 56715e;3
h; = 0,94187e; — 0,25192e, + 0, 22230e;

Observa-se que na base dos versores proprios (hy, hy, hj) € escreve-se

" 0,00557 0 0
€] = 0 0,00194 0
0 0 —0,0025

Consideram-se ainda, por meio de exemplos, casos classicos de deformacao

Exemplo 4 Considere-se o cubo de aresta L representado na Figura 2.31.

Xy

A

1 7
- L iL

|

L

Figura 2.31: Sélido dado por um cubo.
Seja a configuragdo deformada definida na Figura 2.32.
(i) Calcule por inspeciio o tensor das deformagdes na base (e, ey, e3)

(ii) Interprete o resultado
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Figura 2.32: Configuragao indeformada e deformada dadas pelos cubos de aresta L, repre-
sentado em linha tracejada, e de aresta L + AL representado em linha cheia.

Solugao:
(L+AL)—-L AL
L L

como nao hd distor¢oes entre fibras ortogonais paralelas a z1z3 € 2173

€11 =

g1 =¢€13=10

Analogamente, chega-se a

_ ... AL
€2 = €33 = I
€93 — 0
Portanto, na base (er, eg, €3)
0 0
El=| 0 S 0 (2.45)
0 0 AL

(ii) Conclui-se, pela observagao da estrutura do tensor das deformagGes obtido, que as
direcBes eq, ey, es sdo direcdes principais e que as deformacdes principais valem %.
Neste caso, como os autovalores sdo iguais, deve-se, conforme discutido anteriormente,
ter que todas as diregoes sdo diregdes principais. Como os autovalores sdo os mesmos
para qualquer direcdo escolhida, deve-se obter o mesmo alongamento linear para qual-
quer direcdo. Seja m =mie; + mye, + myes um versor. O alongamento linear de uma

fibra infinitesimal na dire¢ao do versor m é dado por

ee = {m}" [e]{m}

AL

7 0 0 my
= { ™my My M3 } 0 % 0 my
o 0 &k m3
AL
= [(m)*+ (ma)? + (ms)?] I
e, como m € um Vversor, (ml)2 + (mg)2 + (mg)2 = 1, resultando
AL
€= —
‘T L
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conforme antecipado. Nota-se, ainda, que, por ter o tensor [€] a representacao dada em
(2.45) para qualquer base ortonormal escolhida, nao havera distorgao entre quaisquer
duas fibras ortogonais escolhidas.

Este estado de deformacao recebe o nome de estado de dilatagao uniforme.

Exemplo 5 Considere-se ainda como configuracao indeformada aquela dada pelo cubo da
Figura 2.31. Na Figura 2.33 representa-se a configuracdo deformada a ser considerada neste
exemplo.

AX3

Figura 2.33: Configuracao indeformada e deformada.

(i) Calcule por inspecéo o tensor das deformagdes na base (e1,eq,€3)

(ii) Interprete o resultado

Solugao: Obtém-se diretamente, por inspecao

AL
€11 = €&xm = -
L
AL;z
€33 = ——
L
g1p = €3 =¢€xn=0
Portanto, na base (e, e,, e3)
AL
{—f t?,' 0
[E] = 0 I 0
0 0 &=
(ii) Conclui-se, pela estrutura de [e] que (e, e, e3) é uma base de autovetores e que %,
%L‘—? sao os autovalores, sendo o autovalor % de multiplicidade 2. Portanto, como
discutido anteriormente qualquer versor no plano z;z, serd um autovetor com autovalor
AL
=,

De fato, seja {m}’ = {my my O } , (ma)” + (me)* =1
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m AL BL 0 mi Az [ ™
[E] ey = 0 A 0 mo = T ma
0 0 0 &= 0 0
e o alongamento linear
%‘Iﬁ 0 0 m
ge(m) = {my my 0 }l 0 & 0 my
0 0 £ 0
AL AL
_— [('m|)2 "I_ (?’RQ)Q] T == T.

Exemplo 6 Considere a deformacio descrita no Exemplo 2. Calcule as deformagoes e
diregoes principais.

Solucao: Do resultado obtido na solugdo do Exemplo 2 tem-se

0 %0
el=|4% 00
0 00
Os invariantes sao dados por
ILi =0
k2
Ig = —Z
Iy = 0
e a equagao caracteristica por
k2
3 _— — =
A 1 A
que leva a
k k
= Ao = o i
A.l 2 3 2 0 ] /\.5 9
Substituindo na equagao (2.38)
—A % 0 hy 0
% -\ 0 hy p=¢ 0
0 0 =A s 0

Tomando a 1¢ e a 3% equacdes, j4 que a 1* e a 2* sdo linearmente dependentes, e con-

siderando que ||h|| = 1, tem-se para A = %

k k
"2—h1—§h2 — 0
k
—Ehs = 0



resultando

2
h:;=0 s h]':?lg:ﬁ

Para A = 0 chega-se

h1=h2=0 ) h-3=1

e para A = —

b

2
hI}:U ) h1=—h2=—§

Mostra-se, pictorialmente, na Figura 2.34, considerando o plano z;z; os autovetores h,;
e h3.

Figura 2.34: Representacdo das dire¢des principais para um ponto genérico do sélido

102



Capitulo 3

Estudo das Tensoes

3.1 Conceituagao Classica de Tensoes

Considere um sélido deformével sob a acdo de esforcos externos. Serdo considerados como
esforgos externos:

e Forcas de volume: definidas como um campo vetorial de forcas que a cada ponto
do sélido associa um vetor fZ que fornece a forga por unidade de volume atuando
naquele ponto. Um exemplo tipico é o campo de forgas de volume resultante da agao
da gravidade.

e Forcas de superficie: definidas como um campo vetorial de forgas que a cada ponto
da superficie do sélido associa um vetor f* que fornece a forga por unidade de érea
atuando naquele ponto. As forcas de superficie sdo, em geral, origindrias do contato
da superficie do sélido com outros sélidos ou também com fluidos.

Considere um sélido V em equilibrio sob a acgio de forgas de volume f” e forgas de
superficie f*. Seja P um ponto no interior do sélido e considere um plano « que passa por
P e divide o sélido em duas partes, conforme esquematizado na Figura 3.1.

Figura 3.1: Sélido em equilibrio sob a agdo de forcas de volume f B e de superficie f*.
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A transmissao de esforcos que deve ocorrer pelas superficies definidas pela interseccao
do plano o com o sélido deve ser tal que assegure o equilibrio de cada uma das partes, parte
(I) e parte (II), consideradas isoladamente como mostrado na Figura 3.2.

Figura 3.2: Equilibrio das partes (I) e (I1) do sélido seccionado pelo plano a.

Os esforcos internos que aparecem em (I) e (II) segundo a secdo considerada estao es-
quematicamente representados na Figura 3.2.

Considere uma regiao AS na secio de interesse que contém o ponto P, conforme indicado
na Figura 3.3.

Seja AF a forca resultante dos esforgos internos atuantes em AS pela agio da parte (IT)
na parte (I). Pode-se definir

_AF
pm_AS

que é uma forca média por unidade de superficie denominada tensdo média no ponto P
segundo o plano o e considerando a drea AS. Com o objetivo de se chegar a uma medida
local da forca transmitida por unidade de 4rea, considera-se o seguinte limite

= li _— = ]_.
p=lm K5 = A Pm

Define-se p como tensdo no ponto P segundo o plano « resultante da agao de (IT) em
(I) . Como o plano « fica bem definido pelo conhecimento da normal n a esse plano (a parte
interna corresponde ao semi-espacodefinido pelo plano « ao qual a parte I pertence), é usual
expressar a dependéncia do plano por

p=p(P,Il).

E usual decompor a tensdo p em duas parcelas: uma ortogonal ao plano, portanto na
direcdo de n e outra no plano, conforme indicado na Figura 3.4.
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Figura 3.3: Regido As selecionada em torno de P.

Figura 3.4: Decomposicao da tensdo nas componentes normal e tangencial
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Entao

p = o+T (3.1)
c = (p-n)n=on

onde o é denominada tensao normal e T tensao de cisalhamento.

A decomposicio acima nao é de cardter meramente formal. Tanto a tensdo normal como
a de cisalhamento tém interpretacoes fisicas bastante distintas quando se considera o efeito
de deformacao associado.

3.2 Caracterizacao do estado de tensao em um ponto

Na discussdo anterior seccionou-se o sélido por um plano e considerou-se o equilibrio das
duas partes resultantes. Na verdade, pode-se isolar qualquer parte do sélido porque as
tensdes que aparecerem e que representam a agao do restante do sélido sobre a parte sendo
isolada devem garantir seu equilibrio. Essa condicdo serd utilizada diversas vezes para o
estabelecimento de relagdes importantes entre tensoes.

Nesse sentido, considere o paralelepipedo indicado na Figura 3.5 que envolve o ponto P.

Figura 3.5: Paralelepipedo envolvendo o ponto P.

O paralelepipedo tem duas faces paralelas ao plano o sendo que o plano « o divide ao
meio. O paralelepipedo pode ser isolado do restante do sélido, devendo-se considerar as
tensdes em suas faces e também as forcas de volume. Mostra-se na Figura 3.6 um detalha-
mento do paralelepipedo isolado.

Considera-se a situacdo limite, onde 6 — 0. Note que a “altura” do paralelepipedo
pode ser muito pequena quando comparada & sua base (tdo menor quanto menor for ). A
imposi¢do da resultante nula leva a

p(P,n) 8 +p(P,—n) & + p(P,ny)6° + p (P, —n1) 6 +
p(P,ny) 6 + p(P,—ny) 8 + 8 (P)6* =0
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intersec¢do do plano o
com o paralelepipedo

Figura 3.6: Detalhe do paralelepipedo isolado.

Considerou-se que, ao se escrever a equagio anterior, no limite, quando § — 0 todas as
faces tendem ao ponto P e que as tensdes podem ser consideradas constantes para cada face.
Desprezando-se os termos de ordem superior em 6 (63 e 6' em relacdo a 52), resulta

p(Pn) = —p(P,—n). (3.2)

Esse resultado mostra que, considerando o problema descrito na Figura 3.1, se a tensao
atuando em P segundo « devido & agéo de (II) em (I) é representada por p, entdo a tenséo
atuante em P segundo o devido & agdo de (I) em (II) serd dada por —p.

Pode-se adotar uma convencao para decompor, segundo a direcdo dos eixos do sistema
de coordenadas, a tensdo atuante em um plano paralelo a um dos planos coordenados. Para
tanto, considere-se a Figura 3.7 na qual se representa a tensao atuante em um plano que
tem normal e,. Define-se Ty, como a componente de p (e;) na direcao de e, e Tip e Tzo as
componentes nas diregoes de e; e eg respectivamente, isto é,

ple) = Tiser +Tosey + Thyes

3
= E T;0e;.
i=1

Na Figura 3.8 mostram-se, além de p(e,), as tensdes e suas componentes para os planos
definidos por e; e e;.
Tem-se

pe;) = Zﬂjei- (3.3)

Mostra-se também na Figura 3.8 a tensao atuante, no mesmo ponto em que se definiu
p (e2), segundo um plano cuja normal é —e,. Essa tensdo, p (—e,) expressa a agdo da parte
(I) sobre (IT) enquanto p (e;) a da parte (II) sobre (I) . (Na Figura 3.8 mostra-se a parte (II)
transladada verticalmente por uma conveniéncia de visualizacdo). Tem-se entao

p(—e) = —ple)) = —Tioe; — Tyoey — Txoey
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X

Figura 3.7: Tenséo atuando em um plano que tem normal e, e suas componentes

(1)

Figura 3.8: Componentes de tensao para planos coordenados
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sendo os sentidos indicados para os T, aqueles correspondentes a valores positivos dessas
componentes.

Note-se, pelas definicoes acima, que T}; representard a tensdo normal segundo o plano
ortogonal a e; e a —e; sendo que o valor positivo indicaréd tracao; T;; representard a com-
ponente da tensao de cisalhamento segundo a direcdo e; para o plano definido pela normal
e, e pela normal —e;, sendo que um valor positivo indicaré que o sentido é o de e, quando
o plano é caracterizado pela normal e;, e 0 de —e;, quando o plano ¢ definido pela normal
—ej.

Considere-se que se tem um sélido em equilibrio. Portanto, para cada ponto do sélido
tem-se um estado de tensao tal que

p=p(Pmn).

Deseja-se melhor caracterizar o estado de tenséo em um ponto. Tendo-se esse objetivo,
considere-se a partir do ponto P uma parte do sélido definida por um tetraedro como mostra-
do na Figura 3.9.

Figura 3.9: Parte do sélido que ¢ definida por um tetraedro.

Admite-se que as arestas, a partir do ponto P, sejam paralelas aos eixos coordenados e
tenham comprimento infinitesimal. Pode-se isolar essa parte do sélido desde que se consi-
derem os esfor¢os internos que representam a acdo do restante do sélido nas superficies (no
caso faces) da parte a ser isolada (o tetraedro). Na Figura 3.10 representa-se o tetraedro.

Como as arestas sdo infinitesimais, pode-se tomar a tenséo associada ao ponto P como
constante em cada uma das faces. Portanto, na Figura 3.10 representa-se por p (—e;) a
tensdo na face que tem normal exterior —e; e drea S; (i = 1,2, 3) . A tensdo na face inclinada,
que tem normal n e drea S, é dada por p (n). Somente por conveniéncia de notacéo nao se
estd explicitando a dependéncia da tensdo em relacao ao ponto P, pois neste caso se estd
considerando o mesmo ponto P, uma vez que as arestas sdo infinitesimais. Ou seja, p (n),
p (—e;) estdo representando p (P,n), p (P, —e;) respectivamente.

Mostram-se na Figura 3.11 algumas propriedades geométricas para o tetraedro em con-
sideracgao. Decorre

V=25h=235; (-) (3.4)



Figura 3.10: Tetraedro isolado de um sélido em equilibrio

de onde se pode tirar

e onde n; sdo as componentes da normal n na base (e;, ez, es), V é o volume do tetraedro e
h a distancia do ponto P & face inclinada. Nota-se ainda que n; = n - e; = ||n|| ||e;|| coso; =
cos o; onde «; é o angulo que n faz com o versor e; sendo que os cos ¢; s80 denominados de
cossenos diretores de n.
Como o sélido estd em equilibrio, o tetraedro, quando isolado, estarad em equilibrio.
Impoe-se a primeira condigio de equilibrio que corresponde a se ter a resultante R. de
todas os esforcos atuantes no tetraedro nula. Portanto

R=pm)S+p(—e)Si+p(—e)S+p(—e;) S +fV=0

onde fZ é a forca de volume para o ponto P. Dividindo-se a expressdo anterior por S resulta
1
p(n)+ p(—e)ni +p(—es)ns + p(—es)ns + ngh =0

onde se usaram as relacdes (3.5) e (3.4). Como h é também um comprimento infinitesimal
(visto que as arestas sdo infinitesimais) pode-se desprezar o termo %th em relacao aos

demais.
Utilizando (3.2) resulta

p(n) = p(er)n + p(ex)nz + p(es)ns (3.6)

que mostra que a tensdo em um plano inclinado definido pela normal n pode ser obtida a
partir das tensdes, no ponto, para planos paralelos aos planos coordenados.
Substituindo (3.3) em (3.6) resulta

3 3 3
p(n) = (Z Tilei> n + (Z Ti29i> ny + (Z T¢39i> ng.
i=1 P i1
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Figura 3.11: Relagbes geométricas para o tetraedro

Considerando as componentes de p(n), definidas implicitamente por p(n) = S e

pode-se reescrever a equacao acima em componentes

p1 = Tung +Tiong +Tizng
py = Toing + Toong + Tozng
ps = Tzng + Tyong + Tazng

As trés relacoes podem ser escritas matricialmente por

p1 Ty Ty T3 N
Py ¢ = | To1 Too Tos Ty
P3 T3 T30 Ts3 n3

definindo implicitamente o operador T cuja representagao na base (e1, ez, e3) é dada por

Ty, T Tis
[T]= | T:1 T T3
Ty Tzp Tig

O operador T relaciona a normal, que define um dado plano, a tensdo atuante nesse
plano

p(n) =Tn.

Nota-se que o conhecimento do operador T, que recebe o nome de Tensor das Tensoes
de Cauchy, caracteriza o estado de tensdo no ponto a que se refere, uma vez que seu conhe-
cimento permite obter a tensdo atuante em qualquer plano que passe pelo ponto.

A segunda condicio necessiria para se ter o tetraedro em equilibrio estético é a de
momento nulo. Ou seja, o somatério do momento dos esforgos atuantes no tetraedro em
relacdo a qualquer ponto deve ser nulo. Basta, no entanto, mostrar que tal somatdrio é nulo
para um ponto, uma vez que a resultante também ¢é nula.
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Nota-se que, como as tensoes foram admitidas constantes em cada face do tetraedro, a
consideracéo da forca resultante em cada face aplicada no centro de gravidade dessa face
leva a um sistema estaticamente equivalente as tensdes atuantes nessa face.

Seja G; o ponto que corresponde ao centro de gravidade da face S; e G o centro de gravi-
dade da face inclinada. Mostra-se que as retas ortogonais a cada uma das faces, paralelas
aos planos coordenados, e que passam pelos respectivos centros de gravidade das faces se
encontram em um ponto que é o centro de gravidade da face inclinada. Tal situacdo esta
representada na Figura 3.12.

Figura 3.12: Centro de gravidade das faces do tetraedro

Escolhe-se o ponto G para se calcular o momento dos esforcos externos. Sabe-se que o
momento em um ponto pode ser calculado pela soma dos momentos em relagéo a trés eixos
triortogonais a partir desse ponto.

Considerando-se as grandezas mostradas na Figura 3.13 pode-se impor o somatério de
momentos nulo em relagdo aos eixos Ey, F, e Ej.

dx dx
3" Mp, =0 =TyS—> — ThaS3—
3 3
entao
dﬂ?ldiﬂg dmg d%ld.’ﬂg dmg
T: —= =T —
32 ( 2 ) 3 23 ( 9 ) 3
que leva a
Ty3 = T3y
Tem-se ainda que
dx dx
ZME) =0 —T3151?1 + T135'3?3



nE3
p(n)
Ty, T
U
T Sl 31
—2‘- = - v > E2
TEQ v > X2
E, w = T
TZ? T33

X,

Figura 3.13: Definigoes e grandezas necessarias para impor-se o equilfbrio dos momentos

dzodzs \ dx dzidzs \ dz
T31( 2 3)—1=T13( 1 2)__3

2 3 2 3
ou
T31 e T13
e
dx dx
3 My, = 0="TuSi— — TnSa—-
3 3
dxodzs \ dzq dx,dxs\ dzs
Ty [ —222) 22 = — L )&
& ( 2 ) g T2 ( 2 3
ou
T21 = T12

Entéo a imposicao do equilibrio dos momentos mostra que o tensor das tensoes é simétrico.
Observa-se que nas equacdes de momentos acima néo se considerou o momento das forgas
de volume. Apesar desse campo de forcas estar bem definido no interior do tetraedro e
produzir, em geral, um momento diferente de zero para os eixos considerados, esse momen-
to corresponderd a um infinitésimo de ordem superior em relacao aos outros termos que
aparecem nas equacdes de momento, uma vez que as arestas do tetraedro séo infinitesimais.

Resumindo, as deducdes acima permitiram caracterizar o estado de tensoes em um ponto.
Ou seja, mostrou-se que a tensdo em um ponto P atuando segundo um plano de normal n

¢é dada por
p(P,n) =Tn

onde T é um operador linear simétrico denominado Tensor das Tensdes de Cauchy, o qual
estd bem definido para qualquer ponto do sélido.
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3.3 Equacoes diferenciais de equilibrio

Falta ainda estudar como as tensoes se relacionam com as forgas de volume, de modo a que
o equilibrio de qualquer parte do sélido fique assegurado.

Para tal, considere um paralelepipedo de arestas infinitesimais dz;, dzs, dzs no interior
de um sélido em equilibrio como mostrado na Figura 3.14.

Figura 3.14: Paralelepipedo de arestas infinitesimais.

Pode-se “isolar” tal paralelepipedo do sdlido desde que se considerem, em cada uma das
faces, as tensdes que representam a agéo do resto do sélido sobre essa parte.

Nas Figuras 3.15, 3.16 e 3.17 mostram-se as tensoes nas faces do paralelepipedo. Note-
se que se deve considerar a variagao que ocorre em cada componente de tensdo quando se
consideram planos paralelos, mas distantes de dz;. Por exemplo, a variagao que ocorre na
componente T;; quando se varia a posicdo do plano na coordenada z; de dz;, mantendo-se

AT , ] .
“dx, uma vez que se estd considerando um incremento
awj J

as demais constantes é dada por
dx; infinitesimal.

T
8T31 2 __-'Tll
T3]+ aXV dxl L 1 - 4
1 ~ //]/
\'\ - -~ . /.// /.
dx;
oT
T, + axl” dx,

Figura 3.15: Equilibrio na direcao z;

Deve-se impor o equilibrio do paralelepipedo considerando além das tensoes nas faces,
as forcas de volume. Novamente, como as faces tém arestas infinitesimais, as tensoes sao
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Tyt G %

e '. ,-\-'\ ) /,/'/’ e aT22
R f Tyt 0x, dx,
*— 0 '

¥

7

=
3
=
\
\
\

-

N JT
T+ axf dx,

Figura 3.16: Equilibrio na direcao

Figura 3.17: Equilibrio na dire¢ao 3
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consideradas constantes em cada face.
O equilibrio na dire¢do de e, é dado por

T
. Tnd.’l?gdl‘g + Tlldib'gdl'g -+ & 1
6161

dmldargdmg

oT
. T12d$1d$3 + Tlgdmld.’ﬂ;g + b
83:2

dSEQd.’L'ldﬂ?;g

0113

. T13d.'131d$2 + Tlgdlﬂldmg +
8$3

d$3dﬂ31d$2
+ ledl'ld.’EgdiL'g =0

Nota-se que a for¢a de volume 2 é dada por £2 = ffe; + fPe; + f e;. Dividindo-se pelo
volume do paralelepipedo dzidzodxs obtém-se

oT; 0Ty, 0T
u Ol Ol

B:
oo, T 0my T om T T

Analogamente, considerando-se o equilibrio nas direcoes e, e e3 chega-se a

8T21 8T22 6T23 B
=0
8301 L 6£E2 i 61)3 +f2
€
oT: o1 oT:
31_|_ 32+ ’%3_|_fsB:O

8151 8332 6563

As equacdes acima sdo denominadas equagdes diferenciais de equilibrio.

3.4 Estudo da variacao das tensoes

Considere o problema de determinacgao dos autovalores e autovetores para o operador linear
T que corresponde ao tensor das tensdes. Como o operador T é simétrico sabe-se que os
autovalores sdo reais. Sejam oy, oy e o3 0s autovalores de T ordenados de forma que

o1 2 02 2 03.

Seja ainda (hy, hy, h3) uma base ortonormal de autovetores de T. Nessa base o tensor das
tensoes tem a seguinte representacao

a1 0 0
=10 oy 0
0 O 03

Observe-se que para os planos que tém normal coincidente com hi, hy e hs ndo hé
tensdes de cisalhamento, visto que as componentes fora da diagonal do tensor das tensoes
sdo as tensdes de cisalhamento atuantes nos planos que tém como normal os versores da
base considerada.

Recorda-se ainda que as tensGes normais sao dadas por

c=p-n
ou

c=Tn-n=n-Tn
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expressao que mostra que a tensdo normal é dada por uma forma quadrédtica. Sabe-se que
os extremos de uma forma quadratica sdo dados pelos autovalores do operador simétrico que
define a forma quadratica. Portanto

max (o) = o1

min (o) = o3
ocorrendo para os planos que tém normal h; e h3 respectivamente.

As tensdes o1, 04 € 05 sdo respectivamente denominadas tensoes principais e as diregGes
hi, hy e hy diregbes principais das tensoes.

Pode-se estudar a variacdo das tensoes para planos que contém uma das diregGes prin-
cipais. Por exemplo, tomem-se os planos que contém hs. Representa-se na Figura 3.18 um
plano 7 genérico nessa situagdo. O trago desse plano 7 no plano definido por h; e hy faz
com h; um angulo a (0 < « < 180°), medido no sentido horério a partir de h;. A tensao p
nesse plano pode ser decomposta como definido em (3.1)

p=0+T=0on+7t

onde n é a normal ao plano 7 e t o versor no plano 7 como mostrado na Figura 3.18. Nesse
caso t pertence também ao plano hy, hy visto que p = Tn pertence ao plano hy, h.

Figura 3.18: Plano genérico que contém hg.

Tem-se entao que

c = p-n=Tn'n
ocp 0 O -sena
e { -sena -cosa 0 } 0 o9 O -COoSso
0 0 o3 0
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o = 0 cos® o + 0'2861'1201

1 1
= 5(01+02)—§(01—02)COS2Q (37)

T = p-t=Tn-t

o 0 0 -sena
= { -cosex sena 0 } 0 oo 0 -COS(Y
0 0 a3 0
T = (01— 09)cosaseno
1
= 5 (01 — 0g) sen2a (3.8)

As equacdes (3.7) e (3.8) permitem a representagéo dos pares (o, 7) graficamente como
mostrado na Figura 3.19.

Figura 3.19: Representacdo grafica dos pares (o, 7) para planos 7 contendo hj,

Essa representacao é, na verdade, a do circulo de Mohr que é introduzida usualmente no
estudo do estado duplo de tensao. Pode-se interpretar a equagdo que fornece a tensao no
plano definido pela normal como o equilibrio de forgas no plano hy, hy do prisma que tem
projecio nesse plano mostrada na Figura 3.20. A imposi¢éo do equilibrio para esse prisma
leva as equacdes do estado duplo para essa situacdo que sdo dadas por (3.7) e (3.8) . Nota-se
que o versor t foi definido de forma que a convengéo usual para o sinal da tenséo de cisalha-
mento no estado duplo fosse atendida (valor positivo indica a tendéncia de “girar” o elemento
no sentido horério). Portanto, a variagdo da tensdo segundo os planos que contém uma das
direcbes principais pode ser descrita pelas equacdes do estado duplo de tensao. Nota-se ainda
que no caso detalhado acima para o plano ortogonal a hs ndo havera tensoes de cisalhamento,
no entanto, hé tensdo normal, o3. Recorda-se que na definicdo de estado duplo de tensao
considera-se uma chapa bastante delgada na qual todos os esforgos atuantes estao no plano
da chapa. Nessas condicdes, todas as componentes de tensdo para planos paralelos ao da
chapa sdo nulas, inclusive a tensdo normal. Portanto, por essa definicdo a variagao das
tensdes para os planos que contém uma das direcGes principais ndo corresponderia a um
estado duplo de tensdo, j& que, tomando como exemplo o caso estudado acima onde hjz é
a direcdo principal, tem-se, em geral, o3 diferente de zero. No entanto, como o valor de o3
n#o interfere no equilibrio das forcas contidas no plano hy, hy e o equilibrio das forgas nesse
plano é equacionado pelas mesmas expressdes que seriam obtidas pela consideragao de um
estado duplo de tensdo, pode-se denominar a variagdo da tensdo em planos que contém uma
das direcoes principais de “estado duplo de tensoes”.
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(4] . -
n t no sentido horario
¢ (convengao de Resisténcia
T 1os Matenais
< < b dos Maternais)
h 9 o
G o dngulo que forma com - h,,
v
yh2

Figura 3.20: Equilibrio no plano hy, hs.

n = —h;sena — hycosa + Ohy

t= —hjcosa + hgsena + Ohy

Considerando entdo a variacdo das tensoes em planos que contém uma das diregoes
principais, chega-se & representagio grafica mostrada na Figura 3.21, onde cada um dos
circulos representa a variagio para planos que contém uma das diregdes principais. Mostra-
se que 0§ possiveis pares (o,7) para os demais planos pertencem & regido hachurada na
Figura 3.22.

planos que contém h,
planos que contém h,

" planos que contém h;

Figura 3.21: Circulos de Mobhr.

Pode-se entdo concluir que a maxima tensdo de cisalhamento vale

01— 03
2

e ocorre em planos que fazem 45° com as dire¢oes principais h; e hj.

Tmds = maz ||7]| =
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T ; ;
+ . Regido dos possiveis
| valores (0,T7)

Figura 3.22: Regido dos possiveis valores (o, 7).

3.5 Estados particulares de tensao

3.5.1 Estado hidrostatico de tensao

Considere que o estado de tensdo em um ponto é dado por

-p 0 0
T]=| 0 —p 0
0 0 —p

Tem-se, portanto, que oy = 09 = o3 = —p.

Como se tém trés autovalores iguais, qualquer vetor é um autovetor e a representagao do
tensor das tensOes serd como mostrada acima para qualquer base ortonormal. Conclui-se,
também, que as tensoes de cisalhamento serdo nulas para qualquer plano considerado. A

representacido de Mohr para esse estado de tensdo se reduz a um ponto conforme mostrado
na Figura 3.23.

G,=-Pp p>0

ay

0;=0,=06;="p

Figura 3.23: Estado hidrostatico de tensao.
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Figura 3.24: Estado simples de tenséo (tragao)

O estado hidrostdtico de tensdo é bastante usual no estudo de Mecanica dos Fluidos
quando se tem um liquido em equilibrio. A interpretacao da grandeza p é a de uma pressao
tomada positiva para a situagao de compressao.

3.5.2 Estado simples de tensao

No estado simples de tensdo tem-se a seguinte representacao do tensor das tensoes

T 00
M=]0 00
0 00

ou seja, duas das tensdes principais sdo nulas. A representacao de Mohr é descrita na Figura
3.24.

O estado simples de tensdo ocorre em ensaios usuais de tragdo e compressao de corpos
de prova.
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Capitulo 4

Equacoes constitutivas para a
elasticidade linear

O termo equacdes constitutivas é usado para descrever as relagoes que ligam os estados
de tensdo em um sélido deformédvel 3 sua deformacdo. Essas equagbes dependem do ma-
terial que constitui o sélido, o que é bastante intui-tivo, uma vez que o mesmo campo de
deformactes leva a campos de tensoes diferentes quando se consideram sélidos de materiais
diferentes. Serdo considerados nesse curso os materiais denominados eldsticos lineares. O
termo eldstico estd associado ao fato de as deformagdes ocorrerem imediatamente quando
da aplicacdo das acdes e de serem reversiveis, ou seja, cessadas as acdes, o sélido retorna a
configuracao em que estava anteriormente & aplicagdo dessas.

Serdo considerados apenas materiais que respondem da mesma forma em todas as diregGes,
chamados isétropos, e que tém as mesmas propriedades em todos os seus pontos, denom-
inados homogéneos. Nessas condigdes, 0 comportamento mecanico do material pode ser
caracterizado pela Lei de Hooke generalizada que se descreve a seguir.

4.1 Lei de Hooke generalizada

Considere um paralelepipedo no qual se tem um estado de tensdo uniforme (idéntico para
todos os pontos do paralelepipedo) dado pela imposigéo da tensdo normal ¢ como indicado
na Figura 4.1

Figura 4.1: Paralelepipedo considerando estado de tenséo uniforme

A lei de Hooke estabelece que o alongamento linear £ na direcdo de aplicacdo da tensao
é dado por
o
£=—
E
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e nas direcoes ortogonais o alongamento é dado por —v4 ou, equivalentemente, —ve, sendo

E o médulo de elasticidade deYoung e v o coeficiente de Poisson.

4 454 |5

Figura 4.2: Orientacdo do paralelepipedo em relacdo aos eixos coordenados

Orientando o paralelepipedo da Figura 4.1 em relagao ao sistema de coordenadas como
mostrado na Figura 4.2, obtém-se

o 0 0
T]=110 00
0 00
ou seja
Tll—ﬂ'
= 0 0
E]=|0 =»& O
0 0 —VE
Tem-se
s =T _ 208
" ETE
e
i g B
Egp = E33 = VE— B = Vel

Considerando-se uma situacio andloga para as diregoes 2 e 3, e admitindo-se que os
efeitos combinados podem ser obtidos por superposicao, chega-se a

-
-Fll

fu =g~ %(Tzz + T33) (4.1)
T v
Egp = _52 > (Tyy + T33) (4.2)
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Ty v
o S (T11 + T) (4.3)

UTECE
Considere-se agora que o estado de tensdo no paralelepipedo é dado por

070
T)=|7 00
000

que é mostrado na Figura 4.3.

i e R

Figura 4.3: Estado de tensdo uniforme de cisalhamento.

i
T)/ | //4_./ Y
1T 1] _
| L7 X;
LY L 2
)..-"
X,

Figura 4.4: Deformagcio associada a um estado uniforme de tensédo de cisalhamento

A deformacio associada a esse estado de tensdo é mostrada na Figura 4.4 para a qual o

tensor das deformacoes é dado por

020
el=]% 00
0 0 0
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sendo que vale a relagao
= — 4.4
7= (4.4)

onde G é denominado médulo de elasticidade transversal. A relagdo (4.4) pode ser expressa
em componentes por
11z
2e 12 = —= - 4.5
. (4.
Considerando-se estados de cisalhamento uniformes andlogos, associados s componentes T3
e Ty; e admitindo-se vélida a superposicao de efeitos, pode-se escrever

2513 = —5 (4.6)
T3
2693 = —. 4.
€93 G ( 7)

As equagoes (4.1 —4.3) e (4.5 — 4.7), repetidas abaixo, que relacionam as componentes
do tensor das tensdes as do tensor das deformacoes é denominada Lei de Hooke Gener-
alizada.

T v
€11 = % ~E (Too + T3)
T v
€99 = % % (111 + T53)
T v
€33 = % -5 (111 + T2)
12 °G
. o To
13 2G
e = Tis
= 2G

Na verdade, entre E, G e v hd somente duas constantes eldsticas independentes como se
mostra a seguir. Tendo-se esse objetivo, considere-se o estado de tensdo mostrado na Figura
4.5 atuando em um cubo.

O tensor das tensoes é dado por

o 0 0
T]=0 —o 0 (4.8)
0 0 0

Considere-se um paralelepfpedo no interior do cubo tal que uma se¢do por um plano
paralelo ao plano xzy é representada na Figura 4.6.

A tensdo na face inclinada que tem trago AB no plano mostrado na Figura 4.6 pode ser
calculada por

o 0 0 2 2
0 0 0 0 0



Figura 4.5: Estado de tensdo uniforme atuando em um cubo. TensGes sao constantes nas
faces.

Figura 4.6: Se¢do transversal por um plano paralelo a zz,.
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que estd contida nessa face inclinada, visto que

n=4{ Y2 2 - _
Tn-n —{ = 5 0 }0“ _322 =0
0
e terd a direcdo do versor t, sendo {t}" = { % —§ 0 } Trata-se, pois, de uma tensao

de cisalhamento dada por

V2

2
p-tz{lg —lg 0}0 _AQQ = 0.

0

Deducoes anilogas levam a situacao mostrada na Figura 4.7.

85

Figura 4.7: Tensoes atuantes nas faces cujos tragos no plano paralelo a x,z; sao dados por
AB, BC, CD, DA.

Considerando o estado de tensdo para o paralelepipedo inclinado, tem-se que o tensor
das deformacoes para a base €', que estd implicitamente definida na Figura 4.7 pelos eixos
zy, x4, e x4, é dado por

0 Z 0
=] 0 o]. (4.9)
0 0 0

O tensor das deformacoes pode ser obtido, alternativamente, a partir do mesmo tensor
na base e, usando a relac¢do do apéndice A2 que fornece

el = Q][] [Q (4.10)

onde o tensor na base [¢], pode ser obtido pela aplicagdo da lei de Hooke considerando o
tensor dado em (4.8)

T o v c(l+v
Enn = %‘V(Tzz*‘Tss):E_E(“U): (E )
T o v o(l+v
€9 = %—*V(TH +T33)=—E—-E‘(O’)=——(T—)-
v
€33 = —-E(O'—O'):
Elg = €13 =¢€3=0
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ou

gty 0 0

Iy
0 0 0

As componentes de [Q)] sdo dadas pelos cossenos diretores dos versores da base €' em
relacio a e (ver equacio (B.2) do apéndice A2)

vZ V2
[Q]=[A§ :25 0
0 0 1

portanto, (4.10) leva a

V22 0 a(14v) 0 0 Vi B 0
€], = AQQ ;é 6 o(l4v) ‘E Jé
@ 2 = 0 T E T2 9 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1
F V2 32 Vaolldr)  VBo(+y)
2 2 E 2 _ B
e = |2 % 0 [*?“é“” —E
| 0 0 1 0 0 0
_ 0 0'11:'}-{/) 0
= | g o (4.11)
| 0 0 0

Comparando as expressoes (4.9) e (4.11) e usando o = 7 tem-se que

o _o(l+v)
26 E
ou
E
Gﬁ2(1—i~u)

que estabelece a relagdo entre as constantes eldsticas.

Uma deduciio mais direta pode ser obtida considerando-se a deformagio que ocorre e €
mostrada na Figura 4.8.

A distor¢ao para fibras ortogonais com origem em B sobre BC' e BA pode ser obtida
diretamente a partir dos alongamentos lineares de C'P e BP. De fato

- (E B 3) _ (1+ ) | PC|| _l+en
4 2 (l"l'Eu)”P.B” 1+ep

vV
En = %_E(_U)‘:%(l‘i'v)
a v a
en = g @) =—5l+)

Como 7 é pequeno

tan(ﬂ- fy) _ tan (%) — tan (%)

4 2)° 1+tan(%)ta.n(%)
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Figura 4.8: Configuracdes indeformada e deformada para um plano paralelo a z13.

Resulta
1-F(0+v) _1-3
1+%£(1+v) 1+73
que leva a
y=-=2(1+v)
€ como
o=17=0GY
resulta
E
G = m

A lei de Hooke generalizada que foi estudada considerando estados uniformes de tensao,
na verdade vale para qualquer ponto do sdlido, visto que as dedugtes apresentadas pode-
riam ser repetidas para um cubo de arestas infinitesimais centrado no ponto, sendo entao
considerados os estados de tensao e de deformagao no ponto.

5 usual utilizar-se uma notacio matricial para representar a lei de Hooke generalizada.
Define-se uma matriz coluna com as componentes independentes do tensor das tensoes e
outra com as do tensor das deformacoes.

{(J"}T = {T“ Ty T3 Tyo Ty T23}
{e}" = {en en e T2 M Vo3 }

onde v,y = 2612, V13 = 2613 € Y93 = 2693 TEpresentam as distor¢oes.
Nessa notacdo a lei de Hooke generalizada pode ser escrita como

{e} = [Dl{o} (4.12)
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onde

l

=7

oo o=

E usual considerar-se também a inversao de (4.12)

{0} = [D]"" {e} = [C]{e}

onde

E(l1-v)

el = 1+v)(1-2v)

—

14

—
T
<

|

o]

=

==

o o
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Capitulo 5

Formulacao do problema da
elasticidade linear

Nas secBes precedentes buscou-se generalizar para o contexto de um sélido deformavel
sujeito a um conjunto de agoes as trés condigbes fundamentais que devem ser atendidas em
um problema de Mecanica das Estruturas e que devem ser consideradas em sua formulagao,
a saber

e Equilibrio
e Compatibilidade
e Equacao constitutiva

Essas condigdes, que j& haviam sido estudadas no ambito das estruturas de barras, foram
generalizadas: as condigoes de equilibrio foram examinadas na secao “Estudo das tensoes”
levando & definicdo do tensor das tensdes e & deducdo das equagdes diferenciais de equilibrio.
As condi¢es de compatibilidade foram examinadas na secdo “Estudo das deformagdes”,
onde se definiram as medidas relevantes do estado de deformagao, o tensor das deformagoes
e as relagdes que ligam essas medidas de deformacéo ao campo de deslocamentos dos pontos
do sélido. Finalmente, as equacdes constitutivas, relagoes entre as medidas de deformagao
e de tensdo, foram apresentadas para um material eldstico linear is6tropo e homogéneo e
receberam, entdo, a denominacao de lei de Hooke generalizada.

Nessa secdo as trés condi¢oes enunciadas acima s&o consideradas simultaneamente levan-
do & formulacdo do problema da elasticidade linear que se descreve a seguir.

Considere um sélido deformével cuja configuracao indeformada V' estd mostrada na Figu-
ra 5.1. O sélido estd submetido & acdo de um campo de forgas de volume f B definido para
todo o ponto X, que tem vetor de posicdo x, de V. Uma parte de sua superficie, Sy, tem
deslocamentos impostos 11 e a parte complementar da superficie, S¢, tem forgas de superficie
impostas f°. Nota-se que a superficie S do s¢lido ¢ dada por § = SyUS,, sendo SyNS, = 0.
Nessas condicdes o problema da elasticidade linear pode ser enunciado.

Determinar o campo de deslocamentos u (x), o campo de tensores de tensoes de Cauchy
T (x) e campo de deformagéo & (x) tal que, para qualquer ponto x de V,

Tij :
EjLJr B=0 i=1,23 (5.1)
. 3m]~
j=1
=~ —t =123 5.2
EJ 2(8333 81171) b ( )



Figura 5.1: Sélido deformével submetido a acGes externas e condigoes de contorno de deslo-
camentos em S,,.

{o} = [Cl{e}. (53)

Para os pontos x em S¢

3
Y Tyn;=f  i=1,23 (5.4)
j=1

onde n;, j = 1,2,3 sdo as componentes da normal exterior a Sy em x, n (x).
Para os pontos x em S,

w=1; =123 (5.5)

As equacoes (5.1), (5.2) e (5.3) s@o as equagdes de campo, uma vez que estdo definidas
para todo o x em V. A equacdo (5.1) representa as condicdes diferenciais de equilibrio, (5.2)
as relacdes deslocamento — deformacdo, portanto de compatibilidade, e (5.3) as equagdes
constitutivas. As equacdes (5.4) e (5.5) impdem as condi¢Ges de contorno, sendo (5.4) as
condictes de contorno de forgas de superficie e (5.5) as condicGes de contorno de desloca-
mentos impostos.

Como o problema acima envolve tanto condigdes de contorno de deslocamentos quanto
de forcas de superficie, é chamado de problema misto de valores de contorno da elasticidade
linear. Dois casos particulares recebem denominagtes especificas:

(i) Problema de valores de contorno de deslocamentos ou 1° problema de valores de con-
torno. Nesse caso S, =S e Sy = 0.

(ii) Problema de valores de contorno de for¢as de superficies ou 2° problema de valores de
contorno. Nesse caso Sy =S8 e S, =0.

Nota-se que as equacdes (5.1), (5.2) e (5.3) representam um sistema de 15 equactes
diferenciais a derivadas parciais tendo 15 fungoes incégnitas (as componentes do tensor das
tensdes (6), as componentes do tensor das deformagdes (6) e as componentes do campo de
deslocamentos (3)). Sua solucdo tem se revelado um formiddvel desafio para engenheiros
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Figura 5.2: Esquema de uma barragem.

e matemédticos. H4 uma rica literatura de solugoes analiticas de problemas da teoria da
elasticidade considerando-se condicdes geométricas e de contorno particulares. Nao serd o
objetivo deste curso desenvolver as técnicas analiticas usadas na solugdo de tais problemas.
A abordagem adotada serd a de utilizar uma metodologia numérica de solucdo: o Método dos
Elementos Finitos. No entanto, serdo estudados alguns modelos matematicos da elasticidade
linear que permitem um tratamento no plano e que para diversas situagoes de modelagem
de interesse pratico, revelam-se adequados, tendo um grau de complexidade bem menor que
o modelo tridimensional. Essa simplificacdo permitird interpretacoes mais diretas, por vezes
um entendimento qualitativo mais claro, além de exigir um esforco computacional menor
para sua solucdo. O estudo desses modelos planos seréd o objetivo da préxima segéo.

5.1 Elasticidade linear no plano

5.1.1 Estado plano de deformacao

Considere o problema descrito esquematicamente na Figura 5.2, na qual se mostra
um trecho de uma barragem. Reconhecem-se nessa situacdo algumas caracterfsticas tipicas
do modelo que serd denominado estado plano de deformagao: a barragem pode ser
caracterizada com um sélido prismético, o carregamento relevante se repete ao longo das
diversas secoes desse sélido prismético e pertence aos planos dessas se¢des.

Suponha-se ainda que na regido de encontro da barragem com as ombreiras, as restricoes
de deslocamento na direcdo ortogonal A secdo da barragem sejam impostas de forma que se
possa considerar deslocamentos nulos nessa direcao. E intuitivo, entao, considerar que os
deslocamentos ortogonais as segoes transversais sejam nulos para todas as segGes e, como
o carregamento se repete de segdo para segdo, serd possivel resolver o problema em um
tnico plano, uma vez que ndo h4 diferenca nas condicdes relevantes quando se consideram
os diversos planos. Essas consideractes seriam a motivacao para o estudo do estado plano
de deformacao.

Da forma como serd apresentado o problema do estado plano de deformago, ele serd
um exemplo tipico da aplicacio do método semi-inverso para a formulagdo de modelos
mateméaticos derivados da teoria da elasticidade linear. Nesse método, a partir de consid-
eracoes intuitivas ou apoiadas em experimentos sobre o comportamento estrutural, propoe-se
um campo de deslocamentos simplificado. A partir desse campo de deslocamentos procura-
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se satisfazer as condicoes de compatibilidade e as equagGes diferenciais de equilibrio. Essas
condicdes devem restringir os carregamentos que podem ser aplicados e que ainda sejam
compativeis com as hipdteses adotadas. Ainda, a imposi¢do de condigdes de contorno leva,
em geral, a restricoes adicionais.

O estado plano de deformacao pode, entdo, ser formalmente definido: diz-se que um
sélido prismético estd em estado plano de deformagao se

U = U (1131, 1172) (56)
uy = U (z1,20) 5.

A partir dessas definicdes considere-se a aplicagdo do método semi-inverso como descrito.
Para fixar idéias, seja um sélido prismético tipico apresentado na Figura 5.3.

X .
! - Superficie

T ~/ detopo
\

)/

_Superficie
lateral

s S
// g L] X,

. ‘
Superficie |
transversal ‘
génerica b )

rd

X, Superficie
/ N~ de fundo

Figura 5.3: Descri¢do esquemética do sélido prismético.

Adota-se a convenc¢do em que os subindices representados por letras latinas assumam os
valores 1, 2 e 3, enquanto os representados por letras gregas os valores 1 e 2.
Recorda-se que as relagoes deformacgdo—deslocamento sao dadas por

1 [0Ou; Ou,
€y = 5 (6117] + 833‘1) i (59)

Considerando as hipéteses sobre o campo de deslocamentos para o estado plano de defor-
macdo, dadas pelas equacdes (5.6), (5.7) e (5.8) pode-se reescrever (5.9) pelas equagoes
abaixo

1 [/0u, Ou
Eaf — Eap (.’171, CCQ) . 5 (% + a—mq) (510)
€33 = 0 (511)
1 8’LL3 8’ng
_ _ 2 (9us U _ 1
£33 €43 9 <8£Uﬁ + 6:123) 0 (5.12)
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Considerando-se um material eldstico linear, isétropo e homogéneo aplicam-se as equagoes
constitutivas. Iniciando-se pela equacdo que fornece £33

53 v
gy = = —_—— 0
g3 =10 B (111 + T)

que leva a

Tsz = v (T + Tag) - (5.13)

As componentes no plano escrevem-se

T 7 /& v
En = —El;i _E( o + T3) = *‘é—,l = E[T22+V(T11+T22)]
(1—1v?%) v(1+v)
11 = Ty, — ——=Tss.
En E 11 E 22
Analogamente,
1 —2 v(l+v
Egp = ( 5 )T'zr— ( 7 )Tu'
Tem-se ainda
(1+v)
€12 = E 12
ou
2(1+v)
1o = ——Tq.
’Yl? E 12

Como g43 = 0 resulta T3 = 0.
Pode-se definir matrizes-coluna contendo somente as componentes de deformacio e tensao

no plano por

Ty, €1
{o}=¢ T p ; {e}=1 e
Ty Y12
Entao,
{e} = [D]{o} (5.14)
onde
1l1-v) —-v 0
[D] = (1 ;V) —V (1—») 0 (5.15)
0 0 2

A relagdo (5.14) pode ser invertida
{o} = [D]" {e} = [C] {e} (5.16)

onde

E(1-v) i
(1 -+ V) (1 — 21'/) lau 0 1 =20

(€] =
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Ressalta-se que se estd usando a mesma representacao tanto para as matrizes-coluna que
abrigam as componentes de tens&o e de deformagao no plano como para as matrizes anédlogas
no caso tridimensional. Supde-se que o contexto permitird identificar de que caso se esta
falando. A mesma observacgio vale para as matrizes [D] e [C].

A relacdo (5.16) permite concluir que Tog = Tyop (21, T2) Uma vez que €ug = Eqp (z1,22) .
Conclui-se também, examinando a equacao (5.13) que Ty = T33 (21, 22) .

Considerando as simplificacdes no campo de tensdes discutidas acima, pode-se escrever
as equacoes diferenciais de equilibrio como

0
=

6T11 8T12
6271 + 8$2 + 63)3

0
~—~
0T n 0T L 0153
O, Ozy Oz

+f¥ =0

+f5 0

0 0 0
P I 0
Ty 0Ty 0T ~5
31 4 32+ '3‘1+ ff = [

65131 82132 Bmg

portanto as seguintes restrigdes devem ser observadas para o campo de forcas de volume: i
e fF devem ser funcdes de z; e z; somente, visto que Top = Tup (1, Z2); f£ deve ser nula.
Essas restrigoes e as outras que serdo estabelecidas na seqiiéncia devem ser interpretadas
como restricdes que, se ndo atendidas, impedem que se tenha um campo de deslocamentos
como o admitido em (5.6), (5.7) e (5.8) e que as equagbes da elasticidade sejam satisfeitas

simultaneamente.
Pode-se examinar as condicdes de contorno. Considerando a superficie lateral, tem-se

que n =n;e; + nqgey, portanto

3
ZTZ'J'”‘J' = f;
j=1
2
fo=> Tup g (5.17)
G=1

2
fi=> Tipmnsg=0
B=1

ou seja, a componente f§ = 0 e (5.17) mostra que f3 = f5 (z1,%2) .
Na superficie de topo, n = e;. Portanto

3

5

fi= E Tijng =Tss
j=1

quelevaa fi=0¢

f3 =T =v (Tu +1). (5.18)
Analogamente, na superficie de fundo, tem-se n = —e3 e, portanto, f, =0e
f3 = =T = —v (T + Tie) (5.19)
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Resumindo, seja um sélido prismético como esquematizado na Figura 5.3, sob a agdo de
um campo de forcas de volume fZ (x1, ), fZ = 0 e forgas de superficie dadas na superficie
lateral por f2 (z1,25) e f§ = 0. Procura-se determinar o campo de deslocamentos u, (%1, 2),
as componentes de tensao T, (z1,22) e as componentes de deformacio €qp (x1,z9) tais que

0Ty 0T B
= 02
axl + 8$2 Ly fl 0 (5 0)
6T21 8T22 B
e = 21
a.’.ﬂl + 6%2 + f2 0 (5 )
1 (Ouy | Oug
Eag = 5 (b?g + 5$_a> (522)

{o} =[Cl{e} (5.23)

para todo o ponto do interior do sélido e
2
> Tup g = 1 (5.24)
p=1

na superficie lateral.

Os campos g (T1,%2), Top (T1,72) € €qp (£1,22) que atendam (5.17)—(5.24) s@o uma
solucdo do estado plano de deformacdo. Esses campos considerados conjuntamente com
ug = 0, Ty = Too = 0, Ty = V(Tn +T22), a3 = E3o = 0, £33 = 0 sao uma solugao
do problema da elasticidade linear quando as forcas de superficie no topo e no fundo séo
aplicadas segundo (5.18) e (5.19).

5.1.2 Estado plano de tensao

A motivacio para a a formulacdo de um modelo matemaético denominado estado plano
de tensdo corresponde & situagdo descrita na Figura 5.4.

Como indicado, tem-se uma chapa delgada (h < que as outras dimensdes caracteristicas
no plano da chapa) com carregamento de forgas de superficie e de volume paralelas ao plano
da chapa e independentes de x3.

Tendo-se esse modelo como motivacao, admite-se que

Ths =Ti3="Tp3=0
fi =0 (5.25)

fi=0

A partir dessas hipSteses, as equacdes diferenciais de equilfbrio admitem simplificagoes
0
o7} orT orT
11 12 13 |, /B
=0
B T Bmy T O T
0
oT: or. oT.
2, Oln 00
81111 61'2 6:(23

0 0 0
—~ 0
0Ty | 0T i s | 5

B _
6331 83}2 61133 * f3 il

+fy =0
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8(x,, x,) // a0
plano da chapa

* .r..'J‘ ,
. ' T d e
Xi NN

< 5(x, %)/ a0
plano da chapa

Figura 5.4: Descricdao da chapa delgada com carregamentos paralelos ao plano da chapa.

ou seja, as equagoes de equilibrio tornam-se

aTll 3T12 B

int.? it = 2
B2, + o, + fi 0 (5.26)
Ty + 9 +f; = 0. (5.27)

Supbe-se ainda que Tj3 = Thp (21, 22) tornando as equagdes diferenciais acima (5.26) e
(5.27) mais simples, uma vez que as funcdes incognitas sao agora de duas varidveis indepen-
dentes.

Considerando as equagoes constitutivas tem-se

T, v
En = % = ETzz (5.28)
T v
€22 = % = ET“ (5.29)
174
€3 = —% (T + 1) (5.30)
2(14+v 1+v
TNz = -%Tm ou €12 = ( E )le (5.31)
1
Ea3 = €30 = ( i V) Tgm. (5.32)
E
Como T3, = 0, resulta de (5.32)
Ead = €3a = 0 (533)

e de (5.28) e (5.29), lembrando que T,5 = Ty (21, 22), chega-se a
Eap = Eap (1, ) -

Organizando de forma matricial as tensoes no plano segundo a convengdo definida em
(5.13)

{e}=% w1 o e (5.34)



o que define [D]. A inversdo de (5.34) leva a

E

T 1.2

0
0
11—y

2

€]

oW =
o = X

Pode-se formular o problema do estado plano de tensdo como: determinar u, (21, %2),
Top (21,%2) € €ap (21, 22) tal que

0T 01w .5

oz, + B, +f =0 (5.35)

aTgl 3T22 B _

o + 0, +f, =0 (5.36)
. 1 8’U,a Buﬁ

faf = 3 (axﬂ +8wa) (5-37)

lo] = [Cl]e (5.38)

para todo o ponto no interior da chapa. Na superficie lateral deve-se ter
2
> Top = [ (5.39)
B=1

As equacdes acima, (5.35)(5.38) e a condigdo de contorno (5.39), quando solucionadas,
fornecem os deslocamentos (u,), as deformactes (e,4) € as tensdes (Toz) no plano, que sao
a solucdo do problema do estado plano de tensao.

Nota-se que a condi¢ao de contorno de ndo haver forgas de superficie nas faces superior e
inferior da chapa estd implicitamente satisfeita pelas hip6teses sobre o campo de tensces. De
fato, para essas superficies, n = e3, n = —ej3 e considerando primeiramente n = es tem-se

3
fi =) Tyn;=Ty=0.
j=1

Analogamente, para n = —e3, f’ = —1;3 =0.

A partir da solucdo do estado plano de tensdo, pode-se determinar €33 pela equagao
(5.30) . E interessante notar que, caso se considerem as componentes de deslocamento, de
tensao e de deformacdo no plano correspondente a solugdo do estado plano de tensao e
se considerem, adicionalmente, £33 dado por (5.30), ug resultante da integracdo de £33,
Ty, = T3y = T33 = 0 (por hipdtese) e €31 = £33 = 0 pela equagdo (5.33), tais campos
nao corresponderdo, em geral, & solu¢do do problema da elasticidade tridimensional para as
forcas de volume e de superficie definidas. Isso pode ser explicado quando se considera que
se partiu de hipéteses sobre o campo de tensoes e se ve-rificaram, a partir dai, o equilibrio,
as equacoes constitutivas e as relagdes deslocamento-deformaciao para as componentes no
plano, €,3. No entanto, ndo se impuseram as relagoes deslocamento—deformacao para as
componentes €q3, €3,. Mostra-se que, quando se soluciona o problema da chapa de forma
exata (considerando todas as equagGes da elasticidade linear), a resposta é bastante préxima
da fornecida pela solucio do estado plano de tenséao e é tdo mais préxima quanto menor for
a espessura, sendo que o erro cometido é proporcional ao quadrado da espessura.

Considere agora a defini¢ao de

E

E,=——
1—12
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onde E, e v, sdo denominados médulo de elasticidade e coeficiente de Poisson efetivos. E
facil verificar que

Ltv,_ (475)A-M0+Y) 14w

B 7 5 (5.40)

Partindo-se da matriz [D] para o estado plano de deformagéo dada por (5.15) e substituindo-
se (5.40) resulta

l1-v —v O
[D]=1;V* v 1-v 0
* 0 0 2

Tem-se que

(1+v)(=v)

(1+ v )(_V):liy(_y)z_ v _

1—v

1-v)(1+v,) = (1-v) <1+1zy) =(1-v) (1iy)=1

Portanto, [D] expresso em termos das constantes eldsticas efetivas é dada por

1 1 —v. 0
| 0 0 20+w)

que é idéntica & matriz [D] para o estado plano de tensdo, a menos do fato que, na matriz
[D] acima se consideram constantes eldsticas efetivas.

Comparando entdo as equacdes para o estado plano de tensao (5.35), (5.36), (5.37) e
(5.38) e as para o estado plano de deformaggo (5.21), (5.22), (5.20) e (5.23) pode-se concluir
que sdo idénticas a menos do fato de as equagOes constitutivas para o estado plano de
deformacao serem escritas usando constantes eldsticas efetivas.

Dessa forma pode-se resolver, para os campos no plano, um problema de estado plano
de tensdo e obter também a solucdo do problema para estado plano de deformacao s6 pela
substituicao das constantes eldsticas por efetivas e vice-versa.

Nota-se, no entanto, que a interpretagao do significado das solugdes deve guiar-se pelas
hip6teses dos modelos e que componentes fora do plano, como T33 € £33, sdo diferentes para
os dois modelos (vejam-se as equagdes (5.11), (5.18), (5.30) e (5.25)).
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Capitulo 6

Principio dos trabalhos virtuais

Nesta secdo introduz-se inicialmente o principio dos trabalhos virtuais no contexto de
um problema unidimensional. Em seguida, generaliza-se esse principio para a elasticidade
tridimensional, derivando-se, em particular, sua forma para os modelos de estado plano de
tensao e estado plano de deformacao.

6.1 Principio dos trabalhos virtuais para um problema
unidimensional

Considere-se o problema de uma barra prismética submetida a um carregamento ax-
ial distribuido f (x) dado por unidade de comprimento e uma for¢a concentrada em sua
extremidade R, como mostrado na Figura 6.1.

Secdo transversal constante de area A

mobdulo de Young £
,//¢ X —- f(x) —_— R
L s e S ]
oA oL G e S ()
A LTI T
—y L -

Figura 6.1: Problema de barra submetida a carregamento axial.

Revisitam-se a seguir as equacdes bésicas que descrevem esse problema, enfatizando-se
as condicoes fundamentais:

Equilibrio
Como usual, considera-se o equilibrioc de um elemento diferencial de barra, conforme
mostrado esquematicamente na Figura 6.2.

—0A+ (0 +do)A+ fdx =0

A% 5o (6.1)
dx
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-— — -— -— -— — x' u

Iffdx
A < - = = (0+do) A

Figura 6.2: Equilibrio de um elemento diferencial de barra.

que é a equacdo de equilibrio. Note-se que, como f (z) é uma forca dada por unidade de
comprimento, a for¢a por unidade de volume serd dada por f? () = f (x) /A e dividindo-se
a equacdo (6.1) por A,

do 5
ol =0
dx +f
que é a particularizagio da 1* equagao de equilibrio da elasticidade linear para uma, situacao

unidimensional (o = 0y;) .

Compatibilidade
A medida relevante de deformacao para esse caso é o alongamento linear na direcao axial
(e = €42) que esta relacionado com o campo de deslocamento axial (x) por

du
e 6.2
e= - (6.2)
Equagao constitutiva
Considerando-se o material eldstico linear tem-se
o = Ee. (6.3)

Tendo-se os requisitos bésicos expressos pelas equagoes (6.1), (6.2) ¢(6.3), e impondo-se as
condigdes de contorno, pode-se escrever a denominada formulagao diferencial do problema
dada por

d?u

EA@ +f=0 na barra (6.4)
du
EA% |z—= R (6.6)

onde (6.5) é a condicdo de contorno de deslocamentos na extremidade dada por z = 0 e
(6.6) é a condicio em termos de forgas na extremidade z = L que é obtida por
du
J(L)A:E&I(L)AZEA% (L) = R.

Dada uma forma funcional particular de f (z), pode-se obter a solugéo da formulagao
diferencial integrando-se (6.4) duas vezes em relacdo a z e impondo-se as condigGes de
contorno (6.5) e (6.6).
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Tem-se como objetivo derivar uma forma alternativa, porém equivalente & formulagao
diferencial apresentada acima.
Considerando-se a equacao de equilibrio (6.1) pode-se escrever

(A% + f) bu =0 (6.7)

onde 6u (z) é uma funcgdo continua arbitréria definida no intervalo 0 < z < L, que satisfaz
a condicdo de contorno em deslocamento da formulacdo diferencial, isto é, du|,_, = 0. Um
campo de deslocamentos que respeita as condi¢Ges de vinculagéo é chamado cinematica-
mente admissivel. Portanto, um campo de deslocamentos virtuais serd sempre entendido
como um carmpo de deslocamentos cinematicamente admissivel. A funcdo éu (x) é chamada
de campo de deslocamentos virtuais.

Utilizando-se a equacdo (6.7) é imediato que

L do
/0 (A@ + f) budr =0 (6.8)

ou, equivalentemente, que

L do L
—/ A—bu dz = / féu dz (6.9)
o dx 0

A integracdo do primeiro termo da equacdo (6.9) por partes leva a

L do L dsu
e substituindo-se na equagéo (6.9) resulta
L g I
dé =
/ DU pr dgp = [ f6u dz -+ (Aobu) |© (6.10)
o dz 0
chamando-se 6 = 46;‘7(”:) o campo de deformacoes virtuais e utilizando a condigao de contorno

em termos de forcas o A|__, = R, pode-se reescrever (6.10) como

L L
/ becA dx = / féu dz+ Rou |,=1 (6.11)
0 0

onde também se usou dul,_, = 0.
Considerando-se a nocao de trabalho usual da Mecanica pode-se interpretar os termos
da equagdo (6.11), iniciando-se pelo lado direito

e R éul,_; = trabalho realizado pela forca R para o deslocamento virtual em z = L;

° fOL f 6u dx = trabalho realizado pela forga distribuida f (z) para o campo de desloca-
mentos virtuais éu (z);

° fOJ 6 oA dz = por definicdo é chamado trabalho interno realizado pelo campo de
tensdes o (z), solugdo da formulagao diferencial, para o campo de deformagoes virtuais

be (z) .
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A equacdo (6.11) é a expressdo matemdtica do chamado Principio dos Trabalhos
Virtuais para o problema da barra.

Mostrou-se acima que, para o campo de tensdes que satisfaz a equagdo de equilibrio, o
trabalho virtual das forcas externas é igual ao trabalho virtual das internas — as tensoes
— para qualquer campo de deslocamentos virtuais que satisfaca a condigdo de contorno
de deslocamento. Resumindo, mostrou-se que satisfazer o equilibrio implica satisfazer a
expressao do principio dos trabalhos virtuais.

Para se mostrar a equivaléncia entre satisfazer o equilibrio e o principio dos trabalhos
virtuais é necessdrio ainda mostrar que satisfazer o principio dos trabalhos virtuais implica
satisfazer o equilibrio. Em outras palavras, é necessario mostrar que (6.11) implica (6.1).

Usando integracao por partes tem-se

L L L
d
/ bec Adx =/ @aAdw = bucA |} —/ Su" Adz. (6.12)
o dx 0 dz

0

e substituindo-se (6.12) em (6.11) resulta
L do
/ (Ad— + f) budz — Suo A |5 +Réu |,—r=0
0 z

Impondo-se éul,_, =0

d

/OL <Ad—; + f) Sudz + {(R — 0 A) 6u} |p—1=0 (6.13)

que deve ser vélida para qualquer éu (z) que atende éu (0) = 0. Tome-se

ua) =2 (1-7) (A%% + f) | (6.14)

Apesar de nao se saber explicitamente a forma funcional de (Ag% + f), a escolha acima é
permitida, uma vez que a funcio definida por (6.14) satisfaz éu (0) = 0. Considerando que
a defini¢do de fu (x) em (6.14) também implica que éu (L) = 0, a equacdo (6.13) torna-se

/OL<Agg+f>2x(1—%)dx=0.

Considerando-se que no dominio de integracdo (0, L), z > 0, (1 — Z)>0e (AL + f)2 >0,
a Unica possibilidade de a integral se anular ¢

A@ +f=0 na barra (6.15)
dz

ou seja, satisfazer a equagao de equilibrio.
Tendo-se mostrado (6.15), pode-se retornar & equacio (6.13) que se torna

{(R—cA)bu} |4—=10
Como éu|,_, pode ser escolhida arbitrariamente, pode-se concluir que
R=0cA for % =20 .

Tem-se, entdo, que a condi¢ao de contorno de forca estd implicitamente contida na expressao
do principio dos trabalhos virtuais.
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Portanto, mostrou-se acima a equivaléncia entre o principio dos trabalhos virtuais e o
equilibrio.

A formulagao diferencial, equacdes (6.4) , (6.5) e (6.6) foi escrita em termos do campo
de deslocamentos. Pode-se escrever o principio dos trabalhos virtuais também em termos
dos deslocamentos somente; para tal usam-se a equagao constitutiva e a de compatibilidade

resultando o enunciado seguinte:
Determinar u (z) tal que

L dé L
/ EA—Ud—udw - / foudz + Réu |-, (6.16)
0 dx dx 0

para todo o du (z), éu (0) = 0.
A expressio (6.16), que é o principio dos trabalhos virtuais em termos dos deslocamentos,

é chamada também de principio dos deslocamentos virtuais.
Considere agora que o problema da barra foi solucionado e a reagado F foi determinada.

A situacio estd esquematicamente representada na Figura 6.3.

Figura 6.3: Problema de barra com a reacao explicitamente representada.

Tem-se que
F=-0(0)A

sendo que nesse caso F' pode ser calculada diretamente por equilibrio.

F:-(ALﬁm+JQ

Partindo-se do problema descrito na Figura 6.3, para o qual, nao hé restri¢do a deslocamentos
e aplicando-se o principio dos trabalhos virtuais tomando um movimento do corpo rigido

caracterizado por uma translagao na direcao z.
Considerando o a magnitude do deslocamento de translacao tem-se

L L
560Ad:5:0———/ fadz+ F- o+ R-«
Jo

Oza(/Lfdm—l—F—l—R)
0

O lado esquerdo da equacio acima se anula, uma vez que o campo de deslocamentos virtuais
é caracterizado por um movimento de corpo rigido, o qual leva a deformagdes virtuais nulas.
De fato, 6 = 6% = 63—;‘ = (. Como o é arbitrério a equacao conduz a

0

L
fdz+F+R=0

0

145



e, portanto,

F=—(/;fdx+R)

que é a equacao de equilibrio global da barra. Logo, o principio dos trabalhos virtuais contém
tanto o equilibrio local (diferencial) quanto o equilibrio global.

6.2 Principio dos trabalhos virtuais para a elasticidade
tridimensional

O objetivo da secao anterior foi discutir o principio dos trabalhos virtuais no contexto
de um problema unidimensional, onde, devido & simplicidade do problema unidimensional,
foi possivel concentrar-se nas idéias essenciais. Nesta secdo generaliza-se o principio dos
trabalhos virtuais para problemas tridimensionais da elasticidade linear. E conveniente
mencionar que a particularizacdo de tal principio para os modelos matematicos derivados da
elasticidade tridimensional, como os da elasticidade plana e os modelos estruturais (vigas,
placas e cascas), pode ser obtida com certa facilidade tendo-se como referéncia o modelo
tridimensional.

Considere-se a defini¢do do problema da elasticidade linear da se¢éo 5, onde as grandezas
envolvidas estdo representadas na Figura 5.1. Por conveniéncia de apresentacio, admita-se
que os deslocamentos impostos em S, sejam nulos. Suponha-se que, para determinado car-
regamento, isto é, para um campo de forcas de superficie f* e para um campo de forgas de
volume 2, o problema tenha sido solucionado. Seja o campo de tensGes que corresponde a
solucdo desse problema da elasticidade linear dado por oz, Oy, Ozzy Oy, Ozz € Oys. Por-
tanto esse campo satisfaz equilibrio diferencial expresso pelas equagdes (5.1) e a condigdo
de contorno de forcas de superficie em S; dada pelas equagdes (5.4). A equivaléncia fun-
damental entre satisfazer equilibrio e satisfazer o principio dos trabalhos virtuais, que foi
demonstrada no contexto do problema unidimensional, é também vélida no contexto do
problema tridimensional. Antes de se abordar tal equivaléncia, pretende-se generalizar os
conceitos envolvidos na defini¢ao do principio dos trabalhos virtuais.

Define-se o trabalho dos esforgos internos — as tensoes — 04¢, Tyy, 022y Oy, Ozz € Oy, PATA
o campo de deformagdes virtuais por

7;=Trabalho dos esforgos internos = / (€420 20 + 6€yyOyy+
v

+6€,.0.; + 070y Tay + 072,00, + 6fyyzayz) dv. (6.17)

Utilizando-se a notacao de matriz coluna para as componentes do tensor das deformagdes e
das tensoes, pode-se reescrever (6.17) como

o /V (667 {o} dV.

O trabalho dos esforcos externos é dado por

7. = Trabalho dos esforcos externos = / {(5u}T { hio } av + / {5u}T {f S} ds
v Sy
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onde

u (z,y, 2)
{u} =4 v(zy,2)
w (m’y7z)

O principio dos trabalhos virtuais para a elasticidade tridimensional pode ser escrito
como

/V (6}" {0}V = /V (6w}’ {5} av + /S (6" {£°}dS. (6.18)

Nota-se que o campo de deformacdes virtuais {e} é obtido a partir do campo de desloca-
mentos virtuais {6u} pelo uso das relagdes de deslocamento — deformaggo (5.2) .

Demonstra-se no apéndice 9.2 um resultado bastante importante. Mostra-se que, se um
campo de tensoes satisfaz o equilibrio e as condictes de contorno de forgas e superficie, entao
a expressdo do principio dos trabalhos virtuais (6.18) é satisfeita, que é a generalizacao para
a situacdo tridimensional do resultado detalhado para o problema unidimensional.

Reconhecendo-se a equivaléncia entre satisfazer equilibrio e o principio dos trabalhos
virtuais discutida no Apéndice 9.2, pode-se formular, alternativamente, o problema da elas-
ticidade linear por:

Determinar o campo de deslocamentos {u}, o campo de tensores de tensdes de Cauchy
{o} e campo de deformacdo {e} tal que

| 6y oav = [ oy gy av + / oy av

para qualquer campo de deslocamentos virtuais {éu} tal que {éu} = {0} em S, e que para

qualquer ponto x de V'
1 8’(1@ 6Uj .o
i = = - s | mlb2ied
&4 2(8$J+6$Z) g

{o} =[Cl{e}.

U; = ’l/li 1= 1, 2, 3
para qualquer x de §,,.

Ou seja as equacoes de equilibrio foram substituidas pela expressao do principio dos
trabalhos virtuais dada a equivaléncia discutida acima.

Consideram-se a seguir as simplificagdes do principio dos trabalhos vir-tuais para o estado
plano de tensdo e o estado plano de deformacao.

6.3 Principio dos trabalhos virtuais para a elasticidade
no plano

6.3.1 Estado plano de tensao

Considerando-se o modelo de estado plano de tensdo descrito na secéo 6.2 recorda-se
que as Unicas componentes ndo nulas de tensdo s80 0y, Oyy € Oyy € as componentes nao
nulas de deformacao a0 €;4, Eyy; Vuy € Ezz-
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Partindo-se da expressdo geral do principio dos trabalhos virtuais para a elasticidade
tridimensional e introduzindo-se as simplificagoes acima tem-se

h/2
/ {6e}T {o}dV = / / 6emam + beyyoyy + 06,0 + 6fymyamy) dzdA
v

h/2

— / (6842020 + 040y + 674, 05y) dA. (6.19)
A

Lembrando que as forcas de volume f? e as forgas de superficie f° séo paralelas ao plano zy
e ndo dependem de z, o trabalho dos esfor¢os externos pode ser escrito

/{5u}T{fB}dv+/ {su}" {5} dS =

h/2 h/2
// (6u 5+ 6v fB dsz—I—/ / (6u f3 +bv f;) dzdL =

h/2 h/2

h/ (6u f7 +6v f]) dA+h/ (6u f2+6v f)) dL. (6.20)
A Ly

Na expressio acima as matrizes-coluna {c} e {€} contém somente as componentes do plano,
como definido anteriormente.

Representa-se por L; a curva dada pela intersecdo da parte da superficie lateral dada
por Sy com o plano xy.

Analogamente, definem-se

wi={2) 5 =15} er-{ )} (621

resultando, formalmente, a mesma expressdo para o principio dos trabalhos virtuais para a
situacao tridimensional,

/ {6} {o}dV = / {su}" {fPYdA+ / {6u}” {f*}dL. (6.22)
A A Ly

Enfatiza-se que as matrizes-coluna da expressao (6.21) possuem somente as componentes no
plano como definido acima. Nota-se que {f?} e {f*} em (6.22) sdo dadas por unidade de
volume e de superficie, respectivamente.

6.3.2 Estado plano de deformacao

A discussiao do modelo de estado plano de deformagéo mostrou que as componentes de
deformacdo nao nulas sao €z, £yy € Y,y € as nao nulas de tensao 840 0y, Tyy Ozy € 04,
Lembrando que para o estado plano de deformacao qualquer secao transversal tem o mesmo
estado de tensdo e de deformacdo, pode-se escrever o principio dos trabalhos virtuais para
uma espessura unitdria. Procedendo-se dessa forma chega-se a

/ {6} {o}dV = / {(5u}" {fP}dA+ / {6u}" {f*}dL. (6.23)
A A Ly

onde as matrizes coluna tém a mesma interpretaciao das definidas para o estado plano de
tensao.
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Capitulo 7

Introducao ao Método dos Elementos
Finitos

7.1 Formulacao do método dos elementos finitos para

a elasticidade plana

Considere-se a formulacio do problema da elasticidade linear quando o equilibrio é
imposto por meio do principio dos trabalhos virtuais.

Equilibrio
f {6e}" {0} dA = / {ou}" {f8}dA + / {su}” {f°}dL (7.1)
A A Ly
onde {u} ={u v }.
Compatibilidade
o
;T 3:1.
ov
Eyy = o (7.2)
o o
Yoy = dy Oz
Equagao Constitutiva
{o} =[Cl{e} (7.3)

Definindo-se

o ofle
Fedleo
—_ 1

[as] = [
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A equagdo (7.2) pode ser reescrita como

{e} =[O {u}. (7.4)
Substituindo-se (7.4) e (7.3) em (7.1) resulta

/A {6u}” 8.7 [C) (8] {u} dA = / {ou)” {5} dA+ / ()" (fydL  (75)

Portanto uma formulacdo do problema da elasticidade plana em termos de deslocamentos
pode ser escrita como:
Determinar o campo de deslocamentos {u}, {u}" = { u(z,y) v(zy) } tal que

/A (6w} 8.7 [C]10.] {u} dA — / {6u}" {1} dA+ / (7 {fydL  (76)

para qualquer {6u}, {§u}” = { 6u(z,y) 6bv(z,y) } tal que {fu} = {0} em Ly, onde L, é a
curva que fica definida pela intersecgao da superficie lateral que tem deslocamentos impostos,
S,, com o plano zy.

Apesar de o problema estar bem definido pelas equagdes acima néo héd uma metodolo-
gia para se determinar de forma direta o campo de deslocamentos que satisfaz (7.6) para
qualquer campo de deslocamentos virtuais. Em vez de se considerar todos os possiveis
deslocamentos virtuais e de se admitir em principio que as funcdes u (x,y) e v (z,y) que
caracterizam a solucdo {u} tenham uma forma funcional qualquer, impoe-se que tanto os
deslocamentos virtuais bem como as funcées-solu¢ao tenham uma pré-determinada variacao
funcional. No método dos elementos finitos a definicdo da variagdo funcional acima men-
cionada segue uma determinada metodologia que se descreve a seguir.

O dominio de defini¢do do problema da elasticidade plana é particionado em uma série
de subdominios como mostrado na Figura 7.1. Mostra-se também na Figura 7.1 um sub-
dominio genérico A™ que serd denominado de elemento (m) . Para cada elemento define-se
umn conjunto de pontos deno-minados pontos nodais ou simplesmente nos. Mostram-se es-
quematicamente os pontos nodais do elemento (m) na Figura 7.2. Na Figura 7.3 mostram-se
o0s nés considerando-se todos os elementos da particao. O resultado de uma determinada
particdo do dominio, levando a um conjunto de elementos é denominado de malha. Observa-
se que os pontos nodais em geral pertecem a mais de um elemento. Por exemplo, na Figura
7.3 0 né k pertence aos elementos p, [, m e g. O sistema global de coordenadas serd repre-
sentado pelas letras maitisculas X, Y. As letras mintsculas sdo reservadas para um sistema
local de coordenadas x, y associado a cada elemento da malha.

Admite-se que os deslocamentos no elemento (m) estdo bem definidos pelo conhecimento
dos deslocamentos dos pontos nodais desse elemento. Os deslocamentos sdo obtidos a partir
dos deslocamentos nodais por interpolacao. Seja

{u(m)} _ { u(a:,y) }
v(z,y)
os deslocamentos medidos no sistema local de coordenadas z, y para o elemento (m) .

Com o intuito de exemplificar como a interpolagdo dos deslocamentos pode ser realizada,
considere-se um elemento retangular genérico da malha mostrada na Figura 7.4. Um detalhe
na regido do elemento (m) é apresentado na Figura 7.5. Deseja-se definir fungdes de inter-
polacdo que, a partir dos deslocamentos nodais, fornecam os deslocamentos em qualquer

ponto do dominio do elemento. E conveniente adotar uma numeracao local para graus de
liberdade nodais do elemento como mostrado na Figura 7.6. Nessa figura também se define
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Figura 7.1: Parti¢do do dominio em subdominios ou elementos

pontos

A{m)

Il

-

> X

k
\\
/ ¢ sl
yas
s 9o s 9
oo m
- p—r
;‘ - ".-,_ ‘:__f.""
| 2
X,U

Figura 7.3: Pontos nodais considerando-se todos os elementos da malha.
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Figura 7.4: Elemento retangular de quatro nés de uma malha

AY5Y \\\_

, - N
; 1 U [ U, / *
? | X
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| U, T |
LUi _ LUr K"‘\ !rb/Z
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Fy

L* a2 | alﬁ .-
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Figura 7.5: Detalhe da regido do elemento (m) indiciando-se a numeracdo dos graus de
liberdade globais.

AS
v, Vi
Lo LR
2 1]
. | .
St
U, uy

Figura 7.6: Numeragio dos graus de liberdade locais do elemento. Sistema auxiliar de
coordenadas r e s.

152



um sistema de coordenadas auxiliar relacionado ao sistema local zy por

2
T = T—; ou r= ?m (7.7)
e
b 2
Y= % ou §= ?y (7.8)

de forma que, para qualquer elemento retangular, o dominio do elemento no sistema auxiliar
r,sseradadopor —1<r<le—-1<s<1.

Figura 7.7: Descrigdo esquemética funcéo hy (7, s) .

Pode-se definir a funcdo de interpolacio associada ao né 1, h;. Mostra-se na Figura 7.7
geometricamente a fungao h; no sistema auxiliar r e s. Deseja-se que a funcao seja linear em
r e linear em s e que tenha valor 1 correspondente as coordenadas do né 1, que no sistema r
e s sao (1,1) . Quer-se também que a fungao seja nula nos demais pontos nodais do elemento:
né 2 de coordenadas r = —1,s=1;n63r=—-1,s=—-1;n6 4 r =1, s = —1. Entao, por

inspecao,

hl(r,s):i(l—l—r)(l—i—s)

que atende os requisitos estabelecidos acima. Analogamente,

ho(7y8) = 3(1_T)(1+s)
ha(rs) = 3(-7)(1—s)
b (8)) = :11(1+r)(1_s).

Essas funcdes podem ser diretamente expressas em termos de z e y usando (7.7) e (7.8)

hy (5y) = %1 (1 4 %””) (1+ gbg) (7.9)

e }l (1 - ;) (1 i ?) (7.10)
h (z,9) = % (1 - %“) (1 - 2—;’) (7.11)
hi(ey) = (1+2§) (1 B 2—5’) | (7.12)



Na verdade as funcdes de interpolacdo (7.9) a (7.12), dada a simplicidade do elemento
considerado, poderiam ter sido obtidas por inspecdo diretamente no sistema z, y sem a
necessidade do sistema auxiliar. No entanto, como o sistema r e s serd usado adiante, é con-
viniente introduzi-lo agora nesse contexto simplificado. Definidas as fun¢des de interpolacao,
pode-se caracterizar a interpolacao dos deslocamentos por

4

u(z,y) = Zhiui (7.13)

i=1
4

v(z,y) = > hui (7.14)

i=1

Pelas propriedades das funcdes de interpolacdo é imediato reconhecer-se que tomando a
coordenada do né j (j na numeracdo local, portanto j =1, 2,3 e 4) como z =z ey =y;
tem-se

4

u(z;,y;) = Z hi (%, 95) wi.

i=1
Como h; (z;,y;) = 1 quando i = j e h; (z;,y;) = 0 quando ¢ # j tem-se
u(z),45) = 5
Analogamente,
v (25,95) = v

As expresses u (z,y) e v (z,y) dos deslocamentos interpolados, definidas por (7.13) e
(7.14) tém os mesmos termos monomiais que as fungdes de interpolagao, portanto serao
lineares em z e em y havendo, no entanto um termo monomial zy.

Definindo-se uma matriz coluna com deslocamentos nodais no sistema local de numeragao
por

Uy
U1
Uy
Uy
{u} = U3 } )
V3
Uy
V4

pode-se escrever que
ey = { 29— a1 ) (7.15)

onde

[t 0 h 0 B 0 Ay O
10 R O By O hg O hy

Nota-se que o particular elemento a que [H]| se refere fica subentendido pelo contexto.
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Seja {U} a matriz coluna que abriga os deslocamentos de todos os pontos nodais do
modelo de elementos finitos referidos ao sistema global. Representa-se {U} por

oy'={u U, ... ... Us}

onde U; pode representar tanto um deslocamento na diregdo de X ou de Y.
Pode-se escrever

{u™} = [H™]{U} (7.16)

onde [H (m)} é também uma matriz de interpolacdo dos deslocamentos para o elemento
(m) que define os deslocamentos no interior do elemento a partir dos deslocamentos nodais
referidos ao sistema global.

Para se obter a matriz [H (m)] basta colocar adequadamente as fungdes de interpolacao
obedecendo a correlacao que existe entre a numeragao local e a global dos nds. Entéao

Uy Uy U; Uq
I:H(m)] 0 0 0 0 0 hQ h3 h1
0 hy O 0 0 O 0

Ur U, U Uy

hy 0 oo 0 o 0

0 hy i hy e Ry

A matriz [H (m)] acima se refere ao elemento (m) mostrado na Figura 7.5.

Nota-se ainda que a matriz [H (m)} tem vérias entradas nulas (todas as entradas indicadas
por pontos sdo nulas também) j& que os deslocamentos no elemento (m) dependem somente
do valor dos deslocamentos dos nés que pertecem ao elemento (m) . As entradas associadas
aos deslocamentos de nés do elemento (m) sdo dadas pelas fungdes de interpolagéo. A partir
de {u(m)} , considerando as relacoes deslocamento-deformacao, pode-se obter as deformagoes
para o elemento (m)

{m} = [B™]{U} (7.17)
onde

[B(m)] - [56] [H(m)]
e, finalmente, a equacdo constitutiva para o elemento (m) fica definida por

{O'(m)} = [C(m)] {e(m)} (7.18)

sendo que para um material homogéneo [C(m)] = [C].

As equacdes (7.16), (7.17) e (7.18) serao substituidas na expressdo dos trabalhos virtuais
(7.1). Como a expressdo (7.1) envolve integrais, essas integrais podem ser calculadas conve-
nientemente como as soma das integrais nos subdominios, isto é, nos elementos. Escrevendo-
se o principio dos trabalhos virtuais dessa forma

Ze (66T oM} dA™ = Z / {6utm )" {fB<m>} dA™ 4
m=1 Alm)

=1 Alm)

Te /
2 flas
m=1 Ly

o {auyt { g} art (7.19)
g

I
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onde n. é o nimero de elementos da malha e L§m), Lgm), oy ,L(Sm) representam os lados dos
elementos que pertencem 3, fronteira do dominio Ly, portanto, sujeitos a forcas de superficie.
Quando se tem um elemento no interior do dominio (isto é a interseccdo de seus lados com
Ly é vazia) esse termo corres-pondente as forgas de superficie serd nulo.

Considerando ainda que os deslocamentos virtuais sdo interpolados da mesma forma que
os deslocamentos

{sutm} = [H™] {6U} (7.20)

{6} = [B™)] {6U} (7.21)
e substituindo-se (7.16), (7.17), (7.18), (7.20) e (7.21) em (7.19)

ooy |3 [ (BT (o™ [B] A
| m=1 Al

{su3" |y ( - [H™]" {fB('"”} dA(m))

| m=1

' i </L<m> Lim) [H(m)]T {fS(M)} dL(m))

1 lareey

{U}=

(7.22)

Nota-se que, como {U} e {6U} abrigam os deslocamentos nodais de todos os pontos, eles
podem ser colocados para fora das integrais e dos somatorios.
Definindo-se

k] = [ (BT {cm [B™] At (7.23)
[ AW[ | {¢™} [B™]

(B} = / ) {52 datm
Alm)
m\  _ (m) T{ s<m>} (m)
{RS } /L&’“’,...,L,‘{”) [H I 40

Ne

(K=Y [K™] (7.24)

{Bs} = ZV;‘{RSB"")}
rs) = Y- {r)

{R} = {R"}+{R’}.
Pode-se escrever (7.22)
{60} (KI{U} —{R}) = 0.

Como os deslocamentos virtuais devem ser arbitrdrios e
{511(’")} = [H (m)} {6U}, {6U} pode ser tomado arbitrariamente. Entéo resulta

K] {U} = (R} (7.25)
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Exemplo Considere o problema descrito na Figura 7.8.

40 kN/m 0.0l' m
S O O O O A T
* E=2.1x10" N/
i2m v=03
|
i
Y. - 4m -

Hv

Figura 7.8: Problema de uma chapa em balango

Seja o modelo de elementos finitos mostrado na Figura 7.9.

3 6 9
2 1
¢ — g2 8 o
4 3
il o T o

Figura 7.9: Modelo de elementos finitos
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Adote-se a numeragao dos graus de liberdade da Figura 7.10.

U{, U12 U]B
Us Uy Uiz
+ U, 2 U + Usg
& > @—>
U, Uy Uis
tUz + Us t Uy
@ + — 13- = &—>
U U, Uis

Figura 7.10: Numeragio dos graus de liberdade globais
Pede-se caracterizar [H?)], [B?], [K®)] e {Rg?}}, bem como calcular K{p)o.

Solugao

Pode-se calcular diretamente as funcées de interpolacio h; usando as expressoes (7.9),
(7.10), (7.11) e (7.12), desde que se adote a convengao do sistema local de acordo com a
Figura 7.11.

Ya
AP Vi
U Y
2 1
>
V‘* V4 X

‘3 U, 4‘ U,

Figura 7.11: Convengéo para sistema local de coordenadas

1 2 1
hi(z,y) = 4_1(1+§)(1+2y)=i(1+$)(1+2y)
1
h(@y) = +(1-2)(1+2)
1
M@y = »(1-2)(1-2)
1
ha(z,y) = 7(1+2)(1-2y).
Uy Uy s Uy Ug Uy Un U
[H(?')] o h-:'j D hg 0 b hq 0 h;] 0
“|e 0 hy O hy - 0 hy 0 N
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Recorda-se que
{E(’A’J} - [3{2)] {U}

onde

Exn

{5{2)} = | Ewy
Vay
As deformacdes para o elemento 2 podem ser calculadas por
ou B [, 2. B
Ear = 5o = 32 (; hiui) =2 5p

i=

e, analogamente,

4 4
6’&‘.{. BTJ . Bhl ; % Z 3h,;m.

= e = —
Yoy = By T or T Le By " Le B
=1 i=1
As expressoes acima permitem escrever [B (2)]
Uy Uy Us Ug Lig Uw Un Uz
ahy dhy L ahy
aax O A 0 O 0 dz 0
o= 5 om Foa . § o o
i 1
ay or Y dr dy J ay Oz

onde as demais entradas indicadas por pontos sdo nulas.
Lembra-se que a matriz [K?] é dada por

k@) = [ [B9](c] (8] 2A®.
A2)

Representando a coluna j da matriz [B®] por {B®} , o elemento K g) pode ser calcu-

lado por
T
K= /; . {B®}] [C]{B®},dA®.

Entédo o coeficiente K §§’ 10 serd dado por

0
ko= [ {0 % %} g paa®
A®) Ohy
dr
Como
ohy 0 |1 1
— = =1 —a)|=-(1-2
=090 - fa-2
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entao

(2) E . 1 1
K1010 1-.2 0 —3 (1+x) Z(I—Zy) }

1/2

e, efetuando-se os calculos,

@  F 3 1
Koo =733 (z - ﬁ) |

Pode-se interpretar o significado de K 1%?10. Para tal, procura-se interpretar inicialmente

K10,10. Considerando a equaggo (7.25) com {U} dado por

Uio

(vy*={0o -~ 010 - 0}

ou seja, considera-se um deslocamento imposto unitario segundo o grau de liberdade Uyg €
impede-se o deslocamento segundo qualquer outro grau de liberdade. Resulta

{R}T:{ Kiio Kz -+ Koo -+ K18,10}

isto é, a décima coluna da matriz de rigidez (correspondente a Uy) fornece as forgas nodais

compativeis com esses deslocamentos nodais impostos. Portanto K10 é dado pela forga

que deve ser aplicada segundo o grau de liberdade Uy para produzir um deslocamento

unitédrio Uy impedindo-se todos os ou-tros deslocamentos nodais. Na verdade esse tipo de

interpretacao jd havia sido explorado no contexto da andlise matricial de estruturas.
Considerando a equagdo (7.23) tem-se

_ (2) (3) 4)
K010 = K\y10 + K110 + Ko T Kioio-
o B e , 2 0 /. .
Seguindo-se um raciocinio analogo, K fo)w seria dado pela forca necessaria para impor um

deslocamento unitério na direcdo de Uy considerando-se somente a existéncia do elemento
2 e impedindo-se os demais deslocamentos correspondentes ao elemento 2.

Considere-se agora o céalculo de {Rg)} . Por defini¢ao

(49} = [ 00 ("} ra

No caso em questdo s6 hd um lado do elemento 2 que pertence a Ly, que é dado por y =1 /2.
Portanto (7.26) simplifica-se

{R@)} / -y T{ OJ }da:.
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Notando que hg|,_, , = hal,—y/5 = 0.

Us hay (w* %)

{ Os } dz
Y 2x1

Uiz 0 hq (.E, '5)
L R : < 18x2
( 0 3
o[ :
{Rg)} =/ Us < hs (:c, %) , ¢4z
-1
Ve | m(sd) 5
\ 0 /

Calculando-se

3 1 * 1
/—1h1 (:1:,5) fi,d$=‘/:lz[1+a:)2fyd&:.

Como f, é constante

! 1 Loy f* 1
f_lhl (1',5) f.;dir=§f;_/__](1+a:)d:c=§(f;><2).

Nota-se que 3 ( o % 2) é metade da forca resultante por unidade de espessura atuando no
lado dado por y = § do elemento 2. Analogamente,

iz 1 1
/_] hg (:B, 5) f;dﬂ:: 5 (f; X 2)

resultando em

f 0 A f O At
0 0
{R,Ef)}= Us < %(f;’xZ) s = Jy ?
o | 100 | | 5
L F ) K E

Ou seja, a resultante do carregamento por unidade de espessura é igualmente distribuida
para os nés de extremidade do lado considerado. Nota-se que f7 = 4000 kN /m?* uma vez
que f* é uma forca dada por unidade de drea.
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Recorda-se a definicio da matriz [H] pela equagdo (7.15) que é a matriz que contém as
funcoes de interpolacdo. Fssa é uma matriz associada a um elemento em particular tendo
somente colunas relacionadas aos graus de liberdade do elemento, sendo esses referidos ao
sistema local de numeracdo. Analogamente & defini¢do de [H| é conveniente definirem-se
matrizes [B] e [k] que sejam equivalentes a [B(m)] e [K (m)] quando se consideram apenas
entradas associadas aos graus de liberdade do elemento e que sejam referidas ao sistema
local de numeracéo. Nesse contexto a matriz [B] pode ser definida para um dado elemento
por

{e™} = [B]{u}.

Por exemplo, para o elemento de quatro nés

Ohy Oho Ohs Bha

oz 0 oz 0 o 0 oz 0
Bl = 0 9u g 8k g s g O
[ ] e 0 oy oy 8y

Y
ohy  Ohy Ohy Ohy Ohs Ohy Ohs Ohs
Oy oz Oy Oz Ay oz oy Oz

-

onde o dominio A, e as matrizes [B] e sao associadas implicitamente ao elemento em
consideragdo. Como discutido no exemplo anterlor

e a matriz [k] por

(m) _ m) T (m) (m)
K " {B™}, [C]{B'™}, dA™.
O termo Kfjm ) serd ndo nulo apenas quando tanto {B (m)}j e {B(m)}j tiverem entradas nao
nulas. Isso ocorrerd somente quando os graus de liberdade U; e U; pertencerem ao elemento
(m). Portanto todos os termos ndo nulos de [K™)] estéo também em [k] uma vez que todas
as colunas que possuem termos nao nulos em [B(m)] estdo em [B]. Pode-se entdo obter
a matriz [K (m)] a partir da correspondente [k] por colocacdo de seus termos em [K (m)],
obedecendo-se a correlacdo entre a numeragao global e local dos graus de liberdade. Nota-se
ainda que o processo de montagem da matriz de rigidez [K] estd implicitamente definido
pela equacao

Ne

K] =) [K™].

m=1
Analogamente ao que se fez na montagem da matriz de rigidez na andlise matricial de
estruturas, pode-se, partindo de uma matriz com todos os coeficientes nulos e de dimensao
(n x n), onde n é o niimero total de graus de liberdade do modelo, adicionar-se a matriz
global [K] os coeficientes da matriz de rigidez [k] de todos os elementos da malha obdecendo
a correlacdo entre os graus de liberdade nos sistema local e global.

Para se facilitar a correlacio entre graus de liberdade globais e locais, pode-se definir para
cada elemento a matriz-coluna {LM m)} que lista a numeracao global dos graus de liberdade
dos nés do elemento (m) ordenados de acordo com a numeracao local. Para exemplificar,
considerando-se o elemento descrito na Figura 7.5 a matriz linha {LM} para esse elemento
seria dado por

Ul vl U2 V2 u3 vz Uq V4.
(LM™Yy={q p 1 k i j f g}

As contribuicoes da matriz de rigidez do elemento (m) para a matriz [K| podem ser
obtidas entdo somando-se

162



k11 na posigdo qq de [K];
k1, na posicio gp de [K];

ki na posicao qg de [KJ;
ko na posicdo pp de [KJ;

kos na posicao pg de [K];

e assim por diante. Pode-se, em fun¢ao da simetria, preencher somente uma parte da matriz
[K].

Considere-se uma malha de elementos triangulares como a mostrada na Figura 7.12 na
qual um elemento genérico (m) é destacado.

Figura 7.12: Malha de elementos triangulares de 3 nds destacando um elemento genérico

(m).

Para se formular o elemento triangular é necessério caracterizar as fungées de interpo-
lacdo. Para tal considere-se o elemento (m) mostrado na Figura 7.13 que representa um
elemento genérico. Nessa figura ji se usa a numeragao local dos nés e dos graus de liber-
dade. Note-se ainda que o sistema local, nesse caso, dada a particularidade das fungoes
de interpolacdo que serdo apresentdas, pode ser tomado coincidente com o sistema global,
sendo portanto idéntico para qualquer elemento da malha.

Pode-se construir as funcoes de interpolagio obedecendo-se a mesma propriedade utiliza-
da na construcio dos elementos retangulares, ou seja: a funcdo h; tem valor unitario para as
coordenadas do né i e anula-se para as do né j, ¢ # j. Usando a propriedade geométrica de
que por trés pontos ndo colineares passa um unico plano, pode-se construir geometricamente
a fungdo h; impondo que ela tenha valor unitdrio para as coordenadas do né 1 e se anule
para as coordenadas dos nés 2 e 3. Mostra-se tal situagdo esquematicamente na Figura 7.14.
Considere-se a funcao

1
b (z,y) = 51 (@ + bz +ay) (7.27)

163



Figura 7.13: Elemento triangular de 3 nés

Figura 7.14: Funcdo de interpolacao h; definida geometricamente
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onde A é a érea do triangulo dada por
2A = z1yy + Toys + T3Y1 — Y1Z2 — Yoz — Y3

sendo (z1,y1), (®2,y2) € (v3,y3) as coordenadas dosnés 1,2 e 3 e

ay = T2Ys — T3Y2
by = Yo —y3
Ci = T3 — To.

E de verificacdo imediata que hi (z,y) é de fato a funcio mostrada na Figura 7.14. Por
substituicdo em (7.27), chega-se a:

hy (z1,31) = 1
hi (332,y2) =
hy(z3,y3) = O

e, como a forma funcional de h; (z,y) define um plano, todos os requisitos estdo atendidos.
Analogamente

1
hy (z,y) = 24 (as + bz + coy)

e
s (@) = = (as + by + cay)
x =—(a T+c
3T, Y 94 3 3 3Y
com
o = Z3Y1 —T1Yys 5 a3 = T1Y2 — T2H1
bo = y—y 5 by=yi—wp
Cy = Iy — T3 C3 = T3 — 1.

Tendo as funcdes de interpolacdo definidas, pode-se explicitar as matrizes [H|, [B] e a
matriz [k do elemento. Nota-se que considerando a forma funcional das fungoes de interpo-
lacao para o elemento triangular de trés nés, pode-se concluir que as deformagoes €;;, 4y
€ Vgy € POr conseguinte que as tensoes oy, 0yy € 04y S€rao constantes para cada elemento.
Por essa razao esse elemento é referido como elemento triangular de deformacao constante.

7.2 Consideracoes sobre o equilibrio e a solugao de ele-
mentos finitos

Conforme discutido no inicio dessa secao, a formulacdo do problema da elasticidade
plana em termos de deslocamentos apresentada na equagdo (7.5) satisfaz os trés requisi-
tos: equilibrio, compatibilidade e equagdes constitutivas. Na verdade, ao se escrever a
equacéo (7.5) j4 se considerou implicitamente a compatibilidade e as equagoes constitutivas.
Portanto, ao se formularem elementos finitos tomando-se um campo de deslocamentos com
uma forma funcional pré-determinada, estd-se satisfazendo equilibrio apenas de uma forma
aproximada.

Esse fato é facilmente constatado quando se examinam as previsoes de tensdo para as
interfaces dos elementos. Descontinuidades nas previsoes das componentes das tensoes sao
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encontradas nessas interfaces, sendo que aquelas ndo deveriam existir quando o material é
homogéneo. E verdade que & medida que se refina a malha essas descontinuidades tendem
a desaparecer.

Duas propriedades relacionadas ao equilibrio, que valem para qualquer grau de refi-
namento da malha, podem ser demonstradas. Essas propriedades também apontam para
se satisfazer melhor as condicées de equilibrio & medida que se refina a malha. Para tal
definem-se forgas nodais para o elemento (m) por

{Ft™} = [K™] {U} (7.28)

onde {U} corresponde & solugdo do modelo de elementos finitos para o problema em consid-
eracao.

Essas forcas nodais admitem a interpretagdo de que seriam as forcas que, se aplicadas aos
nds do elemento (m), produziriam os mesmos deslocamentos que os obtidos pela solu¢ao do
modelo de elementos finitos quando esse elemento é considerado isoladamente. Mostram-se
na Figura 7.15 alguns elementos triangulares de uma malha e a representacao esquematica
das forcas nodais para esses elementos.

~ forcas nodais para
N "/ o elemento p
SR VAN A

Ld

Figura 7.15: Forcas nodais para alguns elementos de uma malha

Considerem-se as forcas nodais dos elementos que tém um né em comum. Essas forgas
nodais correspondentes a esse né estdo em equilibrio com a resultante das forcas externas
aplicadas nesse nd. De fato,

S {FM) = 37 (K™ (U} = [K] {U} = (B}

que mostra simultaneamente esse resultado para todos os nds. Esse resultado é o andlogo,
no contexto de elementos finitos, ao equilibrio nodal da anélise matricial de estruturas.
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Considere agora as forcas nodais em um nico elemento. Para o elemento (m) da Figura
7.16 elas sao caracterizadas por {F (m)} .

Fl
! F
et F,
S z
L JE
3 (o) ///‘
- _
A
y Py
> Ey
X

Figura 7.16: Representacdo das for¢as nodais para o elemento (m).

T e f g h
{F(m)} = {0 B, -+- Fp o+ Fy oo F -+
k ¢

F, - E, .- 0}.
Considere-se um vetor de deslocamentos nodais correspondente a um movimento de corpo
rigido para o elemento (m) na direcdo de z, ou seja

e g k

(U ' ={0--- o+ @ -+ a--- 0}.
Pode-se escrever
(U} {F™} = oF, + aF, + oF; (7.29)
usando a definicdo de { F(™} dada em (7.28) chega-se a
{sUY {F™} = {sU}" [K™]{U}
= {6U}" " [B™]"[C] [B™] dA™ {U}

= {6U}" [B™]" [C] [B™)] dA™ {U} (7.30)

(U} [B™]" = {6m}"

onde {6e(m)} sdo as deformacdes virtuais associadas ao campo de deslocamentos virtuais
{611(’”)} = [H (m)] {6U} . Se o elemento representar de forma exata os movimentos de corpo
rigido —- isto é, para deslocamentos nodais correspondentes a um movimento de corpo rigido
—, o campo de deslocamentos no interior do elemento serd de corpo rigido e ter-se-a que
{56(’”)} = {0} (mostra-se que tanto o elemento triangular quanto o retangular estudados
anteriormente representam de forma exata os movimentos de corpo rigido). Considerando-se

(7.30)
{sU}" {F™} =0. (7.31)
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Das equagoes (7.31) e (7.29) resulta
Fe + Eg + Fk — 0

que é a equagao de equilibrio de for¢as na diregao .
Seguindo procedimento andlogo para uma translacdo de corpo de rigido na direcdo y
resulta

Fe+F,+F,=0

que é a expressio do equilibrio na direcao y. Finalmente, considerando-se um movimento de
rotagéo de corpo rigido chega-se & equagdo de equilibrio de momentos do sistema de forgas
considerado.

7.3 Elementos quadrilaterais isoparamétricos

Na construcdo de malhas para a modelagem de problemas de enge-nharia é muito con-
veniente ao se discretizar (construir a malha) poder usar elementos quadrilaterais que nao
sejam necessariamente retangulares como mostrado na Figura 7.17. Nessa malha hé elemen-
tos triangulares de trés nés e elementos quadrilaterais de quatro nés (néo retangulares).

Figura 7.17: Malha com elementos quadrilaterais e triangulares

Essa construcdo de malha permite facilmente respeitar as caracteristicas geométricas do
dominio e ter elementos de tamanhos diferentes em partes diferentes do dominio. Consi-
derando essa breve motivacdo, é, portanto, conveniente ter-se a possibilidade de se usar
elementos quadrilaterais na discretizacdo de um dominio plano. Portanto, discute-se, ainda
que de forma suméria, a formulagdo do elemento quadrilateral.

Considere-se, conforme mostrado na Figura 7.18, um elemento quadrilateral genérico
(m) . Para se chegar & formulagéo desse elemento quadrilateral basta definir como os deslo-
camentos sdo interpolados no interior do elemento a partir dos deslocamentos nodais. Em
outras palavras é necessério definirem-se as fungbes de interpolagdo. Em vez de se construir
as funcdes de interpolacdo diretamente no dominio do elemento quadrilateral, dada a irregu-
laridade desse dominio, utiliza-se um dominio auxiliar de coordenadas r e s como mostrado
na Figura 7.19.
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Figura 7.18: Elemento quadrilateral genérico

L 1=0
(xgs Y2) / (xi > yl)

(X35 ¥y)

=V

Figura 7.19: Representacio esquematica do dominio auxiliar e da aplicacéo que relaciona os
dois dominios.
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A idéia que justifica a consideracdo do dominio auxiliar —1 <r <1, -1 < s < 1 é poder
definir as funcGes de interpolacio nesse dominio que é regular. Considerando-se entao uma
aplicacdo que relaciona os pontos (r, s) do dominio regular aos pontos (z,y) do dominio do
elemento, ficam implicitamente definidas as fungoes de interpolagdo para o elemento desde
que essas funcdes estejam bem definidas no dominio regular. Seja assim a aplicagdo que
relaciona os pontos desses dois dominios definida por

z(r,s) = Z h; (r, 8) z; (7.32)

y(rs) = D hi(rs)u (7.33)

onde (z;,y;) sdo as coordenadas dos nés do elemento (m), h; (r, s) sdo as funcdes de interpo-
lacdo discutidas para o elemento retangular considerando nesse caso o dominio regular, ou
seja,

o= g (4r)(1+s)
hy = 2(1_7~)(1+3)
hy = }l(l—r)(l—s)
he — i(1+r)(1—s).

As relacdes (7.32) e (7.33) definem para qualquer ponto (r,s) no dominio —1 <7 <1
e —1 < s < 1 o correspondente ponto (z,y) no dominio do elemento. Tem-se que uma
reta dada por r constante ¢ relacionada a uma reta no dominio do elemento, sendo que
resultado andlogo é vdlido também para s. Representa-se pictorialmente na Figura 7.19 essa
propriedade. E facil também de se verificar que os lados do dominio regular sdo relacionados
aos lados do elemento e os vértices do dominio regular aos nds do elemento.

Representam-se na Figura 7.20 os deslocamentos nodais do elemento (m) respeitando a
numeracao local.

A interpolacao dos deslocamentos pode ser entao definida por

4

u(r,s) = Zh’i (r,s)u; (7.34)
i=1

4
v(r,s) = Z hi (r,s) v;. (7.35)

i=1
Nota-se que, como os h; foram definidos em fungéo de r e s, os deslocamentos (u,v) no
interior do elemento (m) na direcéo respectivamente de z e y estdo expressos em termos de
r e s. No entanto, a inversdo da aplicacdo definida pelas equagdes (7.32) e (7.33) permite

escrever

r = r(z,y) (7.36)
s = s(z,y) (7.37)

ou seja, dados (z,y) no domfnio do elemento, as relagdes (7.36) e (7.37) fornecem (r,s) no
dominio de referéncia —1 < r < 1e —1 < s < 1 (Nota-se que um exemplo dessa inversao é

dado pelas equacoes (7.7) e (7.8)).
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»
X

Figura 7.20: Deslocamentos nodais do elemento (m) obdecendo a numeracao local.

Portanto, usando-se (7.36) e (7.37) pode-se reescrever (7.34) e (7.35) como

4

u(r(z,9),5(@y) = u(@y) = ki (@y),s@y)u

v(r(z,9),s(2,9) = v(z,y) =Zhi(r(ﬂf,y)18(w,y))vi

= Z hi (z,y) v;.

=1

Logo, a interpolacdo dos deslocamentos estd bem definida, o que permite calcularem-se [H],
[B] e [k] para o elemento (m) . Nota-se que néo é necessario efetuar-se formalmente a inversao
dada pelas equacdes (7.36) e (7.37) uma vez que o célculo das matrizes [H], [B] e [k] nao
exige tal inversao. No entanto, é importante saber que tal inversao é possivel, o que garante
a consisténcia dessa formulagdo com os desenvolvimentos anteriores.

Os elementos discutidos nessa se¢do sao chamados de isoparamétricos. Essa terminologia
se justifica pelo fato de se usarem as mesmas funcdes h; para se definir a aplicagdo dada
pelas relacdes (7.36) e (7.37) e a interpolacgio dos deslocamentos definida por (7.34) e (7.35) .

7.4 Integracao numérica

O célculo da matriz de rigidez para um modelo de elementos finitos envolve o célculo da
matriz de rigidez de cada elemento, que é dada por

k] = / [BI” [C] [B] dA.

Considerando-se um elemento de quatro nés, com o objetivo de fixar idéias, a matriz [k]
tem dimensdo 8 x 8 e o cdlculo da matriz de rigidez do elemento envolve a integracao de
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8 + 28 = 36 func¢des, uma associada a cada posicao da matriz de rigidez (considerou-se a
simetria da matriz de rigidez). Quando se consideram elementos isoparamétricos €, em geral,
ineficiente efetuar as integracoes analiticamente. Utiliza-se entdo a integragao numérica.

Antes de se discutir a integracdo numérica, recorda-se um resultado que serd 1til para o
cdlculo da matriz do elemento isoparamétrico.

Considerem-se dois dominios como mostrado na Figura 7.21 que estao relacionados pela
aplicagdo x (r, s), y (r,s) . Seja f (z,y) uma fungdo de duas varidveis em z e y.Tem-se entao
que

/Af(a:,y) dmdyz/ll /_llf(:r:(r,s),y(ns))det (7] drds
onde

[JJ=[:-;’;;:§:;]-

Os  Bs

o X(18), y(1,8)

=<V

Figura 7.21: Dominios relacionados por uma aplicacao

Esse resultado mostra que a matriz de rigidez pode ser obtida pela integracéo no dominio
—1<r<1le—-1<s5<1. De fato,

k] = /_ 1 [ (BI" (] [B] det 1) drds

onde z (r,s) e y (r,s) sdo dados pelas expressoes (7.32) e (7.33) .
A integracdo numérica de uma funcao g (r,s) definida no dominio -1 < r<le-1<
s < 1 pode ser resumida por

1 1 Nintr Nints
/ / g(r,s)drds & Z Z o059 (i, 55) (7.38)
1/

i=1 j=1

ou seja, a integragdo pode ser aproximada pelo somatério da funcéo calculada em alguns
pontos (r;, s;) (pontos de amostragem) multiplicada por coeficientes o; e a; (pesos). Na
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Ordem de integracao Pontos de Gauss Pesos

1 0.000000000000000 | 2.000000000000000
2 +0.577350269189626 | 1.000000000000000
3 +0.774596669241483 | 0.555555555555556

0.000000000000000 | 0.888888888888889

Tabela 7.1: Coordenadas dos pontos de Gauss e pesos em uma dimenso

equacao (7.38) N € Mins Tepresentam o nimero de pontos de integragéo em 7 e s respec-
tivamente.

Para a integracao de Gauss, que é mais utilizada, os pontos (r;, s;) sdo sempre fixos para
determinada ordem de integragdo. Na Tabela 7.1 fornecem-se os pontos e pesos para as regras
de integracao de Gauss em uma dimenséo referidas por ordem 1, 2 e 3. Os pontos e pesos
para as regras de integracio em duas dimensdes como definidas pela equagao (7.38) podem
ser obtidas a partir das coordenadas e pesos das regras de integracdo em uma dimensao
dadas na Tabela 7.1. Por exemplo para ni,, = 2 € Ny = 2 08 pontos (14, s;) sdo obtidos
a partir da Tabela 7.1 como mostrado na Figura 7.22 para a integracdo 2 x 2. As regras
de integracdo mais usadas para elementos finitos quadrilaterais sdo 1 x 1 (1 ponto), 2 X 2
(2 pontos) e 3 x 3 (9 pontos). A Figura 7.22 ilustra a localizagio dos pontos de integragao
de Gauss para elementos quadrilaterais usando essas regras. A integracdo de Gauss fornece
valores exatos quando se utiliza uma regra n X n e o integrando é uma fungao polinomial de
ordem até 2n — 1 em cada varidvel.
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Ordem de Localizag@o dos pontos de integrag¢ao
integragdo f S

1 %1 - P!

2X2

3xX3

Figura 7.22: Localizacio dos pontos de Gauss para elementos quadrilaterais.

174



Apéndice A

Formulario para Analise Matricial de
Estruturas

A.1 Matrizes de Rigidez no Sistema Local

A.1.1 Barra Biengastada

[ E4 0 o £ 0 0 ]
0 125] GBI 0 _12BL GBI
CI TR T S+
k| = BA l EA : :
- 0 0 Y 0 0
Ol __12BI _ BEI (’) 12EI _ 6EI
I3 Elz 13 2
o o ui o fg
A.1.2 Barra Engastada-Articulada
[ 24 ¢ 0o -2 0 0]
3BT 1 3EI
O A S e
-4 0 o 22 0 0
o -3¢ 3 o 30
0o o o 0 0 0
A.1.3 Barra Articulada-Engastada
24 0 0 -4 0 0 ]
o 3 o o -3 3
= 0 0 0 O 0 0
B = | _za ¢ o 2 o o
)
L 0 % 00 =% 57 ]
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A.1.4 Barra Biarticulada

" :
EA 9 0 —£4 0 0
0 00 0 00
5 - 0 00 0 00
~Z4 900 £ 00
0 00 0 00O

0 00 0 00,

A.2 Matriz de Transformacao de Coordenadas

[ cosa sina 0 0 0 0
—sina cosa 0 0 0 0
] = 0 0  1.000 0 0 0
0 0 0 cosa  sino 0
0 0 0 —sino cosao 0
0 0 0 0 0 1.000 |

A.3 Relacgoes entre Grandezas nos Sistemas Global e
Local

A.3.1 Vetores de Deslocamentos e Esforgos nas Extremidades de
uma Barra

{u} = [T] {1}
{a} =[T{4}
{f} =[5}
{f} =TS}
A.3.2 Matriz de Rigidez
[kl = [71° [k] [T

A.4 Equacionamento da Estrutura

[Kul{Us} = [Kp|{Us} — {8} + {Ui}o

{Ro} = [Kul{U:} + [Kuw[{Us} +{Rs}o
A.5 Esforcos Solicitantes nas Extremidades de Barra
(£} ={f}o+ [k] {w}
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Apéndice B

Componentes de vetores e de
operadores lineares

Um vetor v pode ser definido por

B=A+v
ou

B—-—A=v

onde A, B sdo pontos do espago euclidiano. Portanto, quando se escolhe uma base e ortonor-
mal dada pelos versores (e;, ey, e3), o vetor v pode ser representado por

3
vV = E ;€4
i=1

onde vy, v, V3 S40 as componentes de v na base e. Representam-se essas componentes pela
matriz-coluna

(3

{v}=< v ».

Uy

Seria mais preciso escrever-se {v}, indicando que é a representacao de v na base e. No en-
tanto, quando se estd trabalhando em uma tinica base, ou a base utilizada fica subentendida
pelo contexto, usa-se simplesmente {v} .

Quando se escolhe uma outra base ortonormal, por exemplo €' dada por (ef,e),e}), o
vetor v pode ser escrito nessa nova base como

3
_E : ’
V= v;€;
=1

e a matriz-coluna que coleciona essas componentes

v,
{‘U }e’ = T‘J;
VY

¢ diferente de {v}, .
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Analogamente, um operador linear T foi definido pela aplicacdo que desfruta de certas
propriedades de linearidade e que relaciona um vetor de E (espaco euclidiano) a outro vetor
de E. Ou seja

y =Tx.

Quando se escolhe uma base os vetores x e y s@o representados por matrizes coluna e o
operador T por uma matriz 3 x 3, levando a

{y} = [T {=}.

Como as componentes de {z} e {y} dependem da base escolhida, as componentes de [T]
também dependerao.

O objetivo é deduzir as relagoes entre as componentes de vetores e de operadores lineares,
quando se consideram bases distintas.

Considerem-se as bases ortonormais e, definida pelos versores (e;, e, e3) e a base €,
definida pelos versores (€], €}, e;). Seja v um vetor de E. Na base e, pode-se escrever

3
VvV =v1€; + V&g + vze3 = E Vi€
i=1

onde v; é dado por
v, =V -e,. (B.1)
De fato
V-.e, = U€;-€; + Uyey-e; + vses-e; = 1; 1=1,2,3.

Pode-se escrever o versor e; na base e

3
e; = Z Qize; (B.2)
7=1
onde, usando (B.1),
Qij = e; - ;. (B.3)

Nota-se que @;; é o cosseno do angulo «;; entre €] e e;, uma vez que
Qi; = e; - e; = |le]] [|e;]| cos cui;.

Seja [Q] a matriz que tem termo genérico @;; dado por (B.3). Mostra-se que a matriz
[@] é ortogonal, ou seja,

QIQI" = Q" [Q] =[]

isto é,



usando (B.2)

3 3
v=v-) Que;=) Quyv-e
4=1

=1

3
!
U= Qi
j=1
ou, equivalentemente,

{v}e = [Q1{v}, (B-4)

que estabelece a relagio entre as componentes de v na bases e e €.
Pode-se, alternativamente, escrever

{v}, = Q)" {0}« (B.5)
Considere agora a relagio y = Tx, onde T é um operador linear, escrito na base e
{y}e = [T {z}s -
Utilizando a relagio (B.5)
Q" {y}e = (T1.[Q]" {=}o
que leva a
{¥}e = Q1) [QI" {z}¢
ou seja
7], = (@ [T].[Q)" . (B.6)
Analogamente, partindo-se de
{vte = [T {z}e
e usando (B.4)
@ {y}. = [T]y Q) {z},
que leva a
(7], = [Q" [T]. [Q) (B.7)

resultado que poderia ter sido obtido diretamente de (B.6). As equacdes (B.6) e (B.7)
estabelecem as relacoes entre as componentes de um operador linear
T: E — E em duas bases distintas.
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B.1 Equivaléncia entre o principio dos trabalhos vir-
tuais e o equilibrio para a elasticidade linear

Considere-se que para um sélido deformavel o campo de tensdes {0}’ =
{ 0o Oy 0zx Ozy 0Ou; 0y ) satisfaz as equagdes de equilibrio (5.1) e as condigdes de
contorno de forga de superficie em f* (5.4).

Seja bu (z,y,z), 6v(x,y,2) e bw(x,y,z) um campo de deslocamentos arbitrariamente
escolhido que satisfaz as condicdes de contorno em S, (cinematicamente admissivel), isto &,

bu=0;0v=0;6w=0 on S, (B.8)

Portanto, éu, 6v e Sw é um campo de deslocamentos virtuais.
Utilizando as equagcotes de equilibrio

aamm 8Uzy 60mz B _
( 5 T By +3, +fx>(5u—0 (B.9)
0oy, Ooy,  Ooy, B B
((% Sl e L (B.10)
60zm 8Uzy aazz B
= 0. B.11
<6$ -l—ay-i-az +fz>6w 0 (B.11)

Usando a regra de derivagdo para um produto de funcées, pode-se escrever

2 (020U + 06V + 0,,0w) = ou + v + ' (B.12)

ox

e rearranjando os termos

aamm 60ym 602$ . a
5 bu + e dv + 9% bw = % (0226U + 04200 + 0,,0W) (B.13)

B ( Obu Obv Géw)

I PR

usando expressoes andlogas para as derivadas em relagao a y e a z além das equagdes (B.9),
(B.10) e (B.11) pode-se escrever

0
/V [56; (220U + 0460 + 0 0w) + 8_y (OuyOU + 04y 6V + 0 0w) +

4—8E (020U + 0,60+ 0,,0w) +
z

_|_

( Obu Obv Obw Obv Obu
— | Ozzx + Uyy + 02z

Bz By 5z W gy Ty

O-Z"L‘

obw 2 Odu n dbw o 35’U+
| S z Oz 2
8z % 0y ¥* 0z Y oy
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+fl6u+ flov+ flow ] =0 (B.14)

a seguinte identidade matemadtica é obtida pelo uso do teorema do divergente que relaciona
integrais de volume com integrais de superficie

0
/V [% (020U + 0300 + 0, 0w) +

0
3y (O2ybu + 0,6V + 0, 0w) +

% (220U + 0,00 + 0,,0w)| dV

_ /q (0506t + 0060 + G 26) it

(0zy0U + 0yybV + 0y 0w) ny+

(020U + 0,00 + 0,,0w)n,] dS (B.15)

onde n,, n, e n, sao as componentes da normal exterior & superficie 5. O 2° membro da
equacdo (B.15) pode ser escrito como

/ [(Oacnia + Oayng + 042) 6U + (0yzny + oyyny + Uyzn&) v+
S j z K z

(0 ,uTg + Oy + 0,,m,) Ow] dS (B.16)
x Vs

Utilizando as condicdes de contorno de forga de superficie (5.4) e (B.8), o termo dado por

(B.16) pode ser finalmente escrito como

/ [6ufs + bvfy + 6wfs] dS (B.17)
St
Considerando a simetria do tensor das tensoes e substituindo (B.17) e (B.14) chega-se a

/ (56mam + 8y Oy + 6622022 + 074y Oy + 67,04, + 5’793,2%2) dv =
v

/ [6ufl +6vfl +bwff] dV +/ [6ufi + 6vf) + bwf;] dS (B.18)
. _

Sy

Nota-se que as componentes do campo de deformactes 0,5, 0€yy, 66225 6Vyys 674, € 67y,
sdo obtidas a partir do campo de deslocamentos virtuais, usando as relacoes deslocamento —
deformacao, portanto sdo deformacdes virtuais. A equacao (B.18) pode ser reescrita usando
notagao matricial como

/V {6} {o}dV = /V {su}” {fB}dV + /S {6u}” {fe}av. (B.19)
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que é a expressdo dos trabalhos virtuais completando a demosntragéo.

Resumindo, mostrou-se que um campo de tensdes que satisfaz o equilibrio e as condigées
de contorno em termos de forgas de superficie, satisfaz a expressao do principio dos trabalhos
virtuais. Partindo-se da expressdo do principio dos trabalhos virtuais (B.19) e seguindo a
demonstracdo acima da equagéo (B.19) para a equagédo (B.8), a menos de alguns detalhes
que nao serao discutidos neste texto, pode-se mostrar que o campo de tensdes que satisfaz
a expressdo dos trabalhos virtuais (B.19) para todos os possiveis campos de deslocamen-
tos virtuais satisfaz também as equagGes diferenciais de equilfbrio (5.1) e as condigdes de
contorno de superficie (5.4) .

Logo, a equivaléncia entre satisfazer o equilibrio e o principio dos trabalhos virtuais fica
estabelecida.
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