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1 Introducao

A magneto-hidrodinadmica é o estudo das equagdes hidrodindmicas em fluidos
condutores, em particular, em plasmas. Entre os principais interesses em MHD
estd o estudo do equilibrio do fluido, transporte de particula e energia, e a
interagao de baixa frequéncia de campos eletromagnéticos com o fluido condutor.
As equacoes MHD que descrevem esses processos podem ser obtidas em
termos de leis que expressao a conservacao de massa, momento e energia:

e Conservacao de massa
dp

i
onde p é a densidade volumétrica de massa, V é a velocidade do fluido em
relacdo a um referencial em repouso. O termo pV pode ser interpretado
como um fluxo de massa ao longo do fluido.
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e Conservacao do momento

dV) _ o
dt

onde ? é o tensor total de stress. Pode ser escrita de modo equivalente,
usando a lei de Newton, onde identificamos as forgas “volumeétricas” (apli-
cadas ao centro de massa de um elemento infinitesimal de fluido, como as
forca gravitacional e eletromagnética) e as forcas de “superficie” (aplicadas
as superficie desse elemento de fluido, como as forcas de cisalhamento

mecanico):
dv =
=Vp
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onde P é o tensor de pressoes, que em geral podera ser aproximado como
o gradiente da pressao p; J é o vetor de densidade corrente e B é o campo
magnético. Note que desprezamos o termo de densidade de carga vezes
o campo elétrico na expressao da for¢ca de Lorentz. Desprezamos ainda o
tempo de forca gravitacional que tipicamente é muito menor que a forga



eletromagnética. Outro ponto relevante, é que a derivada temporal é uma
derivada total, ou seja
dv. oV
— ==+ (V-V)V
dt ot ( )
onde o segundo termo é uma aceleragao convectiva pois é associada com
gradientes especiais da velocidade no campo do fluido. Entdo nossa ex-
pressao de conservagdo de momento se torna:
ov
p[at+(VV)V}:Vp+JxB (].)

e Conservacao de energia

d (3p 3p = o
dt(2)+2vv+Vq+(PV)VJ (E+VXB)

onde q ¢ o tensor de transporte de calor e J’ é a corrente vista pelo ele-
mento de fluido com V. Em geral, essa expressao é simplificada, assumindo
alguma equacao de estado, como ocorre em um processo adiabatico

pp~ 7 = constante (2)

onde 7y é a razao do calor especifico a pressao constante e o calo especifica
a volume constante.

Além disso, temos as equagdes para o campos eletromagnéticos:

OB
E = —
V x o (3)
VxB = puoJ (4)
V-B = 0 (5)
E+VxB - 3
g

onde a ultima expressdo é a lei de Ohm generalizada. Para fluido sem resistivi-
dade, temos que

E+VxB=0 (6)
As equagoes (1)-(6) constituem as equagoes da MHD ideal.

2 Teorema de Alfvén

Inicialmente veremos como o fluxo magnético varia em funcao do tempo ao
longo de uma superficie aberta que evolui no tempo. Assim, em t = 0 teremos
St)=Sleemt=t+ AT, S(t+ At) = 52).



cp(t):/SB(r,t)-ds

Entao, a taxa de varia¢ao temporal do fluxo magnético serd
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Expandindo B (r,t + At) em termos da série de Taylor:

B (r,t + At) :B(r,t)—i—%B(r,t)At—f—...

de modo que quando At — 0,
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onde agora todos as grandezas vetoriais sao calculadas no tempo ¢ e posicao r.
Note que, sendo C1 o contorno que define a area S1,

6—B-dS= E.d
52 Ot c1

Além disso, como o divergente do campo magnético é nulo, o fluxo total em
uma superficie fechada deve ser nulo. Isso nos permite escrever a diferenca de
fluxo nas superficies aberta como o fluxo no cilindro formado por elas:

/B—/ B~dS:¢ B [VAt x di]
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Entao

@ _ %E.duyg B[V x dI
dt c1 c1

= 55 (E+V xB)-dl
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Mas, para um fluido sem resistividade, pela equagédo (6), temos que o integrando
é zero:

d®

— =0
dt

Isso mostra que as linhas o fluxo magnético em uma area qualquer do fluido se
mantém constante ao longo do tempo, enquanto ela evolui espacialmente. Ou
seja, as linhas de campos estao “fixas” ao fluido, e o fluido é livre para se mover
apenas perpendicularmente a linha de campo magnético.



3 Equilibrio hidrostatico

Quando temos o equilibrio hidrostatico (condi¢io estatica) e quando podemos
desprezar a aceleracao devido ao termo de convecgao, a equagdo MHD relevantes
passam a ser escritas

Vp = JxB
VxB = /L()J
V-B = 0

Usando a lei de Ampeére para elimitar o J,
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Supondo um caso em que B = Bz,
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onde o primeiro tensor representa a tensao ao longo das linhas de fluxo e o
segundo representa a pressao magnética isotrépica.

Tomando o produto escalar do gradiente de pressao, podemos obter as su-
perficies isobérias:

J-Vp = 0



ou seja, tanto o campo magnético quanto a corrente sao normais ao gradiente
de pressao. No caso particular em que o campo magnético estd na diregao z,
temos

vp = V. T

ou seja,
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Além disso,
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Ou seja, p + B?/2u ¢ constante.

4 Ondas MHD

No plasma, como fluido, podem-se propagar ondas de trés tipos:

e ondas acusticas, ordinarias de qualquer fluido, associado a compressao e
descompressao da densidade de massa ao longo do espaco. Sao ondas nao
condutoras, longitudinais. Como pp~7 é uma constante, a velocidade de
propacao dessas ondas é a velocidade actstica dada por:

[vp [T
V = _— = _—
S P Vi

e ondas de Alfvén, sdo ondas transversais que se propagam com a velocidade
p _ B
de Alfvén Vy = N

e ondas magnetoacisticas, que se propagam com velocidade V = /V2 + V3

4.1 Formulagao matematica

Relembrando as principais relagoes MHD:



dp
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Vamos considerar que as grandezas fisicas do sistema possam ser descrito
por uma quantidade de equilibrio que independe da posicdo do espaco, mais
um termo de perturbacdo que dependerd da posi¢ao e do tempo. Assim, se a
velocidade de equilibrio do fluido for nula, teremos

B = BO —+ B1 (I‘, t)
p = pt+p(rt)
vV = V1 (I‘7 t)

Segue que as nossas equalgies MHD passa a ser escritas, em primeira ordem
das perturbagoes (isto é, o produto de dois termos perturbativos sdo despreza-
dos), como

dp1
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Aplicando a derivada parcial em relagdo ao tempo da expressdo intermediaria
acima, obtemos,

82V1 2 apl ]- aBl _
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E substuiondo as outras duas expressoes, chegamos a

= —VEV(V- V) +Vax {Vx[VixV4]} =0

onde V4 = NG

Sem perda de generalizadade, podemos considerar solugdes de onda plana:

V1 (I’, t) = Vlez'(kr—wt)



Que equivale a substuir na nossa expressao das velocidades, V — ik e % —
—iwt, o que nos leva a
—w?Vi+VE(k-V)k - Vi x{kx[kx (Vi xVa)]}=0

e, utilizando a relagio vetorial A x (B x C) = (A-C)B — (A - A) C, obtemos
a seguinte relacao de dispersao:

—w?Vi+ (VE+V3) (k- Vi)k
+(k-Va)[(k-V4) Vi = (Va-Vi)k— (k- V) Vy] = 0

e Sek |l Bp,entaok-V4=0e
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Logo, V1 || k, e a solugdo é uma onda longitudinal com velocidade de fase
e Sek| Bg,entao k- V4 =kV, e
V2
(V3 —w?) Vi + (‘% — 1) k2 (V1-Va) V=0
o que nos leva a dois tipos de ondas

L. Vi || Bge Vi || k, 0 que nos leva a ¥ = Vg, ou seja, uma onda actistica

longitudinal.

2. Vi L Bge Vi Lk, oquenosleva a ¢ = Vy, que sdo as ondas de Alfvén
(sem dispersao)



