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Aula % — Auto-estados de energia dos estados
nao ligadoss de potenciais unidimensionais .

1. Uma barreira de potencial unidimensional de largura a e altura V,.

(a)As equacdes e as auto-funcdes de energia. As condic¢des fisicas
sobre as ato-funcdes, e as constantes ndo nulas das auto-
funcdes.

(b)Os fluxos de incidéncia, reflexdo e transmissdo da auto-funcgéo
de energia para energias abaixo da altura da barreira. (Ufa! Haja
conta!!!)

(c)Os coeficientes de reflexdo e transmisséo da particula pela
barreira e a relagcédo da conservacao da particula!

(d) O limite dos coeficientes de reflexdo e de transmisséo para
largura a — «: 0 resultado do potencial degrau!

2. ldem para energias acima da altura da barreira.
3. De novo: exemplos e caracteristicas das densidades de probabilidade de

estados ligados e néo ligados nos movimentos unidimensionais na
mecéanica quantica.
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Barreira de potencial: analise qualitativa para 0<E<YV,

Fisica Classica:

Se a particula incidir na barreira na
regido I, ela o faz com velocidade
no sentido positivo de x, bate em
x=0 e retorna, com velocidade em
sentido oposto, movendo-se na
regiao de x negativo até - oo, em
trajetoria infinita. Nao passa pelo
barreira.

Analogamente: se a particula
incidir na barreira pela regiao 111, o
faz com velocidade no sentido
negativo de x, bate em x=a e
retorna, indo necessariamente para
+ o, em trajetoria infinita. Nao
passa pela barreira.

Em Quantica sao estados nao
ligados.
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 Barreira de potencial - andlise qualitativa para E>V,

Fisica Classica:

Se a particula incidir na barreira na
regido I, com velocidade no sentido
positivo de x, ela sofre uma forca
impulsiva desaceleradora em x=0,
continua com menor energia
cinética na regiao 1I, e sofre outra
forca impulsiva em x=a, agora
aceleradora, e continua na regiao 111
até + o, em trajetoria infinita.

Analogamente: se a particula
incidir na barreira pela regiao 111, o
faz com velocidade no sentido
negativo de x, ela sofre em x=a uma
forca desaceleradora impulsiva, e
entra na regiao II com menor
energia cinética, continuando na
regido I até - o, em trajetdria
infinita.

Em Quantica sao estados ndo
li gados. Fisica V - Professora: Mazé Bechara



Equacées da parte espacial dos

auto-estados de energia

As auto-fungoes de energia:
“iEy
w(x,1)=p(x)e
As equacoes, nas varias regioes do espacgo,
para a parte espacial da fungoes de onda:
he d
BT 2 ¢ (x<0)=Eg (x<0)

n° d?
o gl p,(0<x<a)+V,p,(0<x<a)=Egp (0<x<a)

h® d?
e om dy? on(X=a)=Eg, (x=a)
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Equacées da parte espacial dos

auto-estados de energia
Nas regi6e:2~; | e lll para qualquer valor de E

d2 h E ikx —ikx
W(ﬁ,(XSO):—%(D,(XSO):>§0,(XSO)=A1€'( +Be™
2 2

ikx —ikx

d hE
F(DIII (x=a) :_%@n (xza) =g, (x=a)=A,e" +B,e

2
k? = %>O

Na regiao ll, para E<V,

2

d n’
W(ﬁu (0<x<a) :%(Vo —B)p, (0<x<a)
=@, (0<x<a)=A, e + Bue_k,x

2
(e — h(\/ ~-E)>0

°
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Solucoes dos auto estados de
energia para 0< E<Vo (em classe)

As funcoes de onda nas vdrias regioes do espaco:
IkX —ikXx
@ (Xx<0)=Ae" +Be k2:2rrlE>0
¢ (0<x<a)=A."*+Be ™" 3
" " k’2: 2m(\/o E) >O
. @n(xza):'ameI X"'Bme_I ' n’

« Possibilidade 1: no instante inicial a particula esta na regido
de x<0: B,=0 (ndo tem mudan¢a no potencial em x>a que
permita a reflexdo da onda da particula nesta regico).

« Posisibilidade 2: instante inicial na regiao de x>a: A=0 (nao
haveria em x<0 variagao de potencial que refletisse a onda)
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Barreira de potencial - analise qualitativa paraE <V,
Fisica Quantica:

Se a particula incidir na regiao I,
nesse regido havera uma onda no sentido
postivo de x (onda incidente), e também uma
onda refletida na barreira em x=0, ou seja, no
sentido negativo de x; 0 que é classicamente
permitido). Mas a onda nao s6 passa por 11
como ¢é transmitida em III, regido

classicamente proibido para E<V,, dai o nome
de EFEITO TUNEL.

Quando esta na regiao II, ou seja, ela fez “um
tinel” na barreira, e podera estar nesta
regido, e ainda “passar” para a regiao III.

Quando a particula esta na regido III, ela
que incidiu de I, chega com velocidade no
sentido positivo de x. E como ela nio tem
mudanca de potencial em nenhum ponto,
entao s0 lhe resta ser “transmitida”, sem
chance de reflexdo nesta regido, indo no
sentido positivo de x até o + .

Para haver conservacao de particula, o
fluxo de incidéncia + fluxo de reflexiao =
fluxo de transmissao.
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Barreira de potencial - analise qualitativa paraE <V,
Fisica Quantica:
oSIMETRICAMENTE: se a particula
incidir na regido III, nesse regiio
havaera uma onda no sentido negativo de x
(onda incidente), e também uma onda
refletida na barreira em x=a, ou seja, no
sentido positivo de x; o que é classicamente
permitido). Mas a onda nao sé passa por 1I
como é transmitida em I, regiao classicamente

proibido para E<V, , dai o nome de EFEITO
TUNEL.

Quando esta na regiao 11, ou seja, ela fez “um
tinel” na barreira, e podera estar nessa regiao
e ainda “passar” para a regiao I.

Quando a particula esta na regido I, ela
que incidiu de III, chega com velocidade no
sentido negativo de x. E como ela nao tem
mudanca de potencial em nenhum ponto em
I, entdo s0 lhe resta ser “transmitida”, sem
chance de reflexdo nesta regido, indo no
sentido negativo de x até o - .

Para haver conservagao de particula, o
fluxo de incidéncia + fluxo de reflexao =
fluxo de transmissao.
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Solucao da barreira na mecanica
de Schroedinger: 0 < E < Vo

As funcoes de onda quando a particula incide no
sentido negativo de x, ou seja, esta na regiao lll em
=0.

§0| (X < O) . B| e—ikx = gotrans k* = Zfrlan g’
¢ (0<x<a)=Ae*+B,e"" 2o 2o —E) _ 4
gplll(xza):Aﬂlelkx_l_Bllle_lkxz¢refl +<0|nc ¢

« As constantes devem ser escritas em termos da
constante de incidéncia B,,.

« Devem ser colocadas as condigcoes de
continvidade na fungcao de onda e em sua
derivada.

° °
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Solucao da barreira na mecanica

de Schroedinger: 0 < E < Vo

As funcoes de onda quando a particula incide no

sentido positivo de x, ou seja, estd na regido | em
=0.

¢| (X S O) — A elkx + B| e_ikx = INC + ¢refl k2 — 2mE > O

P (0<x<a)=Ae*+B,e™"
(?III (X 2 a) — Allleikx — gptrans

As constantes devem ser escritlas em termos da
constante de incidéncia A,.

Devem ser colocadas as condicoes de
continvidade na fungcao de onda e em sua
derivada.

°
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- Condiées sobre as auto-funcées de
energia da barreira (E<V)

« Continvidade das fungoes de onda na incidéncia
no sentido positivo de x:

0 (x=0)=¢, (x=0)=A +B, =A, +B,
qp'“(x:a‘):gall(X:a):>'6‘1l|eika:'A‘uek,a—|—B|I_k,a

« Continvidade das derivadas das fungcoes de onda:

(0,, (X:O):Ql (x=0)=1k(A -B,)=K(A, -B,)
(0’,,, (X - a) - Q)’,, (X — a) — ikAneika — k,(Auekla — Bll_kla)

Nada limita as constante k e k™ ou seja, E pode ser qualquer
valor positivo menor do que V..

° °
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Constantes relevantes nas solucoes
da barreira (técnica explicitada em aula)

L

O cadlculo dos fluxos de reflexdo e transmissdo dependem dos
coeficientes da “parte” da onda que representa reflexao e transmissao,
respectivamente.

« Os coefcientes da onda no interior da barreira, nada tem com fluxo de
incidéncia ou de transmissdo. Devem ser “eliminados” em termos das
ouiras constantes.

« Depois disto, se deve escrever os coeficientes das “partes” da fungao de
onda referentes a onda refletida a transmitida, em termos do coeficiente
da “parte” da fungdo referente a onda incidente. Haja algebra...

« Dai se determina “facilmente”, o fluxos de reflexdo, e de transmissdo e
de incidéncia; e a partir deles os coeficientes de reflexao e transmissao.

« As condigdes ndo impoem restricdes aos valores de k e k', ou seja, da
energia E, a ndo ser que seja positiva e menor do que V.
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Solucdao da barreira na mecanica de
Schroedinger: E<Vo

O coeficiente de reflexdo quando a incidéncia é no sentido
positivo de x (em t=0, na regiao de x negativo, ou incidindo

de — »):
y ) reﬂ hk‘B‘ ‘Bl‘z _
> =
Smc kAL (A

E (ek’a _|_e—k’a)2
={l+4 (1 ,
{ ( ) (ek a _e_k'a)z

1
0 VO }

« O coeficiente de transmissdo quando a incidéncia é no
sentido positivo de x (fransmissdo na regido de x —x):

transm |‘A|||‘ ‘Am‘zz —
CSe w[AF A

1 ,
{1+ (e —e*)7y
. 16 (1- 1) .

Fisica V - Professora: Mazé Bechara




A barreira de potencial e a fungao
de onda incidindo de - coe E < Vo

Vix)
Vo

Parte real da funcao
de onda incidente +
refletida

X

. parte real da fungao
£ de onda transmitida

i e
vV

° 'Y
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A densidade de probabilidade e o
coeficiente de transmissao (inc -coe E< Vo)

VX W 1) Qualquert ATENCAO: na regido assintética
k de transmissio sempre se tem
probabilidade constate. Aqui toda
. a aregiao III é toda igual!

e

0 a

FIGURA 6-14. A fungio densidade de probabilidade W *¥ para uma situagdo tipica de penetra¢do de barreira.

O resultado mais interessante do célculo é a razdo T entre o fluxo de probabilidade trans-

mitido através da barreira para a regido x > a e o fluxo de probabilidade incidente sobre a bar-
reira. Obtemos que esse coeficiente de transmissio é

v, C*C (eF11e _ g—k11ay? |1 senh? ki | !

1+ =1+ |
v,4*4 | E E E E (649)
16—l — = 4 — {1 —— .
- Vo Vo o Vo Vo A

—

T

Observe que para Kja=k a>>1, T=[16E/V, 1[1-E/V_ le?*?, ou seja, a transmissio
decai exponencialmente com k', que depende da raiz quadrada de Vo-E.
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Equacées da parte espacial dos

auto-estados de energia
N2<Js regiéeszl e lll para qualquer valor de E

d h E ikx —ikx
W(ﬁ,(XSO):—%gD,(XSO):MD,(XSO)zAlek +B,e™

2 2

E | |
%gﬁm (x=za)= _};—mgom (Xxza)=¢, (za)= Amelkx + Bme_lkx

2m

Na regiao Il, para E>V,

Kk >0

d? h?
—,(0<x<a)=———
e §9||( X<a) om

=@, (0<x<a)= A”eik'x N B“e‘""x

(E-V,)p,(0<x<a)

hZ
K?=—2 (E-V.)>0
. 2m :
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Solugoes da barreira: E>V,

« Continvidade das fungoes de onda :
»,(X=0)=¢,(x=0= A +B, =A, +B,

i ik’ —ik”
o (X=a)=¢, (Xx=2a) :>A|||eka = Auek “+B, "
« Continvidade das derivadas das funcoes de onda:

(0,, (x=0) :gﬂl,l (x=0)=1k(A -B,)=IK(A, -B,)
(9,,,, (x=2a)= (0,,, (x=a)= ikAueka = ik’(Aﬁleikla - Bu_ikla)

Nada limita as constante k e k” ou seja, E pode ser qualquer
valor positivo maior do que V..

°
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1,0
T
\/
]
j 0,5 Os resultados de R e T.
-
‘: Mostre!
I\
/I
0 \~/ =
0 1 5 10

E/V,

- FIGURA 6-15. Os coeficientes de reflexdo e transmissio R e T para uma particula incidindo sobre uma bar-
reira de potencial de altura V e largura g, tal que 2mV,a*/m* =9. A abscissa E/ V, € arazio
entre a energia total da. particula e a altura da barreira de potencial.

[
g 1 7 e ,
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TABELA 6-2.

Um Resumo dos Sistemas Estudados no Capitulo 6.

vibrando : m
X X

Nome do Exemplo Energias Totale Densidade de Caracteristica

Sistema Fisico Potencial Probabilidade Significativa

Potencial Préton E i Resultados
nulo ;m ur: V(x) x  Usados para

eixe de um outros
ciclotron sistemas

Potencial degrau  Elétron V) A Penetragdo
(energia de condugdo = — E M na regifo.
abaixo do topo)  préximo 2 R i x  proibida

superficie do 0 0
metal

Potencial degrau  Néutron E ; vy Reflexdo
(energia tentando V() { \ / i parcial na
‘acima do topo)  escapar de | | descontinui-

um ntcleo 0 0 ¥ dadedo
potencial

Barreira Particula ; i Efeito tiinel
de potencial tentando E /\/\iﬂ
(energia abaixo  escapar de . L vy : ; ”
do topo) barreira 0 0 o

coulombiana

Barreira Espalhamento E Jvm_ Nenhuma
de potencial de elétrons i : = reflexdo em
(energia acima por ét.omos I I Ve 5 : -
do topo) flegatlvamente 0 2 £ 0 i energias

ionizados '

Pogo ;ie " Néutron . . Ve i Quantizagét?
poten num estado E \w*w da energia
quadrado ligado no i i %
finito nicleo 0 a 0 ¢

Pogo de Molécula V(x) Aproximagéo
potencial estritamente h ! ] para um
quadrado conﬁna.da a E E E\y *y pogo de
infinito uma caixa f 1 potencial

0 a 0 i finito

Potencial Atomo Vix) Energia
do oscilador de uma ! ! de ponto
harménico molécula & x,,E ' \ zero
simples diatdmica M .y

s + + X

Todos os estados ligados tém
funcoes de onda mnormalizaveis,
parte espacial real e oscilantes no
entorno da origem do potencial,
energias quantizadas, com
densidades que vdo a zero nas
posi¢des infinitamente longe do
centro do potencial

Todos os estados nao ligados
téem “interferéncia” da incidéncia
com reflexdo, dando densidades
oscilantes, e densidades constantes
na regiio de transmissio. As
funcoes de onda sdo ndo
normalizaveis, mas ha conservacdo
do fluxo de particula, e ndo ha
quantizacdo da energia.

Figura do Eisberg
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Aplicacgao: faga!

Um eléfron em um dispositivo semicondutor é
acelerado por um potencial de 5V. O
semicondvutor |lhe oferece uma barreira de 8
angsirons de largura e 10 eV de altura. Determine
o coeficiente de fransmissao neste semicondutor.

Sugestao: determine o ka e use a aproximag¢ao
conveniente para realizar este calculo.
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