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Aula 34 — Qutras solugoes da equacao de

Scroedinger: as combinacoes lineares dos auto-

estados de energia — estados de energia nao
constante de potenciais conservativos

A ortonormalidade dos auto-estados de energia dos estados ligados:
uma base para descrever todas as fungoes de onda (espag¢o de
Hilbert).

As combinacgaoes lineares de auto-estados de energia:

o Solugoes de estados quanticos, se normalizados. A condigcao de
normalizagao;

0 A energia nao constante destes estados no caso unidimensional.
O valor da média da energia;

0 A densidade linear de probabilidade variavel com o tempo e a
possibilidade de emissdo de fotons com energia igual a diferenga
enire a energia de dois estados, como proposto por Bohr;

o Aplicagdo no caso unidimensional.

3. O poc¢o fridimensional - solugoes dos auto-estados de energia. O
poco cubico e a degenerescéncia em energia (estados
diferentes com mesma energia- que aparecem em movimentos
n@o unidimensionais).
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QUESTOES RELEVANTES

Ha na Mecanica Classica, em movimentos unidimensionais, estados
dindmicos com energia variavel no tempo, de particula que
interagem com potencial conservativo U=U(x)? Cite exemplos.

Ha na Mecanica Classica, em movimentos bi ou tridimensionais,
estados dindmicos com energia variavel no tempo, de particula que
interagem com potencial conservativoU(') ? Dé exemplos.

Ha estados com energia ndo constante na Mecdnica Qudantica em

movimenios unidimensionaqis? E nas dindmicas bidimensionais? E
tridimensionais?
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- A ortonormalidade das auto-fungoes
de energia e os estados mistos

(Ref. Enge, Wehr &Richards - demonstracao em aula)
No caso dos estados ligados, as auto-fungcoes de energia sao

quantizadas, ou seja, ha alguns estados possiveis e com
energia quantizada, as vy, (x,y.z)=¢(x,y,z)exp(-iE t/%). Estas
auto-fungoes obedecem as equacgoes:

A (£ =0 Sy, (1. = Ep, (7.1)
* Estas y, (x.f), para esiqdo?tligados obedecem arelagéo:
. J‘JJW: (r’t)Wn (r,t)dv :5nn’

todoespaco

que é da ortonormalidade das fauto-fungoes de energia.

« Sendo a equacdao de Schroedinger dependente do tempo,
uma equacado diferencial linear (saiba o que é isto!) qualquer
combina¢ao linear das solugoes particulares (auto-fungoes
de energia, advindas da separacdo da parte temporal da
espacial), € também solugcdo da equacgdo geral:

Y(r,t)= ;anl//n (F.t)
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- A ortonormalidade das auto-funcoes

de energia e os estados mistos

(Ref. Enge, Wehr &Richards - demonstracao em aula)
Desde "que tais combinacoes estejam devidamente

normalizadas.
[[[w (r. )% (rt)dv =1

todoespaco

O fato de, qualquer fungao de onda poder ser escrita como
combinag¢ao linear das auto-fungcoes de energia, faz com
que, elas sejam chamadas de “base” n-dimensional, do
espac¢o de fungoes que odecem a equacdao de Scroedinger,
em analogia com o que se tem na representagao vetorial.

(1) =2 ay, ()

Este é o espaco de Hilbert das fungoes .
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A normalizacdao dos estados mistos

Mas o fato desta fungcao de onda ser normalizada, para
representar um estado, implica em uma condi¢cdo sobre os
coeficientes da combinac¢ao linear. A normalizagdo para o

caso geral: .
[[[¥ (e Hdv =1
todoespaco
= I] Zawi .o Xaw, v =1
todoespaco N’
=2 a, =1
A condicao de normalizagcdo dos estados mistos

para o caso unidimensional:

T)LP*(X, t)LP(X, t)dX = T[Zﬂ:a:w: (X, t);am()ym (X, t):|dX —1

=Ya, =1

°
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- A ortonormalidade das auto-fungoes
de energia e os estados mistos

(deducoes formais em aula) )
Fica a questao: estas combinagoes lineares, seriam tambem

auto-estados de energia.

Mostra-se que, no caso unidimensional, necessariamente nao,
ou seja

Fp(x,t) = ihgqj(x,t) £ EP(x 1)

« Ja nos casos de movimentos bi ou tridimensionais, ha
algumas combinagoes especificas que sdo também avuto-
funcoes de energia, embora para a maioria das
combinagoes lineares ndo o sejam. Ha que se analisar caso a
Caso se:

* HY(F,t) =ih§\11(r,t) £EW(r,t) OU  H¥(rt) =ih§‘1’(r,t) =EY(r,t)
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- A ortonormalidade das auto-fungoes
de energia e os estados mistos

(demonstracao formal em aula)
No caso unnidimensional: ¥, (x.1) = ¢(x) exp(-iEt/h).

Fy, (%0 =i 7, () = B, (x)
Estas vy, (x,t) obedecem a relagao de ortonormalidade:

Tw (s (X = (17 (6 ), (x D)X=,

« Qualquer combinac¢ao linear das auto-fungoes:
P(x,1) =2 ay,(xt)

também é solugdo da equagdao de Schroedinger para o mesmo

hamilloneano, mas, necessariamente ndo € uma auto-

funcao de energia, paorque estados de diferentes

n, fém necessariag\enie diferentes energias, ou seja:
H¥(x,t) = iha‘{’(x,t) = EY(x,t)

° °
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A densidade de probabilidade dos estados
mistos e a possibilidade de emissdao com
frequencia da hipotese de Bohr

« A densidade de probabilidade é que descreve o estado: as
posicoes da particula em cada instante, e suas grandezas
fisicas.

E esta densidade de probabilidade tem termos de
interferéncia entre os estados estaticos que “compdéem” o
estado final. NGo é o resultado da soma das ondas que a
compoem.

W (F, ) W(F,t) = Za::w: (r,t)an (F,t) = ;\a“ﬁcon () +

—E

+Y a0 *(Pe, (Pe o '+ Y aran (Fe, * (e

n#n’ n#Nn’

« Observagdo: no caso bi ou tridimensional n e n° podem
representar MAIS DE UM numero quantico. AGUARDE!
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As energias médias dos dos estados mistos
na dinamica unidimensional

(demonstracao em aula)
« E o valor médio da energia destes estados é dado por:

| T P (x,t)HY (%, t)dx =

- | [;aiwﬁ (X,t)Hgaml//m(X,t)}dF;\an\z'%

« Cvuidado: isto ndo quer dizer que o estado tem apenas as
energias dos estados estaciondrios!

° °
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A densidade de probabilidade e sua
variacdao temporal (demonstragio em aula)

A densidade de probabilidade de um estado misto de dois
estados estaciondrios (faca o caso geral: n>2):

PE(x, )P (X 1) = ;dﬁ% (X’t);aml)”m (x,t) =

—iﬂt « i 1_E2t

=Y ay.(xt) Yay.x)=Ylallo0f +a®e.()(Eae * +aaze ' 1=

n=l1,2 m=1,2 n=1,2

BBy BBy

=Yl +a(e,(ag,le " +e * =

n=1,2

- Ya, [l 09 + (0, (aa, 20081

n=L1,2

« Observe que, se os coeficiente forem reais, a densidade de
probabilidade varia com cos{(E,-E,;)t/A}, ou seja, com
frequencia w=E,-E,/i#, que é exatlamente a frequencia de
emissdo segundo a hipotese de Bohr para as transicoes entre

* estados atomicos. :
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A densidade de probabilidade e sua
variacao temporal (demonstracio em aula)

« Observe também:

1. Uma densidade de probabilidade que tenha uma componente,
ainda que muito pequena do estado fundamental (EF), por exemplo,
decaird necessariamente para este estado.

2. O Unico estado puro na natureza deve ser o EF, pois é 0 Unico que
nunca decai (t = Al = AE=0) nos sistemas estaveis,
contrariando os resultados dos avuto-estados de energia da
mecanica quantica.

Esta € uma indicagdo de possivel caminho para se chegar nos
decaimentos de estados estacionarios na teoria, que sdo
instaveis na natureza.

° °
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« Uma particula depmasso m estd em movimento
unidimensional, com velocidades nao relativisticas.

a) Mosire formalmente que a fungcdo de onda abaixo tém condigdes
para representar um estado da particula.

i hz’ _i9h71'2
w(0<x< L,t)=a\Esen£e om” +b\/zsen3—”e 2mi2’
L L L™ L
w(x<0,t)=0
w(x>0,t)~0

b) Ha condigdes sobre a e b para que a fungdo dada represente um
estado fisico? Justifique.

c) A particula com esta fungdo de onda tem energia constante? Se
sua resposta for positiva, determine o valor da energia. Se for
negativa, determine o valor médio da energia.

d) Determine a densidade linear da probabilidade desta particula
estar na posi¢cdo x no instante t.

e) Por que a particula poderia emitir radiacdo neste estado quéntico?
Qual seria a afrequ}encia de emissao? Justfique.

f) Como seria o principio de incerteza para energia-tempo neste
estado? E de momento linear-posicao?

'Y
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Aplicacgao

« Uma particula de massa m estd em movimento
unidimensional, com velocidades ndo relativisticas, no
interior de “uma caixa” (ovu um pocgo, se preferir) de lados L,,
L, e L,. Considere a energia potencial infinita nas posigoes
(x.y.z)<(0.0,0) e (x.y.z)>(L,.L,.L,) € -Vo no interior da caixa

a) Este € um caso realista ou uma aproximagdo da realidade. Em
qualquer respostaq, justifique.

b) Determine as auto-fungcdoes de energia normalizadas e os seus auto-
valores. Justifique o seu procedimento.

c) Analise a solug¢do da energia e das auto-fungdoes do item anterior,
se a caixa for cubica, ou seja: L,=L =L,=L.

d) Pode haver dois estados diferentes com a mesma energia
constante? Justrifique e dé um exemplo.

° °
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As energias da particula na caixa

tridimensional de potencial infinito

Ll-"-Lg:Lg
E\p = Eg1g = E 9y = 9E,
Eg = Eg = F10 =6,
E\ =3E,
(a)

Fig. 6.24 Diagrama de nivel de
energia para (a) potencial de pogo
ctbico infinito e (b) poco infinito
nao-ctibico. No pogo cubico, o0s
niveis de energia sao degenerados,
isto €, ha duas ou mais fungoes de
onda tendo a mesma energia. A
degenerescéncia sera removida
quando a simetria do potencial for
removida, como em (b).

Observe que a caixa NAO cubica
NAO tem degenerescéncia em

energia.
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