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Aula 33 - Qs estados ligados nos
movimentos, umdzmenszonms — fenomenos
“novos”, e caracteristicas gerais

1. Ainda o poco de potencial undimensional e finito: as condicoes
de continuidade nas funcOes de onda e suas derivadas e as
condicdes decorrentes. Determinacdo grafica dos valores de
energia, e a ambiguidade nos resultados para mesmos valores
do produto V,L?do potencial. As auto-fungdes de energia e as
constantes.

2. [Estados estacionarios do oscilador harménico - discussao
semi-quantitativa. Comparacao das energias dos estados
estacionarios com a proposta de Planck e resultados da
guantizacdo de Wilson-Sommerfeld e da onda estacionaria de
de Broglie.

3. As caracteristicas gerais dos movimentos de estados ligados
na mecanica guantica: na auto-funcdo da energia, nos valores
das energias.

Fisica V - Professora: Mazé Bechara



Solucgées do parte espacial da funcao de
onda do poco esquematico unidimensional
finito (estados ligados e centro na origem)

V(x<-L/2)=0
- r — — ] e V(—L/ZSXS L/Z):Vo
V(x<L/2)=0

2mE
o (-L/2<x<L/2) = A coskx+B,senkx K*= >0

on(Xx<-L/2)=A "
' ., 2m(V, —E
on(x=L/12)=B,e** K= m(\;z ) .0
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Solugdes do parte espacial da fungéio de onda do
poco unidimensional finito para estados ligados

As funcoes de onda do potencial V=V _para x<-L/2 e
x>+L/2 e V=0 para -L/2<x<+L/2:

2mE
o (—L12<x<+L/2) = A coskx+ B,senkk” = ;lnz >0
K™X
=0 =A 2 2m(Vo—E)>O
o (X=+L/2) = Bme_klx L

« Observe que o potencial é descontinuo, mas as fungoes de
onda sdo continuas

« Com fungoes de onda nao nulas para x<-L/2 e x>+L/2, a
particula na teoria quantica esta “entrando pelas paredes”
em x=-L/2 e x=+L/2, pentrando em posi¢coes proibidas no
contexto da Mecar“ca CIOSSICG *Fisica V - Professora: Mazé Bechara



Solugées do poco unidimensional finito na
mecanica quantica com centro na origem (para

usufruir das simetrias das fungoes )

« Condicoes sobre a fungcao de onda :

1. Continvidade das fungcoes de onda nos pontos de
descontinvidade do potencial: -L/2 e L/2

o (X=-L/2)=¢,(x=-L/2)
o (X=L/12)=¢,,(Xx=L/2)

2. Continvidade das derivadas em x (¢'(x)) das fungoes de
onda nos pontos de descontinvidade do potencial:

o (x=-LI2)=¢p (x=-L12)
@I(X:L/Z) III(x L/2)

3. Somadas as 4 condi¢coes a normalizagdao da fungao de onda
em todo o espaco, teremos 5 equacgoes e cinco incoginitas:
E. A. B, A, e B, que precisam ser determinadas (E esta em k
* ek’'dafungdo de onda).

°
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| Condicdes que devem ser observadas por todas as auto-
funcgades de energia e suas fungoes de onda (obtidas em
aula depois de manipulagdes matematicas!)

Condigoes: L2
- AR, #0 e A#0 e tan(kL/2)= /2 Cond. (1)
K'L/2

A-B,#0 e B#0 e —cotkL/2)= /2 Cond. (Il)

« Mostre que ou vale | e nao vale ll, ou vale Il e nGo
vale |.

° °
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| Condicoes que devem ser observadas por todas as auto-
funcgées de energia e suas fungédes de onda (obtidas em
aula depois de manipulacdes matematicas!)

Qu vale: ,
« AR, #0 e A#0 etan(kL/2) = KL/2 Cond. (1)

¢ (-L/2<x<L/2)=A coskx KL/2

(Neste caso: B=0 e A=B,, pois necessariamente nao vale Il)

Ou vale:
A, -:,,,e#o e B#0 e—CO t(kL/ 2) K L//22

o (-L/2<x< L/2) =B, senkx

(Neste caso: A=0 e A,=-B,, pois nhecessariamente nao vale I)
Em qualquer das duas condigoes acima vale:

o (Xx=-L/2)= Alleklx © on(X=L/2) = Bme_klx

Valendo as relagoes acima entre A, e B, em cada caso.

° °
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Solugao grafica (feita em aula)

« Na solugcao grdfica feita em aula se explorou o ponto
de encontro entre condigdo | valida e Il negada, e a
condicdo |l valida e a equagdo | negada, com a
equacao da circunferencia:

(KL/2)2 + (k'L/2)? = (mVL2)/2#2

Observe-se que:
1. so tem sentido fisico (kL/2) >0 e (k'La/2) > O

2. H& uma ambiguvidade para os raios da
circunferéncia acima para os mesmos valores de
VL2, que define o numero de estados ligados.

3. O menor valor de energia &€ sempre para a
condicao | (auto-fungoes de energia, sendo fungoes
R pdres). Fisica V Professora: Mazé Bechara 2



Solucdao Grafica que determina as energias

do poco finito (em sala)

Resultados importantes:

1. O numero de estados é finito, e portanto as energias dos
estados ligados e este numero depende do produto V, L2, ou
seja, da produto da altura pela largura do potencial.

2. Os estados com funcao de onda de paridade par e impar se
alternam (fungoes pares e impares) sendo sempre o estado de
menor energia o com a fungao de onda com paridade par
(Cuidado com o erro na figura do Tipler & Liewellyn).

3. As energias vem de solug¢do numeérica. Os estados podem ser
chamados de n=1,2,3 até n, mas ndo dependem de um
numero qudntico n.

4. Depois de enconiradas as energias, volta-se para as
equacgoes de continvidade da fungao de onda e se determina
as constantes em fungao de uma delas, e depois se normaliza
a fungdo de onda no espacgo todo, determinando-se a ultima

« constante. FACA! .
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Qutra solugdo Grafica que determina as energias do pogo finito
A figura mostra duas curvas diferentes de o/k (nossa equacao é k/k) , que
correspondem a diferentes valores de V, . Os valores permitidos de energia E sao
dados pelos valores de ka nas intersec¢oes das curvas de a/k com as curvas tan kae
—cot ka . (A largura do pogo da figura é 2a, enquanto na aula era L. Também o k e das

outras transparéncias é o a desta figura. )

tg ka
—cot ka
o./k

|
|
|
I
I
l
I
'n=3 :
I

< n=4

Observe o erro na figura.
O estado n=1 resulta do
encontro da curva o/k
gom a da $ ka.

6]

n=>5

Figura' do Tipler & Llewellyn
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MHS unidimensional: analise do classico
ao quantico ;

*+ $0 ha estados ligados, ou seja, com \/ 7 /
trajetarias finitas = sé ha estados ligados na \ y
Mecadanica Quantica. =l 2
« A energia mecdnica E, soma da cinética
com a potencial & constante = ka?/2 = R
vamos procurar inicialmente os auto-estados G R e
de energia na Mecéanica Quantica. PSR
« A massa pode ficar parada na posicdo de equilibrio. No caso x=0

= 0 principio de incerteza ndo admite particulas paradas.

« Para a energia cinética ser positiva: E>0 e E>U(x) = em Mecdénica
Quantica isto é verdade, dentro do principio de incerteza.

« As amplitudes a estGdo marcadas na figura = sé a solugdo da
equacdo de Schroedinger podera dizer quais as posicées que
podem ser ocupadas pela particula.

« Para a energia potencial desenhada, com o ponto de equilibrio em
x=0, U=kx?/2.
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A equacao de Schroedinger das auto-

funcgées de energia do MHS unidimensional
solugao semi—quuntitativa em aula
n’ d?
X kx X) = Ep(X
= o g2 P+ 5K p(X) = Eg(X)

E
—1—t

w(X1) =p(x)e

A solugcdo depende de conhecimento matematico. Aqui a energia
potencial é continua mas ndo & constante; e vale para -0<x< .

As condicoes fisicas sdo as mesmas: funcoes normalizadas,
portanto ¢(x—+x) -0, continuas e com derivadas continuas.

Primeiro se acha a solugdo assintética, ou seja, para x — o, com
a condi¢do da solugao ser finita para todo x. Indicagcao em avla.

2 _mk_ o _mk_» _mk 2
mk _ap 1 " [
C?XZ @S( ) B h X @S(X) @s(X)=ae ™ +be "™ =ae

b=0
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A equacao de Schroedinger das auto-
funcgoes de energia do MHS unidimensional
solucao semi-quantitativa em aula

Depois se acha a equacao e a solugao do polinomio que
multiplicado pela solugdo assintética, da funcdo de onda vale
para todo x. E se acha a condicao de recorréncia entre os
coeficientes a, e a,,, do polindmio, impondo solugao finita para
todo x. k _mk 2

() =H, (|75 X)e ”

H (Jix) a, +a1J7x+a2(\/7x] S ST a{ r}'_l]l(xjn+....

« a condigao de solugao finita para H, exige: (Acredite ou
melhor, olhe em um livro de Fisica Matemdtica, como o do
Arfken, por exemplo):

* (2mE/A?) = 2(n+1/2)(mk/R2)'/2 =
« = E,=(n+1/2)aw = (n+1/2)hv n=0,1,2,...
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A equacgao de Schroedinger das auto-
funcées de energia do MHS unidimensional

pa0t) = H, (Mg # e

E,=(n+1/2)aw = (n+1/2)hv n=0,1,2...

O Polindmio H, € chamado de Polindmio de
Hermite, e obedece uma equacao diferencial

bem estudada (veja em um livro de Fisica Matematica,
no do Arfken, por exemplo).

 Novamente se alternam fungoes de paridade par
e impar, sendo a fungao par a de mais baixa
energia (n=0).
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'As SOLUCOES do MHS

*Parte espacial das func¢oes
de onda com paridade bem

111111
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definida: oscilam na regidao > ah

classicamente permitida, e
caem na regiao classicamente

proibida, tendendo a zero N
para x— o /s
*As linhas pontilhadas

indicam a posi¢ao da s

amplitude da solucao
classica: ha penetracao na =5
regido classicamente
proibida. #
Os auto-valores de
energia (quantizados)

E=(n+1/2) hv
n=0,1,2,3...
Planck + energia de ponto

zero do principio de
incerteza
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Figura do Modern Physics for Scientists and
Engineers — S. Thornton, A. Rex
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As energias do MHS unidimensional

 Energia na Mecanica Quantica = Energia de Planck +

energia de ponto zero do principio de incerteza.
V(x)

\ /V(x)=l§Kx2 = gmew?x?
1

\__ | 1
\ T Es=(4+ 'é') hw
L E.,=(3+ l)flw
Principio d‘f . \ 1 T 4‘) =2+
correspondéncia -
= ornonormalidade \ l T /
das auto-funcdes de l T E,
E

energia da Mec.
Quantica = An=t1.

=Y

Figura do Modern Physics for L
Scientists and Engineers — Serway Fisica V - Professora: Mazé Bechara



Simulacoes de funcoes de onda
de diversos potenciais
unidimensionais, no site da
pagina da Universidade de
Colorado:
http://phet.colorado.edu/en/sim
ulation/
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ionizados '

Figura do Eisberg

Pogo de ‘ Néutron - Ve E i Quantizago
potencial num estado E /\/\MW da energia
quadrado ligado no | i
finito nicleo 0 a 0 4 *

Pogo de Molécula V(x) Aproximacgfo
potencial estritamente ! ! para um
quadrado confinada a E WW*W pogo de
infinito uma caixa ] 1 potencial

0 0 4 ¥ finito

Potencial Atomo V(x) Energia
do oscilador de uma ! de ponto
harménico molécula

1
E 3
I

0lécul 5 o ' zero
simples diatdmica S v *w
i t t X

vibrando : »
X X

As auto-fungoes de energia dos estados ligados:

* sdo normalizaveis;

* tém paridade bem definida;

* tém a parte espacial que depende do potencial, e sdo sempre fungées reais;
* tem a mesma parte temporal: fungdo exponcial imaginaria;

* téem auto-valores reais e quantizados.

As densidades de probabilidade:

* independem do tempo;

oscilam na regido classicamente permitida ;

* tem probabilidades ndo nulas de estarem em regides classicamente proibidas (sé sdo
mulas em uma regidao inteira, como uma aproximacao!);

* caem rapidamente a zero na regido classicamente proibida;

* tém valores nulos para posigoes infinitamente longe da origem.
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Uma particula alfa no interior do nicleo:
potencial nuclear atrativo (pogo fundo) +
coulombiano repulsivo: +2e com +(Z-2)e

Vi
< Coulomb l)nlvnlml
_f ((‘II(‘I‘},;\'
=
5
r/ P———————
Vi
¥ v .
A ) ry T [
I Radius
L
—

Figura do Modern Physics for Scientists and
Engineers — S. Thornton, A. Rex

Se a minima energia, estado
fundamental, for positiva , como
o caso de V' ha probabilidade
ndo nula da alfa escapar do
interior do nucleo. O nucleo
emite uma alfa, e se torna outro
nucleo apés emissao de uma alfa

- de energia constante.

Se a minima energia for negativa,
o nucleo é estavel.

(voltaremos a este exemplo
oportunamente)

°
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