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Interpretacao estatistica da Mecéanica Quéantica

A Estatistica na Fisica classica

Na Fisica Classica se usa a mecanica estatistica (de
Boltzmann) quando se trata de um sistema de muitas particulas. E
nesta teoria é possivel se chegar a distribuicdo do espaco de fase,
ou seja, a distribuicdo de posicbes e momentos f(r,p) das particulas

do sistema. O significado da distribuicdo exige a sua normalizacéao,
ou seja, a integral em todo o espago e em todos 0sS momentos
lineares é igual a 1.

No contexto da mecénica estatistica classica as distribui¢cdes
de posicdo e de momento linear, f(F) e f,(p), sdo independentes

uma da outra, e do tempo, e devem, portanto, ser independentemente
normalizadas, o que leva ao resultado: f(r,p)=f(F)f{p).

Note-se que neste contexto, quando se fala em termos de
probabilidades, sempre se tem em mente uma situagcdo na qual nem
toda informacdo possivel estd totalmente disponivel, por uma ou
outra razao. Estad escrito disponivel, mas por outro lado, em
principio é possivel acessa-la!

Na mecanica estatistica classica as distribuicdes de
probabilidades fl(f')e f,(p) representam, repectivamente, as

probabilidades de se encontrar uma particula (das muitas N do
sistema) no vetor posi¢édo (r) (dentro de um volume dV) e com o

vetor momento linear P (dento de um volume dpP=dp,dp,dp,), e

podem ser obtidas, com medidas apropriadas, e uma € independente
da outra.

A indisponibilidade teérica é de aplicar as equacdes dinamicas
para cada particula do sistema em um dado instante e determinar a
sua evolucao temporal, dado o nimero grande de particulas.

Como na fisica classica se parte do principio de que ¢é
possivel fazer medidas simultaneas da posicdo e do momento
linear de cada particula, ambas com precisdao ilimitada, as
incertezas nos valores sdo as das medidas experimentais.



Na Mecéanica quantica, de partida, ha o conceito estatistico
na dindmica de uma Unica particula, o que ja indica que o
conceito estatistico nesta teoria € mais complexo.

E verdade que nela se parte do principio que é possivel
determinar tanto a funcdo de onda espaco-temporal, como a funcéao
de onda momento-temporal, o que permite determinar as densidades
de probabilidade de posicédo, y(I,t) ou de momento linear, ®(P,t).

Em algumas situacbes, portanto, tais distribuicdes podem
depender do tempo, embora haja relevantes situacfes de
distribuicdes independentes do tempo.

Em qualquer caso, as distribuicdes de posicdo e de momento
linear associado aquela posi¢cdo, ndo sédo independentes entre si.

Ha uma correlacdo entre estas duas distribuicfes: (//(r,t) espaco-

temporal, e CI)(E,'[) momento-temporal,, associado as relacdes de

incerteza de Heisenberg, que sdo as expressdes quantitativas da
necessaria correlacdo entre a distribuicdo espacial e a do
momento linear associado.

O que resulta no que foi afirmado acima: uma distribuigé&o
ndo € independente da outra.

O Principio de incerteza ou de indeterminacao de
Heisenberg, na posicdo e no momento linear

As relacdes de incerteza podem ser derivadas de forma
puramente formal de varias maneiras, inclusive a partir da relacédo de
dispersdo de uma onda da particula material. A questao relevante €,
afinal, qual é o significado fisico das relagcdes de incerteza ou

Uma maneira de se chegar ao seu significado é analisa-lo do
ponto de vista de medidas das grandezas, ainda que sejam
“medidas em pensamento”.

Pode-se pensar no preparo de N (muitas) particulas
(sistemas) idénticas em idéntica situacédo fisicano instante t=0, o que
em Mecanica Quéantica (MQ) significa que todas “sao preparadas”
para ter a mesma funcdo de onda.

No instante t,>0 s&o feitas medicbes de posi¢cbes em N/2
particulas, e nas outras N/2 particulas se realizam medidas do
momento linear.

Quando se trata de referencial inercial o tempo é homogéneo, e
assim, os resultados das medidas independem do instante no qual os
sistemas foram preparados, desde que sd mrfifsd sejam realizadas
no instante t, ap6s a preparacao dos sistemas (t =0).

E importante notar que o valor absoluto do instante ndo tem
significado fisico na Fisica, nem Classica nem Quéantica, dada a



homogeneidade do tempo ou a invarianca do sistema por translacéao
temporal.

Cabe entdo a seguinte indagacdo: se a funcdo de onda
w(f',t) € a mesma para cada um dos N sistemas, as particulas

serdo encontradas na mesma posicdo do espaco para cada
medida feita em cada um dos N/2 sistemas no instante t,?

A resposta € negativa, uma vez que a probabilidade de
encontrar a particula dentro do volume dV, centrado no vetor posicao

I no instante t, é ‘w(r,t)‘z.

Esta distribuicdo, entretanto, ndo vale 1 (um) em uma Unica
posicdo e O(zero) em todas as outras, a ndo ser em um caso muito
especificol E isto é um resultado surpreendente no contexto da
Fisica Classica.

Por hip6tese cada sistema foi preparado da mesma forma, isto
€, sao sistemas idénticos. No contexto da fisica classica a evolucéo
de sua dindmica é idéntica, portanto as medidas das posi¢cdes de
cada particula depois de transcorrido o mesmo intervalo de tempo
ndo podem dar resultados diferentes. Assim ¢é observado nos
sistemas macroscOpicos, e por isto conceitualmente aceito na fisica
classica.

O que é essencial da interpretacdao presentemente aceita da
MQ, e que é devida principalmente a Bohr, Heisenberg e Born, €
exatamente o contrario da nossa vivéncia com sistemas no limite de
validade da fisica classica: sistemas idénticos podem, e na
verdade em geral dao resultados diferentes quando séo
realizadas neles medidas idénticas! A dinamica destas particulas
ndo é determinista.

A razado disto, de acordo com a chamada interpretacdo de
Copenhague para a mecanica quantica, é que duas particulas sao
idénticas se tiverem a mesma funcdo de onda. E o quadrado desta
funcdo de onda d&a a probabilidade da particula (UMA particula) estar
no entorno de uma dada posicdo em um dado instante, por unidade
de volume dV. Na MQ, diferentemente da mecanica classica, na
equacdo fundamental da teoria, jA& h& uma concepcdo néo
determinista.

Assim a posicdo de uma particula descrita por uma funcdo de
onda espaco-temporal tem sentido fisico apenas quando se refere a
medida da posi¢cdo no sistema; antesda medida, ndo € s6 que o
observador é ignorante sobre esta posi¢cdo, mas também a
“verdadeira” posicdo da particula é ignorada, se for considerada que
a teoria € a melhor descricdo da sua natureza fisica.

Segundo tal interpretacdo probabilistica, ndo faz sentido dizer
da posicdo da particula descrita por uma funcdo de onda, até a

medida de posicdo ser realizada.



A distribuicdo de probabilidade da teoria, \W(r,t)\dv, da uma

probabilidade que o instrumental da Fisica (detector de qualquer
tipo) registrara da posicdo da particula no instante t. Mas observe-se
que este instrumental é sempre muito maior do que as dimensdes
atbmico-moleculares nas quais se realiza a dinamica da particula
que ndo esti nos limites de validade da Fisica Classica!

De qualquer forma é claramente uma interpretagcdo nova em
relacdo aos conceitos da Fisica Classica que é valida na dinamica
de particulas (sistemas) de dimensdes maiores do que as atébmico-
moleculares, e que coincide com os resultados da “melhor teoria”
(dos humanos) para a dindmica de qualquer particula: a mecéanica
quantica! E este o entendimento da Fisica no momento.

Pode ser que no futuro seja mostrado que esta interpretacao
tem limites de validade, como usualmente acontece as interpretacdes
das teorias fisicas. E isto ndo ir4 diminuir a importancia desta idéia
revolucionaria criada na segunda década do século XX.

O fato de que ha quase 100 anos esta interpretagcdo da MQ tem
sido aplicada com sucesso em varios e diferentes fenémenos no
universo de dimensdes atdémico-moleculares ou menores, significa
que, o determinismo completo, como se entendia antes da
Mecanica Quéantica, ndo é uma caracteristica essencial para uma
teoria cientifica.

Nao é exagero dizer qgue a MQ mudou a idéia do que é a
natureza de uma questédo cientifica!

Se entdo ndo tem significado falar na posicdo de uma particula
fora dos limites de validade da mecanica classica sem se referir a
medida de sua posicdo, é claramente sem sentido falar do momento
linear da particula sem se fazer uma medida do momento linear. Isto
porque toda a discussdo pode ser refeita simetricamente a partir da
distribuicdo de probabilidade no espa¢co dos momentos lineares.

Ainda ndo esta finalizada a discussdo destes “experimentos
imaginérios”, ou se preferir, “de pensamentos” tedricos e
conceituais, com o0s quais se interpreta a mecéanica quantica de uma
particula com resultados de medidas.

Ha um aspecto ainda mais essencial a ser observado, que é
a correlacdo entre a funcdo de onda espaco- temporal e a funcéao
de onda momento linear-temporal.

Para simplificar vamos nos referir a funcdo de onda de uma
Unica coordenada x (movimento unidimensional): w(x,t), e a funcao
de onda do momento linear associado a esta coordenada: ¢(pyx,t). A



relacdo entre estas grandezas s&o expressas quantitativamente por

meio da relagdo de incerteza: AXAszﬁ-
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Suponha que se tem uma particula com a funcdo de onda na

I - 1
—px—E ~ - .
forma: w(x,t):Aehpxh g Entdo a probabilidade de encontrar a particula

entre X e x+dx no instante t, \(//(X,t)zdxzwzdx,independe da coordenada

X. Ou, de outra forma, a posicdo da particula é completamente
indefinida ja que todas as posi¢cdes sédo igualmente provaveis, o

que nos permitiria escrever que AX—o0.

Por outro lado, a fungdo delta §(p,—p,) € a transformada de
Fourier dey(xt) escrita na forma acima.
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A funcdo delta é por definicdo nula para qualquer momento
linear py#px. Assim para a particula com a funcdo de onda espacgo-

i
P Et . .
atemporal y(xt)=Ae"" " , se a sua fungcdo de onda momento linear-

temporal for a transformada de Fourier da funcdo de onda espaco-
temporal, deve ter em qualquer instante o mesmo momento linear p~,
0 que permite escrever Ap,=0 . Exatamente o que se espera da

x : . h
relacédo de incerteza: AXAPXZE'

O mesmo vale para as outras componentes y e z das
coordenadas cartesianas, aqui escolhidas.
Dai poder se afirmar que se é conhecido o momento linear

no instante t, com precisdao ilimitada, a posicdo tem uma
imprecisao infinita.

No caso geral, para uma funcdo de onda espaco-temporal
diferente da que supusemos, nem a posi¢cdo e hem 0 momento linear
serdo perfeitamente definidos ou indefinidos.

Se a onda tiver uma dispersdo AX em torno de uma posicdo X,
no instante t, entdo o dispersdo da onda do momento linear pyx sera

h
AP, & —-
Py AX

Em outras palavras, e estendendo para o caso tridimensional:
guanto melhor a definicdo na posi¢cdo da particula, ou seja,
guanto maior a probabilidade da medida da posicdo da particula

estar em I, dentro de uma regido infinitesimal dV, menor é a

definicdo do momento linear da particula, ou, em outras palavras:
menor a probabilidade de se medir um valor do momento linear
da particula pdentro de um elemento de volume infinitesimal

dpxdpydp,. E vice-versa.



Observe-se que sem wum pouco de <conhecimento de
matematica nao poderiamos chegar a esta interpretacdo! A
matematica quantifica o comportamento da natureza, e também
permite avancar no conhecimento conceitual sobre elal! Mas néo
o faz sozinha, sem idéias e interpretacdes.

O Principio de incerteza ou de indeterminacao de
Heisenberg, na energia e no tempo

A interpretacdo do principio de incerteza na forma AEAtZZ

€ diferente das relagcdes espaco-momento linear.

No caso de X e px, ambas sado varidveis dinamicas que
podem ser medidas em qualquer instante t.

A energia E também é uma varidvel dindmica que pode ser
conhecida, no contexto classico, em qualquer t. Observe que o
instante t, entretanto, tem outra natureza. Ele ndo é uma
variavel que define a dindamica de uma particula, mas um
parametro desta dinamica.

Em outras palavras, no caso da energia e tempo, a
relagcdo de incerteza conecta a indeterminagdo de uma
variavel dinamica com um intervalo de tempo caracteristico
da mudanca do estado do sistema.

No caso de uma indeterminacédo nula na energia, em um
determinado estado fisico, entdo a funcdo de onda temporal
deve ter um valor bem definido desta energia, portanto a parte
temporal deve ndo variar com o tempo, sendo a funcdo de onda

I
do tipo W(x,t)=gp(x)e O
Aqui estamos focados na parte temporal da funcao de
onda, e o0s argumentos para ser esta a forma foram
apresentados no item anterior quando se pensou em uma
particula bem localizada no espa¢o. Mas agora a parte espacial
pode ser de qualquer forma.

Neste caso, de energia bem definida, tem-se como
consequéncia que a distribuicAo da posicdo independe do
tempo, pois [P(xt) =|p(x) -

Este estado pode ser considerado estacionario, por esta
independéncia temporal, Tal fato implica que o tempo

caracteristico dele é At—>w, para validade da relacdo de
indeterminacado ou incerteza energia-tempo.



Mas se a funcdo de onda acima representa um estado
fisico, uma combinacao linear de estados de diferentes energias
também o representa, dado que a equacdo de onda na MQ é
linear.

Assim, por exemplo, a funcao de onda

\P(x,t):(pl(x)e/hElt+¢2(x)e7‘lE2tleva a uma densidade de probabilidade
possivel, e variavel no tempo segundo a relacgéo:
— (BBt

P8 =l () +], () +2reads (), (x)e

Isto significa que a densidade de probabilidade oscila entre
. 2 2 2 2
dois valores extremos: |p(X) +@(X)e || —|p,(X)[ com
frequéncia v=AE/h=1/1 e AE=|E -E,.

Este periodo 1t aparece como o0 tempo caracteristico
de mudancas da propriedade tipica do sistema. Em outras
palavras, para que as propriedades do sistema sejam
notavelmente modificadas em um intervalo de tempo At,

entdo deve ser obedecida a relacdo de incerteza: AEAtzﬁ .
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A particula (ou sistema) na situacdo que “emite algo” e se
transforma, ndo pode corresponder a um estado estacionario. Ao
contrario, sua energia entdao deve ter uma indeterminacéo
intrinseca AE#0. E nestes casos, o tempo caracteristico da
existéncia destes estados é t~h/AE. Alguma coisa acontece no
sistema neste tempo tipico: “ele decai”, ou seja, deixa de estar
no estado com a funcdo de onda inicial. Apenas quando AE=0 o
estado € estacionario, ou seja, permanecera um tempo
infinito nele.

Assim, nas dimensdes atdomicas- moleculares a natureza
fisica tem apenas um UGdnico estado estavel, o estado
fundamental de A&atomos, nucleos, e moléculas, que ¢
estritamente o Unico estado estacionario.

Mas o nome de estados estacionarios é adotado, na
mecanica quantica, para o0os estados cujas densidades
voluméatricas de probabilidade, independem do tempo.

O Principio de Complementaridade

Niels Bohr argumentou sobre a impossibilidade de se medir,
com precisdo ilimitada, uma componente da posicdo e a mesma
componente do momento linear, da seguinte forma:



“Devemos perceber que a esséncia de qualguer
experimento em Fisica - ganhar conhecimento sobre as
condicbes de reprodutibilidade e comunicabilidade - ndo nos
deixa outra escolha a n&o ser usar os conceitos usuais, talvez
refinados pela terminologia da fisica classica, ndo s6 em todas
as condicdes de construcdo e de manipulacdo do instrumental de
medida, mas também na descricdo dos reais resultados
experimentais. Por outro lado é igualmente importante entender
que justamente esta circunstancia implica que nao resulta de um
experimento sobre um fenébmeno que, em principio, se situa fora
dos limites da fisica classica, possa ser interpretado como
dando informacdo sobre propriedades independentes dos
objetos, mas estd inerentemente conectado com uma definida
situacdo na descricdo de quais dos instrumentais de medida
interagindo com os objetos também entram essencialmente nos
resultados”.

Bohr também havia escrito(1):

“A ndo disponibilidade da interacdo entre os objetos e
0s arranjos de instrumentos de medida estabelecem um
limite absoluto na possibilidade de se dizer de um
comportamento de objetos atbmicos que seja independente
da forma de observacgcao”. E mais: “informacgcéao relativa ao
comportamento de um objeto atébmico obtido sobre
condi¢cdes experimentais definidas, entretanto, de acordo
com uma terminologia muitas vezes usada em fisica
atbmica, pode ser adequadamente caracterizada como
complementares a qualquer informacdo sobre os mesmos
objetos obtidos por outros arranjos experimentais que
excluem totalmente as primeiras condigbes”.

Este € o chamado principio de complementaridade.

Messiah, autor de livro de Mecanica Quantica, expressou este
principio na seguinte forma:

“Evidéncias obtidas em diferentes condicdes
experimentais nédo podem ser compreendidas como um
aspecto Unico; entretanto, devem ser olhadas como
complementares no sentido que somente a totalidade dos
resultados experimentais pode exaurir todos os tipos de
informagcado sobre os objetos da fisica microscopica”.

Quando indagado se havia feito uma renuncia arbitraria de
gualquer esperanca em ser possivel compreender os fenbmenos
atdbmicos dentro de uma descri¢cdo Unica no espa¢o e tempo usuais, €
introduzir novamente a causalidade na teoria Fisica, Bohr respondeu:

“Ao contrario. NoOs temos que fazer um
desenvolvimento racional de nossos meios de classificar e

8



compreender novos experimentos que, devido ao seu
carater intrinseco, ndo encontra lugar no referencial da
descricdo causal que s6 se presta ao comportamento de
objetos nos quais o comportamento independe da forma de
observacdo. Longe de conter qualquer misticismo contréario
ao espirito da ciéncia, 0 ponto de vista da
complementaridade forma, na verdade, uma consistente
generalizacdo do ideal de causalidade”.

Obviamente Bohr usou um argumento forte, mas, isto € muito
diferente de ter provado que uma completa descricdo do fendmeno
atdomico é, em principio, impossivel.

Cada um deve ler cuidadosamente os ensaios de Bohr e dos
que o sucederam para entdo formar a sua propria opinido.

(1) Atomic Physics and Human Knowledge.

Dualidade particula-onda e a complementaridade

s

A dualidade particula-onda deixa de ser paradoxal se é adotado
0 principio de complementaridade enunciado por Bohr, no sentido
que ambos o0s aspectos sdo complementares, e sdo revelados
somente em observacdes (arranjos experimentais) mutuamente
excludentes.

Qualquer tentativa de revelar um ou outro aspecto desta
natureza dual requer a modificacdo do arranjo experimental, o
que destroi qualquer possibilidade de observar o outro aspecto.
E isto ndo é diferente na radiacdo eletromagnética.

Para ilustrar esta complementaridade, se usa o experimento de
Young: a interferéncia causada na incidéncia de uma onda plana

sobre duas fendas de abertura a distantes
uma da outra de uma distancia d. O padrdo de interferéncia
ondulatdria das duas fendas, sem

difracdo, sO6 sera observado se A ~d e a<<<), tanto para feixe de
particulas quanto para a radiacdo eletromagnétaica, ambas com
carater ondulatério.

Se for observada uma tela distante D>>d das fendas, o que se
tem é o padrdo de interferéncia de franjas. A distancia entre os
primeiros maximos (das franjas) é y=AD/d, e é de fato esta relacéao
que define a condicdo entre A e d para se observar as franjas de
interferéncia.

De outra forma, para se observar as “franjas” o primeiro minimo
gue se da em yn, =AD/2d, precisa ser nitidamente distinguido dos
maximos central e seguinte. Isto quer dizer que qualquer
“perturbacdo” no sistema deve ser tal que Jdy<<AD/2d para a
observacdo do padrao de interferéncia.
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Por outro lado, o caréater corpuscular deve ser revelado se, de
alguma forma, o experimento permitir distinguir se a particula passou
na fenda superior ou inferior, ou seja, a posi¢cdao do elétron ao passar
pelo anteparo com fendas deve estar conhecida dentro de dy~d/2.

Se for usado, por exemplo um féton para localizar tal particula,
entdo As~d/2 o que quer dizer que o efeito do foton serda somado ao
momento p do elétron. E o momento do foton € no caso: h/py~d/2.

O principio de incerteza, entretanto, prevé com esta definicado
da incerteza na direcdo y, uma indeterminacdo na componente y do
momento linear do elétron dpy>h/d. Este “desvio” na componente y do
momento linear da particula daria a ela um “desvio” na direcdo y em
relacdo a que teria sem a identificacdo da fenda, de um valor
dy=Ddp,/p.

Usando a relagdo de de Broglie no momento p da particula,
aqui suposto ser quase paralelo ao anteparo (condicdo D>>d), entao
se pode escrever para o desvio da particula em relacdo ao seu *
momento linear original”, antes do foton, de dy=DépyA/h.

Mas o principio de incerteza para a diregcdo y exige que
dpy=h/d o que significa que 8y >>DnA/hd. E usando a relagdo de
incerteza dp, >h/d, se chega que o desvio da particula no anteparo
de observacdo é de dy>>DA/d2n. Mas nesta condi¢gdo ndo é possivel
obsrvar o fenbémeno de interferéncia, pois este d esvio € maior que
a posicdo do primeiro minimo, “borrando” as franjas.

O que tal discussdo mostra é a coeréncia entre o principio
da complementaridade com o0 esperado da observacao do carater
ondulatério ou da natureza corpuscular de um feixe de
particulas, quando passa por duas fendas, nas condicdes
descritas.
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