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CAPITULO2 ALGUMAS CONSIDERACOES SOBRE A CINEMATICAE A
DINAMICA DOS FLUIDOS

2.1. Teoria do Movimento Elementar da Particula Fluida.

2.1.1. Movimento de uma Particula Fluida

O movimento elementar de uma particula, do ponto de vista da Mecanica dos
Corpos Rigidos, resulta da composi¢do de dois movimentos: translacdo e rotacdo. Do
ponto de vista da Mecénica dos Corpos Deformaveis ha necessidade de se agregar o
movimento de deformacéo da particula. Pressupde-se que as particulas que compdem o
sistema preservam a sua identidade fisica durante 0 movimento elementar, de acordo
com o conceito de sistema, 0 que caracteriza 0 método lagrangeano de observagdo do

movimento.

A taxa com que um elemento fluido é deformado depende do movimento relativo
de dois pontos do meio fluido no intervalo de tempo de observagdo. A figura abaixo
procura esquematizar o movimento elementar associado a particulas fluidas vizinhas Py

e Py, num intervalo elementar de tempo dt:

Figura 2.1. Representacao esquematica do movimento elementar de particulas
Fluidas



36

A posicdo P, da particula A' da vizinhanga de A, situada em Po, pode ser obtida
pelo deslocamento elementar dr. A deducdo matematica pode ser encontrada em Assy
(2004) resultando na equacdo geral da Mecéanica dos Corpos Deformaveis, abaixo

apresentada:

V' :\7+5Ar3+%grad¢

(2.1)

onde: V-V = representa a variacdo da translacdo cinematica de uma particula

com relagdo a outro;

QA I, — representa a rotagéo pura de uma particula com relagéo a outro;

Y gradd® — representa a deformacédo de uma particula com relacéo a outra.

No estudo da Mecanica dos Fluidos a deformac&o da particula fluida é continua e
sempre € uma componente importante do movimento elementar, o que torna o estudo
mais complexo quando comparado com o estudo dos corpos rigidos, onde ndo ocorre

deformacéo.

Portanto o sistema de fluido real em movimento esta sujeito simultaneamente a
translacdo, rotagdo e deformacdo, e, em conseqliéncia, esta sujeito a um estado de

tensdes que levam as deformacdes resultantes, conforme esquematizado na figura 2.2:

Elemento em t0+ &t

Movimento Translacdo Deformacdo Rotacdo Deformagdo
Geral Linear Angular

Figura 2.2. Tipos de deformacdes de um elemento fluido
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2.1.2. Tensdo Total em um Ponto de um Sistema Fluido

Um sistema ou corpo fluido em movimento com relagdo a um sistema de
referéncia inercial esta sujeito a forcas de campo (ou a distancia) e a forcas de contacto
(ou de superficie). A forca de campo mais relevante € a forca gravitacional e as forgas
de contato podem ser decompostas em forcas normais e tangenciais, que estdo
associadas a forcas de presséo e de cisalhamento sobre o elemento fluido.

A integracéo das forcas elementares de campo e de contato resulta nas seguintes

equacoes:
F, :jgdmzjgpdv
m v
Fop = [ T,dA
A

(2.2)

O vetor fn representa a tensdo total em um ponto P centrado na area elementar dA:

. AF dF
lim —=

T, = =—
av—dv AA  dA

n

(2.3)

A aplicacdo do teorema do tetraedro (ver ASSY, 2004) permite determinar a
tensdo total em um ponto a partir do campo de tensées em trés planos tri-ortogonais
com centro no ponto P. Em notacdo tensorial a tensdo total em um ponto P pode ser
representada por um tensor simétrico de segunda ordem:

T T s
T i PP P
TaiTaoTas

(2.4)

onde, os termos de mesmo indice correspondem aos termos de esforcos normais
(pressdo) e os termos de indices diferentes correspondem aos esforcos cisalhantes

(viscosos).
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2.1.3. Dilatacdo Linear, Tensor Simétrico de Deformacao e Tensor

Antissimétrico de Rotacao
2.1.3.1.  Dilatagéo Linear e Dilata¢do Cubica

A figura abaixo representa a dilatacdo de um elemento em uma Unica direcéo:

"
u Gx Ed

L
u 61 X

Figura 2.3. Representacdo esquematica da dilatacéo linear em um elemento fluido

Para um campo de velocidades quando todos os termos séo nulos, exceto oU;/0xy,

a velocidade relativa de P, em relacdo a Py é de:

oU
du, =—1d
) X

onde:
ou,

o
representa a taxa de alongamento (ou taxa de deformacao linear) na direcdo x-x , sofrida

d11 =

pelo elemento.
Analogamente, nas outras diregdes:
u,
X,
_
8

dzz =

d33
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Generalizando em notacao tensorial:
ou,
i — 8_)(|
(2.5)
Quando o elemento se dilata nas trés direcfes simultaneamente (dilatacdo cubica),
a variacdo de volume em termos de taxa relativa € dada por:
_dv —dv,

dv,
dVv, = dx,dx,dx,

A

(2.6)
A substituicdo da equacédo (2.5) na equacéo (2.6), aplicando-se expansdo em serie
de Taylor ao elemento que se dilata nas trés direcdes, resulta no conceito de
compressibilidade do elemento de fluido, onde:
A dv-dv, oU, oU, oU

— = = + + %5 _divU =veU
dt dv,dt 0%,  OX,  OXq

(2.7)
A relaco acima mostra que ndo ha divergéncia (divU =0) entre dV e dV, no

instante to quando o fluido escoa, comportando-se como incompressivel, que é o caso de

interesse dessa publicagéo.

2.1.3.2. Tensor Simétrico

O termo d; caracteriza um tensor com deformagdes em direcOes normais ao
elemento fluido. Quando os elementos fora da diagonal principal néo se anulam (i #j) ,
0 campo de escoamento passa a ser de deformacdo por cisalhamento puro, o que é

caracterizado por um tensor simetrico de deformagéo (d;;), sendo:

ou
~ Ldx,dt U
do, =tandg, = —= =—1dt
dx, 0X,
ou
5 12dx1dt oU
do, = tandg, = X =2t
dx, oxl

(2.8)
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Figura 2.4. Representacdo esquematica da deformacgéo angular de um elemento fluido.

No caso da deformacéo acima, o angulo reto em Py se distorce como resultado de
dois movimentos; portanto:
dé, N dg, ouU, adu,

= +
dt  dt ox, ox

(2.9)
Equacdes analogas poderiam se obtidas no caso de deformacgdes angulares nas trés
direcdes, caracterizando-se assim, o tensor simétrico de deformacdo, que normalmente é

representado na literatura em notacao tensorial, acrescentando-se o coeficiente Yz:

. 0U.
g = L, Wiy
2 0x, o
(2.10)
comi #j.

2.1.3.3. Tensor Antissimétrico

A deformacéo do elemento fluido poderia ser por rotagéo pura sem distorgéo (com
i # j), representada na figura 2.2, o que é caracterizado por um tensor anti-simétrico de
deformacéo.

Neste caso a rotagdo ocorre como corpo rigido com:
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%Uz dx,dt U
d6, = tandé, = Xlau = P2 gt
dx, - Tigxdt O
0%,

ou,

dx,dt
e

d6, = tand g, = a’ézu =
dx, - —2dx,dt X
OX,
_d6,+do, U, Uy
’ 2 ox 0%,

dé

(2.11)
Equacbes analogas poderiam se obtidas quando da rotacdo nas trés direcoes,
caracterizando-se assim, o tensor anti-simétrico de deformacdo, que normalmente é

representado na literatura em notacao tensorial, acrescentando-se o coeficiente Y%:

(2.12)
Portanto, de acordo com a equacgéo 2.1. o movimento elementar de uma particula

de uma massa fluida € composto pela translacdo pura descrita pelas componentes de

velocidade U; (ou 17), pela deformacdo angular descrita pelo tensor simétrico de
deformacéo (equacdo 2.10) e pela rotacdo pura descrita pelo tensor anti-simétrico de
deformacdo (equagdo 2.12). Na hipétese de escoamentos incompressiveis, a dilatacéo
volumeétrica representada pela equacéo (2.7) é nula.

A teoria elementar do movimento da particula, exposta acima de maneira
simplificada, da uma idéia da complexidade da descricio do movimento de um
elemento fluido sujeito a deformagdes. Se considerarmos o escoamento turbulento com
flutuacbes de velocidade nas trés direcfes, o grau de complexidade aumenta
significativamente.

No capitulo 5 a turbuléncia é descrita a partir de uma aproximagéo estatistica e,
nesse caso, ela pode ser representada pela superposicdo de dois movimentos: um
movimento médio e um movimento flutuante em torno da meédia. Considerando-se
valores de velocidade e pressdo medidos instantaneamente em um escoamento

turbulento qualquer, tem-se que:

V =0i +V] + Wk (2.13)
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u=U+u
v=V +v
sendo: _ (2.14)
w=W +w
p=P+p

Em notagé&o tensorial, tem-se que:
u, =U, +u,
5=Pip (2.15)
Além do fato do escoamento turbulento de um elemento fluido poder ser
caracterizado pela superposicéo de translacéo, rotacdo e deformacdo angular, pode-se
associar ao tensor anti-simétrico e principalmente ao tensor simétrico, que é responsavel
pela deformacdo do escoamento, o campo de velocidades instantaneas e de flutuagoes
de velocidade nas trés diregoes.
Usando a notacdo acima de Tennekes e Lumley (1987) para escoamento
turbulento, pode-se definir a taxa de deformacéo do escoamento médio e das flutuacdes,

a partir do conceito de tensor simétrico de deformag&o apresentado anteriormente:

. ou;
Sij zi(%+_1)
20X, OX
U ou,
Sj ZE(L‘F 5)
2 0x; 0O

(2.16)
As equagbes 2.16 traduzem a taxa de deformacdo do escoamento médio
(associada a geragéo da turbuléncia) e a taxa de deformacéo das flutuacGes (processo de
cascata de turbilhdes), cuja quantificacdo & primordial para o entendimento de um

determinado escoamento turbulento. Esse tema sera discutido no capitulo 5.
2.2. Fluidos Newtonianos e Nao Newtonianos. Consideracgdes Sobre Escalas
Moleculares e Escalas de Turbuléncia

Pela prépria definicdo, sabe-se que fluido ndo resiste a tensdo de cisalhamento e de

acordo com a Lei de Newton da viscosidade a tensdo aplicada é direta e linearmente
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proporcional a deformagéo. Usando notacéo tensorial essa lei pode ser representada pela
seguinte equag&o:
. ouU,
1 ILI aX

]

(2.17)
Os fluidos que obedecem a esta lei sdo ditos fluidos newtonianos, que
correspondem a grande parte das aplicagdes de escoamentos na Engenharia.
Usando os postulados de Stokes de 1845 (ver KLEINSTREUER, 1997) fluidos
newtonianos sao caracterizados pelas seguintes condices:
a) A tensdo de cisalhamento (t;;) € funcéo linear da deformacgéo angular (3Ui/dx;);
b) O fluido € isotrépico;
c) O tensor simétrico de deformacgéo que caracteriza a tensdo total em um ponto da

massa fluida, € um tensor simétrico de segunda ordem, dado pela matriz abaixo:

(_ p+ z-xx) Z-xy Ty
Tij = z-yx (_ p+ Tyy) z-yz

T Ty (_ p+ z-zz)

Portanto com nove termos, sendo apenas trés diferentes, com p representando a
pressdo termodinamica ou hidrostéatica.
Para deformacgdes nas trés direcdes, considerando-se fluido incompressivel, a

equacdo 2.17 pode ser generalizada abaixo:

= 2
T o

J 1

(2.18)
Todavia existem importantes situagdes de escoamento em que a Lei de Newton

nao é valida e nesses casos os fluidos sdo ditos ndo-newtonianos.

Dois casos tipicos de escoamentos que podem ter comportamento ora como
newtoniano, ora como ndo newtoniano, sdo: o escoamento de solucdes poliméricas e 0
escoamento de sangue através do sistema vascular. Nesses casos, além do efeito da
viscosidade, a resposta elastica dos fluidos poliméricos ou do sangue pode se tornar
importante, em alguns casos, na definicdo das tensdes cisalhantes, e esses fluidos sdo

também chamados de viscoelasticos.
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Sob o ponto de vista da estrutura molecular de fluidos com comportamento néo
newtoniano, teriamos que introduzir uma descrigdo precisa do comportamento reologico
desses fluidos, o que nédo ¢é o escopo dos exemplos apresentados nesse livro. As solugdes
poliméricas, por exemplo, sdo caracterizadas por macromoléculas e poderiamos, sob o
ponto de vista do escoamento global, dependendo de sua concentragdo e de seu peso
molecular, trata-las como newtonianas, podendo-se utilizar a equacdo de Navier-Stokes
na sua forma classica. O que acontece a estrutura dessas macromoléculas quando
sujeitas as tensdes de deformacdo? Algumas ligacdes sdo eliminadas ou nao?
Poderiamos falar em efeito de memoria associado a resposta elastica da estrutura
molecular? Poderiamos associar, em analogia, escalas de turbuléncia a essa estrutura
molecular de escoamento? Sao perguntas interessantes que conduzem a uma discussao
ainda mais interessante, na tentativa de generalizacdo dos conceitos de turbuléncia.

Sabemos que alguns liquidos ndo-newtonianos se comportam como pseudo-
plasticos em que ocorre uma diminui¢do da viscosidade com o aumento da taxa de
deformacdio. E o caso das solucBes poliméricas que apresentam longas cadeias
entrelacadas e enoveladas, e que quando em repouso, mantém uma ordem interna
irregular sendo caracterizadas por uma consideravel resisténcia interna ao fluxo, devido
a alta viscosidade inicial. E o caso também das hemécias (células vermelhas do sangue)
suspensas no plasma que podem ter sua forma alterada, reduzindo o didmetro e
alongando-se, o que significa uma passagem mais facil através dos micro-vasos
sanguineos para uma maior taxa de deformagéo.

A figura 2.5 apresenta os diagramas reoldgicos e as curvas de variagdo de

viscosidade de fluidos Newtonianos e Nao Newtonianos

; Curvas de fluxo Curvas de viscosidade
€
] 1 i
E ® O 2l /
= 3l @
@ @ Y Il d
3 - I— —Z®
8 |, - @ s AN A ®
ton =% . e :h“":" @
2 | R, S e
|-}

Taxa de cisalhamento 7 Taxa de clsalhamento y

(@ Liguido Newtoniano @ Liquido pseudopléastico
Liquido dilatante
@ Liq Liquidos
Nao-Newtonianos

@ Liguido pseudoplastico
com limile de
escoamento = liquido plastico |

Figura 2.5 Representacdo esquematica de diagramas reoldgicos e de curvas de

variagao de viscosidade para fluidos Newtonianos e Ndo Newtonianos.
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A figura 2.6 d& uma idéia do processo de realinhamento e estiramento molecular

para os exemplos apresentados acima.

1. Liquidos em repouso

—_ —— o - PR
— . — ~—— o O e, SR
— — ——— Q fe o o =
o ——— _—-. »l > - ‘_4:‘:__'4__.
— —_— O pod '_ e -
—_——_—_ ) L3 PR L e
e — N———— e &y v -
Orientagédo Estiramento Deformagao Desagregagéo

Figura 2.6 — llustracdo de particulas liquidas em repouso e escoando.

2.3. Equacao de Navier Stokes

Considere-se um volume elementar de fluido em movimento com relagdo a um
sistema inercial sujeito a esforcos viscosos tangenciais e esfor¢os normais de pressao.
Os esforgos viscosos podem influenciar a trajetoria do sistema fluido, pois qualquer
desequilibrio desses esforcos conduz a uma forga viscosa liquida atuando no sistema.

Na figura 2.7 representa-se um sistema fluido elementar na forma cubica sujeito a

tensdes de cisalhamento em suas faces.

Figura 2.7. Representacdo esquematica de um elemento de fluido sujeito a esforgos de

cisalhamento viscoso em suas faces.
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A diferenca 7,, entre o topo e a base do elemento, por exemplo, produz uma forca

liquida na direcdo x de magnitude:

f =or, dA= Har—“jdz}dxdy (2.19)
0z
Considerando todas as faces com deformagéo na diregéo X, resulta:
0
P9 T O gy (2.20)
OX oy oz

Expressdes similares podem ser obtidas para f, e f, e, em notagdo tensorial, a forga

viscosa liquida resultante atuando no elemento fluido é dada por:

fo=—2Ldv (2.21)
OX;

Lembrando da segunda lei de Newton do movimento:

adv = —EVpdv +f dv (2.22)
Yo
resulta, pela substituicdo de 2.21 em 2.22 (escrita em notacdo tensorial):
. 1 T
du, _ T Vp+ (2.23)
dt o, OX,

A substituicdo da equacdo 2.18 na equacdo 2.23 resulta na equacdo de Navier-

Stokes (em notacdo vetorial):

d_V=ﬂ+(\7.v)7=_lvp+VV2\7 (1.1)
dt ot P

Ou em notacéo tensorial, incluindo o termo de forca de campo:

2
Qg Oy Mg LR O (2.24)
dt ot OX . P OX oX’

] ]

A questdo crucial nessa equacao tdo importante para a Mecénica dos Fluidos é que
ela contém um termo ndo-linear (quadratico) em termos da velocidade, o que torna

complexo o seu uso particularmente na analise de escoamentos turbulentos.

2.4. Equacéo da Continuidade
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O principio da conservacdo da massa aplicado a um sistema fluido elementar em

movimento pode ser escrito como:
dp pdivy =0 (2.25)
dt

Em coordenadas de Euler a equacgéo 2.25 pode ser escrita como:
%0+V0p\7=0 (2.26)

A equacdo acima pode ser simplificada, resultando na equacdo da continuidade

para escoamentos incompressiveis:

VeV =0 (2.27)
ou em notacéo tensorial:

Mg (2.28)
OX;

2.5. Equacdo da Energia Cinética

A multiplicagdo da equacdo de Navier-Stokes pelo vetor velocidade, resulta na

equacdo da energia cinética por unidade de massa:

W (o v o
Ve—=Vel —+VeV =-Ve=V + WV e(VV 2.29
.dt .(@t ( ° )Jj op o ) ( )

cuja manipulacdo matematica (ver Davidson, 2006) conduz a seguinte equacao:

a(ua_zt/Z) :—%[(U%)?]-V-K A )v}%{”TA }_zvs”sij (2.30)

2.6. A Dinamica da Vorticidade

No item 2.1.3.3 enfatizou-se que a rotacdo de um elemento fluido pode ser

traduzida por um tensor antisimétrico (equacgéo 2.12). Em outras palavras, a rotacdo de
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uma particula fluida pode ser traduzida, em termos vetoriais, como o rotacional do
campo de velocidades:

c?):%rot\7 :%V AV (2.31)

Costuma-se definir a vorticidade, como:

E=20=V AV (2.32)
traduzindo-se a vorticidade como a rotacdo de um elemento fluido em torno de si
mesmo em um escoamento.

O conceito de vorticidade merece atencdo nos escoamentos, em particular nos
escoamentos turbulentos, porque, diferentemente do campo de velocidade, que pode ser
modificado instantanea e espacialmente, as custas do campo de pressdes, 0 campo de
vorticidade ndo pode ser criado ou destruido no interior da massa fluida, mas apenas
transportado através de processos de adveccdo e difusdo. Nesse sentido, a vorticidade e
governada por uma equacdo mais simples que a equacdo de Navier-Stokes.

O gradiente de velocidades em um elemento fluido implica em sua deformacéo e
rotacdo, sendo que a combinagdo das tensbGes de cisalhamento e da vorticidade,

conduzem a seguinte expressao:

ou; 1,0u; Ou; 1 ou; Ou;
L= = 2.33
OX. 2(8x OX; )+ 2(8x ax.) ( )

i i i

Onde o primeiro termo do segundo membro representa a taxa de deformacgdo do
elemento fluido (Sij) e 0 segundo termo representa a taxa de rotagao (a)ij ). Davidson,
2006 oferece uma discussao sobre o peso de cada termo no processo de geracdo da
turbuléncia.

A equacdo da vorticidade pode ser obtida aplicando-se o rotacional & equacgéo de
Navier-Stokes (ver Davidson, 2006), obtendo-se assim, a partir de algumas

manipulacdes matematicas, a forma mais freqtiente encontrada na literatura:

O('j‘t" —(®e VIV + W2 (2.34)

cujos termos, tem o seguinte significado fisico:
(weVIV —  corresponde & mudanca do momento de inércia do elemento fluido
devido ao esticamento (stretching) ou compresséo desse elemento;

W& —  corresponde ao momento de resisténcia viscoso (torque) do elemento.
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Em notacé&o tensorial, essa equacdo pode ser reescrita na forma:

2
00 1y 99 My, O (2.35)
dt ot OX; OX; OX]

do,

Por essa equacao percebe-se que a vorticidade de um elemento fluido pode ser
modificada seja pelo stretching do elemento, seja pelas tensdes viscosas.

Considerando-se, por exemplo, uma “bolha” de vorticidade (blob of vorticity) de
acordo com a definicdo de Davidson (2007) embebida em um escoamento potencial
com linhas de corrente convergentes, conforme mostrado na figura 2.8, 0 momento de
inércia do elemento (blob of vorticity) na diregdo paralela a @ decrescerd, de acordo

com a equacéo:

-1z (2.35)
2
sendo: H — quantidade de movimento angular;

- momento de inércia;

de modo a preservar a quantidade de movimento, resultando no fendmeno de

esticamento da “bolha” de vorticidade (vortex stretching), associado ao termo (we V)V

Blob of vorticity \——

w
————————— %—h—w

Converging potential flow

Figura 2.8 Fendmeno de vortex stretching em um tubo convergente a partir de um
escoamento potencial.(extraido de DAVIDSON, 2007)

da equacéo acima.

Considere-se agora o0 caso de um escoamento bidimensional viscoso, onde o
fenémeno de vortex stretching ndo tem sentido fisico sendo que o termo (weV)V

desaparece da equacdo da vorticidade. Sendo assim a equacéo 2.34 é simplificada:
9 _ v (2.36)
dt

com a vorticidade modificando-se apenas em fungdo do momento resistente viscoso.
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Essa equacdo € analoga a equacao da difusdo-advecgdo de temperatura, ou seja, a
vorticidade em um escoamento bidimensional se espalha por difusdo e se move de um
lugar para um outro lugar por adveccdo, conservando todavia o total da vorticidade. As
“bolhas” de vorticidade, por outro lado, s&o oriundas das separagdes de camadas limites
em fronteiras. Ou seja, as fronteiras séo fontes de vorticidade (blob of vorticity) .

Portanto o processo de evolucdo espaco-temporal de “bolhas” de vorticidade,
formando tubos de vortices, estd associado a um processo de difusdo e de deformacao
desses vortices levando ao quadro da figura 2.9, e quanto maior for o nimero de
Reynolds, mais esse quadro se assemelha ao que entendemos por turbuléncia, conforme

ja mostrado na figura de Da Vinci (figura 1.3 ).

Figura 2.9 Uma visdo da turbuléncia a partir do entrelacamento dos turbilhdes
(eddies).

Pode-se assim fazer uma primeira defini¢do de turbuléncia de acordo com Corrsin
(apud DAVIDSON, 2007): “A turbuléncia em um escoamento incompressivel
corresponde a uma distribuicdo espacialmente complexa de vorticidade que é
adveccionada aleatoriamente, de acordo com a equacgao 2.34 ou 2.35. O campo de
vorticidade é aleatdrio no espaco e no tempo, e exibe uma ampla faixa de distribui¢ao
continua de escalas de comprimento e tempo™”. Essas escalas de turbuléncia estdo

associadas ao que se denomina na literatura por turbilhdes ou eddies.
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