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Funcao de onda

Comportamento da luz e o comportamento da materia.

e Ambas se comportam como ondas e particulas.

No caso das ondas de luz, a teoria ondulatoria da apenas a probabilidade
de se encontrar um foton num certo ponto dentro de um certo intervalo
de tempo. Da mesma forma, as ondas de matéria sdo descritas por
fun¢des de onda complexas (imaginarias) cujo quadrado do modulo da a
probabilidade de se encontrar a particula num certo ponto, num certo
instante.

Prof. Dr. Lucas Barboza Sarno da Silva



w* . acomplexa conjugada

A funcdo de onda tem toda a informacao que se pode ter sobre a
particula.

Muitas experiéncias efetuadas mostram que a matéria tem uma
natureza ondulatoria e uma natureza corpuscular.

Uma pergunta muito natural que se faz a este proposito € a seguinte:

e Se estivermos descrevendo uma particula, um elétron, por
exemplo, como descrevemos o que esta ondulando?
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A resposta para essa pergunta ¢ clara no caso de ondas em cordas,
de ondas na agua, de ondas sonoras. Estas constituem a propagacao
num meio material. Em cada caso, a onda ¢ representada por uma
grandeza que varia com o tempo € com a posi¢ao.

e Ondas sonoras: variagdo da pressao Ap
e Ondas em cordas: deslocamento transversal y

De modo semelhante, as ondas de matéria, ou ondas de de Broglie,
podem ser representadas por uma grandeza i, a funcao de onda.

Funcado de onda: w
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o Depende do tempo e da posicao de todas as particulas
do sistema

w(x,y,z,t)

A forma de yw depende do sistema que estiver sendo descrito e das
forcas que atuam sobre o sistema.

Se y for conhecida para uma particula, entdo as propriedades
particulares desta particulares poderao ser descritas.
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A equacao de onda de de Broglie relaciona o momento linear de uma
particula ao seu comprimento de onda, pela igualdade:

p=h/A

Se uma particula livre tiver o momento precisamente conhecido, a sua
funcao de onda ¢ uma senoidal de comprimento de onda

A=h/p

A parte real da funcido de onda desta particula livre que se move sobre o
e1xo dos X pode ser escrita na forma:

w(x)= Asen(%zx) = Asen(kx)

k =2n/A ¢é o numero de onda
A ¢ uma constante
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: : 2
Embora i ndo seja uma grandeza que se possa medir, a grandeza ‘W ‘

pode ser medida, onde ‘w‘z ¢ 0 quadrado do modulo de .

: , ~ 2, oy
Se w representa uma Unica particula, entdao ‘l//‘ ¢ a probabilidade,
por unidade de volume, de a particula ser encontrada num certo
ponto.

Probabilidade = || AV

Max Born
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Probabilidade de a particula ser encontrada no intervalo
infinitesimal dX, em torno de um ponto X:

P(x)dx = || dx

Uma vez que a particula deve estar num ponto qualquer do eixo dos
X, a soma das probabilidades sobre todos os valores de X deve ser 1:

_”W‘Z dx =1 (Normalizag&o)

A normaliza¢do ¢ a simples afirmacdo de a particula estar, num
instante qualquer, num certo ponto.
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A probabilidade de se encontrar a particula no intervalo a< X <b
¢ dada por:

b
P, = Hgy‘z dx

Experimentalmente, ha uma probabilidade finita de se encontrar a
particula num certo ponto, num certo instante. O valor da probabilidade
deve estar entre os limites 0 e 1.

e Por exemplo, se a probabilidade ¢ de 0,3, isto significa haver 30% de
chance de se encontrar a particula.
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Particula numa caixa

Do ponto de wvista cldssico, uma
particula se move sobre o eixo dos X e
reflete para frente e para tras entre duas
paredes impenetraveis.

Se a velocidade da particula for v, entdo:

e Momento = MV = constante
e Energia = constante
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Revendo a situacdo classica das ondas estaciondrias numa corda
tensionada, que ¢ analoga ao problema da particula na caixa.

Condig¢oes de contorno: y=0emx=0eX=L

A 2L
L=n— A=—

2 n
Este resultado mostra que o comprimento de

onda ¢ quantizado.

n=1, 2,3, 4, ..

y(x)= Asen(kx)

2 2 T

2 2Ln L

y(x)= Asen nTﬂx n=1,2,3,4,..
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Retornando a descrigdo da mecanica quantica de uma particula numa
caixa.

Condig¢oes de contorno: y(X) =0em X=0ex=1L

w(x)= Asen nTﬂX n=1,2,3.4, ..

Os estados permitidos do sistema sdo os estados estacionarios, pois
representam ondas estacionarias € nao ondas progressivas.
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Energias permitidas

1:& n=1, 2, 3, 4, ...
n

O modulo do momento:

p:ﬂz h :nh =mv *
A 2L/n 2L 4,
2 2
EC:lmvzz P :(nh/ZL) % 3
2 2m 2m £
2
1
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E,=16E,

E=0

Energia do ponto zero > 0
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Resumo:

e Distribuicao de probabilidade
e Niveis de energia permitidos

Se a particula for eletricamente carregada (por exemplo, se fosse

um eletron), entao:

 Emitiria um foton se caisse de um nivel excitado, para um
nivel mais baixo

e Poderia absorver um foton e saltar para um estado excitado
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Exemplo:

Um elétron ligado

Um elétron esta confinado entre duas barreiras impenetraveis,
separadas por 0,2 nm. Determinar os niveis de energia para os

estadosn=1,2 e 3.
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Exemplo:

Quantizacao de energia de um corpo macroscopico

Um pequeno corpo, com a massa de 1 mg, esta confinado e se move
entre duas paredes rigidas separadas por 1 cm. (a) calcular a velocidade
minima do corpo. (b) Se a velocidade do corpo for 3x10-? m/s, achar o
valor correspondente de n.
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Exemplo:

Modelo de um atomo

Um atomo pode ser imaginado como diversos elétrons que se movem em
torno de um nucleo com carga positiva, com estes elétrons sujeitos
principalmente a atragdo coulombiana do nucleo (na realidade atragdao
parcialmente “blindada” pelos elétrons mais internos).

O poc¢o de potencial em que cada elétron “‘se '
ve” estd esquematizado na figura. Usar o
modelo de uma particula numa caixa para \\ /
estimar a energia (em eV) necessaria para

elevar um elétron do estado n =1 para o estado
n =2, admitindo que o atomo tenha um raio de

0,1 nm.
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A equacao de Schrodinger

A famosa equacéo de Schrodinger aplicada a uma particula obrigada a se
mover sobre o e€ixo dos X:

WY (x,t) = in 2P Y

2m  ox’ ot

Sem dependéncia do tempo:

2 2
P atw(x)
2m  ox*

Uma vez que esta ¢ uma equacao independente
do tempo, ¢ comumente chamada a equacgao
de Schrodinger independente do tempo.

(xJy(x)=Ep(x)

ERWIN SCHRODINGER, Austrian
Theoretical Physicist (1887-1961)
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O’w  2m (E-U) Equacio de Schrodinger
ot RmrY v Independente do tempo

U = energia potencial

Em principio, se a energia potencial U(X) do sistema for conhecida,
podemos resolver a equacdo de Schrodinger ¢ ter as funcoes de onda ¢
também as energias dos estados permitidos.

Uma vez que U varia com a posicao, é necessario resolver a equacao
em diferentes regides do espaco. Neste processo, as funcdes de onda
das diferentes reqifes tém que se acoplar suavemente nas fronteiras

(yp(X) seja continua)
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A particula numa caixa

- As paredes sdo infinitamente altas:

U(X)zoo paraX=0eXx=L

No interior da caixa a energia potencial €
constante:

UX)=0 em 0 <x<L
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o’'w  2mE v2mE

PV == e w =—k’y onde: K = >
Solucao da equacéao diferencial:
w(x)= Asen(kx)
Condicdes de contorno:
w(0)= Asen(k0)=0 ( * j 2
— E, = n
w(L)= Asen(kL)=0 gmL’
N 72X
N X)= Asen| —
(L=Y2ME | s = Y ( Lj

h
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Particula num poco de altura finita
(potencial quadrado)

Do ponto de vista classico, a
particula estaria
permanentemente ligada na
regido 0 <X <L.

Porém, conforme a mecanica
quantica, ha uma probabilidade
- finita de a particula ser
encontrada fora desta regido.
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Fungoes de onda, y Densidade de probabilidade,

2
vl
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O potencial degrau (E > V)

Regido I 1 Regido II
E V,
0 X
E>V,:
2
RegidoI: s X<0; d §0|2(X) +k’p, (X)=0 ;onde k= 2sz
dx A
2 —_—
Regido II:  se x> 0; d q))'('z(x) +k @, (X)=0 ;onde Kk; = 2m(|;2 Vo)
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Regido I - Regido II .

Solucdes gerais:

: : 2mE
Regido I: ¢, (X) = Aexp(ik,x)+ Bexp(—ik,x) ;onde k= .
X<0 Incidente Refletida

: : 2m(E -V
Regido II: ¢, (X) = Cexp(ik, x) + Dexp(-ik,X) ; onde kj = (h2 0)

X > () Transmitida Refletida

mas : D =0, pois ndo ha onda refletida para x> 0.
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Condic0es de contorno:

d¥, d¥,
dx dx

¥, (x)= Ae™* + Be ™

P, (x)=Ce"r*

3 Aeik,,x n Be—ik,x _ Ceik,,x
Aeik,, 0 n Be—ikI 0 _ Ce"‘“o

A+B=C
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P, (x)= Ae™* + Be ™

Y (X): Ce' d¥, d¥,
- = —_— X
dx dx
¥ _ Aik,e™* — Bik,e ™
dx
dLPII _Cik“elk”x
dx

> Aik,e"* —Bik,e** = Cik, "
Aik,e" "’ — Bik,e™° = Cik, e"°
Aik, — Bik, = Cik,
k,(A-B)=Ck,
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A+B=C
kl (A_ B) = Ckn

k,(A-B)=k, (A+B)
k,A—k B=k,A+k,B
B(kl +K, ): A(kl _ku)

Bzu

C=asi K p

K, +K|
C:(H ki =Ky j

K, +k,
C k, +k, +k, =k,

K, +k,
C:( 2k, JA‘
K, +K,
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|

b Xtk litude de reflexa
= —
Ak +K, amplitude de retlexao
C _ 2K, — amplitude de transmissao
Ak +Kk,
R = EZ (kl kll jz
K, +K, —> coeficiente de reflexdo
T = ﬁ 4Kk, > coeficiente de transmissao
"k +k, )
R+T =1
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Densidade de probabilidade:

Sabendo que a parte real da fungdo de onda, para X=0, se propaga de

acordo com a funcao cos(k,, X) ¢ que a densidade de probabilidade

Py ¥ (X)qjll (X) =y* e~ yeik”X =1

Y (x, D)Wix, )
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O potencial degrau (E < V)

Regiao I 4 RCglENlO 11
e v
0 X
E<V;:
d’p, (X 2mE
RegidoI:  se x<0; éo)l(z( ) +kip,(x)=0 ;onde k= 22

Regiao II:  se x> 0;

2 J—
LA kig,(0=0 sonde ki =2M=E)
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Solucdes gerais:

Regido I:
X<0

Regido II:
X>0

@, (X) = Aexp(ik,x) + Bexp(-Ik,X) ; onde k|2 —
Incidente Refletida

¢, (X) = Cexp(k, X)+ Dexp(—k, X) ;onde: Kk =

Transmitida

mas : C =0, pois ndo ha onda refletida para x > 0.
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B k, —ik : -
— =——71 —— amplitude de reflexdo
Ak, +ik,
B 2
B . N
R= A =1 —>  coeficiente de reflexao
T=0 > coeficiente de transmissao

1 h
ku ) \/2m(V0_E)

Comprimento de penetracao

¢, (X)=Dexp(-k,x) = 1=
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Ilustracdo esquematica da combinagio de uma onda incidente e de uma onda refletida de mes-
mas intensidades, formando uma onda estaciondria. A fungdo de onda é€ refletida por um de-.
grau de potencial em x = 0. Observe que os nds das ondas incidente e refletida se movem para
a direita ou para a esquerda, mas os da onda resultante sdo estaciondrios.
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Y (x)
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*(x, DV, 1) Qualquer ¢

Fung¢des de onda,

Densidade de probabilidade,
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A barrelra de potencial (E > V)

Regido I + Regido 11 Regido III
z Ivo
Ole—— X=
L
E>V,:
d’g, (X 2mE
RegidioI:  se X<0; ;p)'(z( ) +k'p (X)=0 ;onde k= .
d’e, (X 2m(E -V,
Regido II:  se L>X>0; d(D).éz( ) +ki,(X)=0 ;onde Kk; = (h2 0)

d’e,, (X 2mE
Regido IMI:  se X > L; (0;'('2( )+ kio,(X)=0 ;onde k; =k’= .
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Regido I:

Regido II:

Regido III:

Regides: I E I

@, (X) — ACXp(ikl X)+ BCXp(—ikl X) X onde klz _ 2;ZT]2E

@, (X) = Cexp(ik, X) + Dexp(-ik, X) ; onde k. = 2m(|;2_\/0)
' : 2mE

ou (X) = Eexp(ik,, X) ‘ﬂieXp(_lka) ; onde k|2“ = k|2 = 2

0
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A barreira de potencial (E < V)

Regido I + Regidio II Regio III
e ‘
Oe—» Xt
L
E<V;:
d’e, (X 2mE
RegidoI:  se X<0; ;0'2( )+kf¢| (x)=0 ;onde k/==—3
X h
d’e, (X 2m(V, — E
Regiio II:  se L>x>0; (p,,2( ) K2p,(x)=0 ;onde K = 0/02 )
d’ep, (X 2mE
Regido III: se X > L; (D')'('z( ) +k2 @, (X)=0 ;onde k. =k’ = .
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Regides: I El I

Regidgo: ¢, (X) = Aexp(ik, X) + Bexp(—ik, X) ;onde k/ = 2212E

Regido II: ¢, (X) = Cexp(—K, X)+Dexp(k,X) ;onde K = 2m(\;l°2_ E)
. : : 5 , 2mE

Regido III: ¢, (X) = E exp(ik,, X) +\F\exp(—|k,“ X) j;onde Kk, =k; = 3

0
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Coeficiente de transmissao:

T ~exp(—2k, L)

k“:szwoz—a
h

Coeficiente de reflexao:

R=1-T =1-exp(-2k, L)
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