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Aula10-A radianca expectral do corpo negro:

a relagcao de Rayleigh-Jeans e a proposta de
anck .

1. Uma determinacao dP anga espectral de uma cavidade, no
contexto da Fisica Classma as idéias e a expressao de Raylelgh e
Jeans. Comparacao com o0s resultados experimentais e a chamada
“catastrofe do ultravioleta”.

2. A proposta de quantizacao de Planck e as suas implicagoes: na
energia média da radiacao eletromagnética da cavidade e na
radianca espectral emitida. O bom acordo do resultado de Planck
f’?m cl)(s resultados experimentais. A constante h (ajustada) de

anc

3. A deducdo da Lei de deslocamento de Wien a partir da
radianga espectral de Planck. A frequencia mais provavel
(que ndo é a frequencia do comprimento de onda mais
provavel).

4. A deducao da lei de Stefan Boltzmann a partir da radianga
especiral de Planck.

5. Aplicagcao de corpo negro.
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A radiancga espectral nas teorias da
Fisica Classica

« Relagao entre a intensidade especiral emitida R (v) com
a densidade volumétrica espectral da radiagdo no
interior da cavidade

* Mostra-se que: Ry(v)=cp(v/4

- pi(v é& a densidade volumétrica espectral de energia
eletromagnética no interior da cavidade, ou seja, a energia
eletromagnética por unidade de volume dV e por unidade de
frequencia dvno interior da cavidade.

+ Sugestéo: fagca analise dimensional para conferir a relagéo
entre radianca espectral e densidade volumétrica de energia
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A radianca espectral do corpo negro

« Consequencias do entendimento explicitado nas idéias
sobre as ondas na cavidade de um corpo solido:

1. a radiacédo no interior da cavidade é a do interior da matéria,
portanto, a densidade volumétrica espectral de energia p(v)
na cavidade é igual a densidade de energia no interior da
matéria na temperatura T.

2. As ondas eletromagnéticas estacionarias na cavidade podem
ser calculadas como o numero de ondas estacionarias no
vacuo, com frequencia entre v e v+dv por unidade de volume e
de frequéncia (dNggz(v)/dVdv) vezes a energia (s(v)) das ondas
estacionarias com frequencia entre v e v+dv. E a energia da
onda deve ser igual a energia média dos oscildores da
matéria.
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A densidade volymétricq espectral em
termos de frequencia

- A proposta:

e a densidade volumétrica de energia
elefromagnética é calculada como: nuUmero de
diferentes ondas estaciondarias com frequencia v

deniro de dv vezes a energia destas ondas (do
elefromagnetismo classico).

« A energia média da onda é a energia média dos
osciladores que a geram, calculada pela
mecdnica estatistica de Boltzmann:

dUEB (V) .- dNondestc(V) e > dNondestc(V) <g>

dvdy dvdyv =P dvdv
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Calculo ao numero ae onaas
estacionarias pelo eletromagnetismo
classico — deducdo em aula.

- 1. Ha varias ondas com a mesma frequencia entre v
e vtdv porque a cavidade gera ondas
estacionarios tfridimensionais.

- 2. O contagem do numero de ondas estaciondarias
com a mesma frequencia v, dentro de dv é feita
sobre infinitas possibilidades de frequencias
quantizadas, ou seja, infinitos nUmeros quanticos
n,n, € n, , dai a aproximagcdo de volume no
espaco fridimensional continuo de componentes
n,.n, € n,.
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Ondas estacionarias em cordas

Condicao desta onda

estacionaria: L=nA/2 /\

n=1,2,3...

Assim v=nc¢/2L

Conclusao: ha uma

'vl.’"

Fundamental mode - §-

First Hormorc - £ A

unica onda com cada®-

frequencia

V. ' _ A
Second Harmonic - f2 2
Third Harmonic - f3 L 23

e e P

.:.’1._’.'."()11!(5 are somermes .’_C:;h‘d \).*;‘.f"(-ﬁ‘_‘.‘_{ :;

As linhas grossas sao as
ondas em um instante.

Em outros instantes sao as
outras linhas.

Os nds, pontos (x) nos
quais o valor da funcao da
onda (y(x,t) é nulo, sado
sempre (qualquer instante
t) os mesmos.

Assim como 0s maximos
da funcao de onda sao nas
mesmas posicoes X,
embora com diferentes
valores da funcao de onda
y em instantes t diversos.
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Ondas estacionarias
unidimensionais

« Condicdo de onda unidimensional estaciondria em uma
corda de comprimento L:

nA 27T T
—— =N —

L —_n=2 _nit
2 2K K
T 2T
—=k=n—= 1%
L ¢C
C C C
—>y=—K=—n—=n—
27T 27 L 2L
n=123...

« A fungdo da onda estacionaria unidimensional é: f(x,1)=f,
sem(kx)sem(2nvt)

« Assim na vunidimensional existe uma Unica onda
estacionaria com frequencia v.
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Ja no caso bi ou tridimensional...

« A fungdo da onda estaciondaria tridimensional e
elefromagnética no vacuo tem os campos elétrico e

magnético dados por (pense em analogia com a onda
rmecanica):

E(x,y,z,t) = E_sen(kx)sen(k,y)sen(k,z)sen(271t)

B(x,y,z,t)= I§o %sen(klx)sen(k2 y)sen(k,z)sen(2z1t)

C=%IZ=/1VIZ=cl2

K =K& +K,&, + K&, = [k + k2 + k2K = kK

« Se esta onda estaciondria taridimensional estiver em uma

caixa de dimensoes L, L, e L,, as condigcoes de ondas

estacionarias sdo 3:
T T T
k1: nl—;kz: n, —;k3: N, —
L L L

X y z
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Ja no caso bi ou tridimensional...

Assim a condicdo de onda estaciondria tridimensional, fica
nesta caixa de dimensoes L, L, e L;:

27 2nv n’z? n2z? nir?
k=""="""= k> +kZ+kZ= | —+2 43
A C ‘/1 S \/ L2 L L2

X

¢ [n’z® n2z? nir?
=vV= 2 2
27| B 1B L

Se esta onda estacionaria tridimensional estiver em uma
caixa cubica de lado L: \/

2 2 2
n1 n2 n3

Crt
- EANERNE

V=
27

Isto quer dizer que ha diferentes conjuntos de (n,.n,,n;), como
por exemplo (1,2,3) e (2,1,3). que resultam no mesmo v, mas
em diferentes campos elétricos e magnéticos, ou seja, ondas

diferentes: £(x,y,z,t) = E,sen(kx)sen(k, y)sen(k,z)sen(2 )

B(x,Y,z,t)=B, %sen(klx)sen(k2 y)sen(k,z)sen(2zt)
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Lontagem aas onaas estacionarias
tridimensionais

« Em uma caixa cubica de lado L, as diferentes ondas
estacionarias com mema frequencia podem ser contadas a
partir do volume da casca esférica de largura dn da figura
abaixo. Isto porque, diante dos infinitos valores dos nUmeros
de n,.n,, e n,, esta aproximagdo de espago continuo,

C7Z- 2 2 2 Cn ng
v:—\/n +N,+N; =—
2 I 2L

(V)=2><%><47m2dn

—dN, .. (n)=dN

ondestc ondestc

« O nUmero 2 vem do fato de r=n?+ n? + ng?
haver duas possibilidades de 2
ondas e staciondrias com mesma
dire¢cao e sentido (duas polari-
zagoes).

© 2006 Brooks/Cole - Thomson
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Contagem das ondas estacionarias

tridimensionais
« Observe que:
ondestc(n) dNondestc(V) =2 % X 47zn2dn

« Edarelagao (linear) entre ne v:

V= ﬂ:>d1/—idn
2L 2L

2
ondestc (V) 2 X — L X 47Z-|:V2 L:| |:& d V:| 87ZL|:&i| dv
38 C C C
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A densidade voluméatrica espectral
educao em aula

Assim, o numero de ondas estaciondarias com mesma
frequencia entre v e v+dv, por unidade de volume
e de frequencia nesta caixa cubica é dado por:

dNondestc(V) _ 872"/2
L’dv c’

- E portanto, no referencial de idéias ja expostas, a
densidade volumétrica de energia por unidade de
frequéncia é

dUEB (V) >— dNondestc(V) <g — 87TV2

dvdy dvdv =

Este resultado é independente da forma da

cavidade, e a caixa cubica pode se pensada

como um elemento de volume na cavidade!
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A densidade volumétrica esvectral
em termos ecompmmento e onda

¢« A densidade volumétrica energia
eleiromagnética por unidade de elemenio de
comprimento de onda em funcao do comprimento
de onda:

dUgq (1) __ dN(4) dN(2)|dv 8
ﬂ« =< EB >= < S— < >
Pri=<"gvar T avar C T avd [az T A
NG
dVdi e O numero ae onads esrtacionarias com

comprimento de onda A dentro de dA por unidade
de volume e de dA\.

<& > é a energia média da onda estaciondria =
média da energia de oscilagdo no material.
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Resultados de Rayleigh e Jeans e a catéstro{e do

ultra-violeta - (demonstracdo em aula
A dotando a energia média da onda como a média das energias de
oscilacdo unidimensional (variaveis continuas) na mecanica

estatistica de Boltzmann, <g>=kT, resulta para as radiancas
espectrais:

272'1/2 C
Ry (v) = c2 KT R; (Z):ZPT (1) =

= R; :jRT (/I)dZ:J'RT (v)dv — o0
0 0

Energia total infinita —» catastrofe na Fisica!!!
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Radianca espectral versus frequencia
e a catastrofe do ultravioleta

Hadiated Intensity

4

Toward the
"ultraviolat
catastropha"

FPlanck Law

Curves agree at

very low frequencies ekl -1

Lei de Rayleigh-Jeans
coincide com dados
experimentais para
“baixas” frequencias
em qualquer T
(hv<<kT).

“Altas frequencias” nas
ondas visiveis € a
radiacao ultravioleta.

Frequency
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Corpo negro: radiacao emitida

0. Graphs
” Energy per unit volume per frequency vs. frequency
9
s Radianca espectral
T .
i versus a frequencia
e e
T , | “altas frequencias” no
% ' e | | visivel é o ultravioleta.
=] 4 g f i
£,
2 2
1
0 : i A y :
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
frequency [10'* Hz]
® Frequency ) Wavelength Temperature (K): I '=9=’ ‘
O —
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razdao do nome catastrofe do ultravioleta

Radianca espectral versus
comprimento de onda .

Cabe observar que o ultravioleta esta
em comprimentos de onda muito
menores (frequencias muito maiores)
do que o limite de coincidéncia do
resultado experimental com o calculado
por Rayleigh e Jeans.

i A /um

.
-

L3 20
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i
4 i .
/ 9%\9\ L ;el clje' h-J
: ayleign-Jdeans
U(‘}v) ?5 %,1 2 . y g ‘
; 3 3 Calculo de Rayleigh-Jeans
¢ b\ g\ coincide com  dados
I 8 \ experimentais para “altos”
-f% i N\ i i de onda em
j Lei de \o \ comprimento de on
q E Planck \ *. qualquer T ((h¢/A)<<kT).
s’ 0 %\
.~
? \%
o
I l I l | |
0 2.000 4.000 6.000 A, nm

Fig. 3-9 Comparacdo da lei de Planck e da lei de Rayleigh-Jeans com os resulta-
dos experimentais obtidos por W. W. Coblentz, por volta de 1915, para um bura-

conegroa /7= 1.600 K. A escala do eixo vertical é linear. [Adaptado de F. K. Richtmyer,

E. H. Kennard e J. N. Cooper, Introduction to Modern Physics, 6th ed., McGraw-Hill Book Company, New
York, 1969, com permissao.)
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Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858 —1947)
fisico alemao, Nobel de Fisica em 1918.

1900 — Propde que as oscilacbes no
interior da matéria tem energias
guantizadas: e=nhv, 0 que resulta em
energia media dependente da
frequencia e da temperatura. Com
Isto se descreve 0 corpo negro
ajustando uma unica constante que
leva o0 seu nome, constante de
Planck h.

Obs. Ele nao acreditow tanto assim
em sSua propria proposta "' Mas o
tempo futuro mostrou que atirow
onde viuw, e acertou também onde
nao viu!
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Diag{agm de energias de sistemas de muitos
osciladores harnionjicos unidimensionais —
energias continuas (classico) e discretas (Planck)

« A energia das oscilagoes quantizada (Planck -
1900):e=ng,=nhv, que resulta em <&> dependente

da frequencia (demonsirado em aula anterior).
C

g hy a
<5TP>: 0o _— ___ 4

& hv hc

ekt _1 ekl 1 A& 1

T

&=5hy
& =4hy
& = 3hy
& =2hy
& =hy

Classico | Planck
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A diferenca de energia quantizada dos
osciladores entre o estado n e o estado n+1, para
qualquer frequencia

° n Ag/e =1/n o

« 1 1 100
- 10 0,1 10
- 100 0,01 1

- 500 0,002 0,2

1000 0,001 0.1

° 'Y
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Resultados de Planck

O valor da energia média para energia quantizada de
oscilagao, e substituindo, no resultado de aula anterior ¢, =hv :
C

<& 2= &g ~ hy ~  hc

ekT _1 kT _1 i1 _1

Multiplicando esta energia média dependente da frequencia
pelo nUmero de ondas estaciondrias do eletromagnetismo:

27v:  h 27c? h
RTP (V) = 2 hy RTP (1) = PE he
¢ e 1 e —1

Planck ajustou a constante h para dar o resuliado
experimental: h = 6,62x1034).s = h = 4,14x10-1°eV.s
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\
??QQ‘\Q‘ 1\ Lei de
i\ ' Rayleigh-Jeans
u(r) 9 % 3 :
{ \ 3 Resultado de Rayleigh-
§ 8 % Jeans coincide com
? \\-Q \,\ resultado de Planck (que
f B, \ coincide com o
S ™ Leide R ! experimental) para “altos”
{ Planck % *. comprimento de onda em
?: '\Q:ualquer T ((he/A)<<KT).
R R B R R
0 2.000 4.000 6.000 %, nm

Fig. 3-9 Comparacdo da lei de Planck e da lei de Rayleigh-Jeans com os resulta-
dos experimentais obtidos por W. W. Coblentz, por volta de 1915, para um bura-

conegroa /= 1.600 K. A escala do eixo vertical é linear. [Adaptado de F. K. Richtmyer,

E. H. Kennard e J. N. Cooper, Introduction to Modern Physics, 6th ed., McGraw-Hill Book Company, New
York 1969, com permissao.)
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Radiagdo cosmica de fundo
« Este tema deu dois prémios Nobel de Fisica: 1978 e

2006

1.0

S,
ot
|

Relative intensity

eee COBE data

— 2.73 K Planck

FIGURE 16.15 The spectrum
of the intensity of the cosmic
microwave background as mea-
sured with the COBE satellite.
The data are smaller than the
points shown, and the solid
line is the blackbody radiation
calculation for 2.73 K. The
agreement is spectacular. The
data are plotted as a function
of wavenumber (inversely pro-
portional to wavelength). Cour-
tesy of Nancy Burgess, NASA COBE
science team.

Modern Physics for Scientists and
Engineers — S. Thornton, A. Rex

Wavenumber (cm 1)

20
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Resultados de g’lanck

<‘C"T >= hljv — hc/l
ekl —1 e 1
27v:  h 27> h
R0 =T R
ek —1 e T —1

« Observagoes importantes:
« 1. aradianca espectral do corpo negro é continua;

« 2. Saiba mostrar que quando hv<<kT, os resultados de Planck
coincidem com os classicos para a energia média de
oscilador unidimensional (kT de Bolizmann) e para a radianca
do corpo negro (expressao de Rayleigh-Jeans).
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Fisica V - Professora: Mazé Bechara



A Jei de,Stefan-Bolt n. g partir
a radianca espect%‘ai de Pldnck.
Discutido em aula. Mostre!
« A radianca total é a integral da espectral.

Geometricamente @ a drea sob a curva em termos
da temperatura, e portanto vale:

» 271°k” e W
Ry = | R ()dv :1502h3T4 =5,6705x10 8T“F
« Observag¢dao: Foi usado o resultado da integral
(labela):
j.oo x°dx B ’

0 e _1 15

°
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A lei de deslocamento de Wien a partir da
radianca espectral de Planck.
Discutido em aula. Mostre!

 Determinagcao do comprimenio de onda mais
provavel, ou seja, no maximo da radianca

especiral. OR; (A) 0

oA
« Cuidado: se chega em equag¢ao transcedental
(ndo tenha medo de nome feiol), que sé tem
solugcdo numérica.

KT _he
X 5[e hlc]:1:>em+£:1
e—X o A 1 hc em 5AKT
5 KT
— X=4965 — he _ 4,966 = A, T = he _ 2.8998x10°mK
AKT 4,966k

v(Z,,)=Cl A, =104x10"(Hz/ K)T
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parttiitg gy el fe

« Determinag¢do da frequencia mais provavel, ou
seja, no maximo da radianca espectral.

aRT (V) — 0
ov

« Cvuidado: se chega em equag¢ao transcedental
(hdo tenha medo de nome feiol)

v, =059x10"(Hz / K)T
v(4,,)=Cl A, =104x10"(Hz/ K)T

« Ou seja, a frequencia mais provavel ndo é a frequencia
do comprimenio de onda mais provavel! A relagdo
enire a frequencia e comprimento de onda néo é linear.
Entenda o significado fisico disto na distribuigao!
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Resultados de Planck

1. Qual a grandeza fisica que vocé conhece que
tem a unidade de h: energia xsegundos?

2. Serd que esta grandeza h é de valor pequeno ou
grande comparado com as grandezas de mesma
unidade «que vocé conhece no mundo
macroscopico?

h=6,62x1034).s = h =4,1410-%eV.s)
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QUESTAO

1. As “imagens” com infravermelho, ou “imagens
térmicas” do corpo humano, sdo detectadas no
comprimentos de onda 7um<\A <14um. Dé uma
“explicacao” usando resultados da radiagcao por
efeito de temperatura (corpo negro).
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