Termo-estatistica - IFUSP - 2016
Quinta Série de Exercicios

1- Considere um sistema de N particulas cldssicas (ou seja, distinguiveis)
que podem ser encontradas em trés niveis de energia, ¢, = 0, e =€ > 0 e
€3 = 2¢. Suponha que o sistema esteja em equilibrio com um reservatorio
térmico a uma temperatura 7.

A fungao canoénica de particao candnica é dada por

Z=2(8) =) exp(=BEy),

em que 3 =1/ (kgT) e o indice j representa uma configuragao microscépica
do sistema.
(a) Mostre que Z pode ser escrita como
Z(B) = > L L, (—BeNy — 28eNs) = ZN
- NNy, P (ZHeNs = 28eNs) = 277
N1,N2,N3=0,1,..N
(N1+Nz+N3=N)
Qual é a expressao de 217
(b) Em fun¢ao da temperatura, obtenha expressoes para a energia interna
por particula, v = u (T'), e a entropia por particula, s = s (7).
(c) Esboce gréficos de u e s contra a temperatura 7.
(d) Esboce um grafico do calor especifico contra a temperatura.

2- Considere um sistema cldssico de N osciladores harmoénicos unidimen-
sionais, localizados nos sitios de uma rede cristalina, associado ao hamiltoni-

ano N
1 2 1 2
M3 (L )
1

em que m ¢ a massa e k a constante eldstica de cada oscilador. Obtenha
uma expressao para a funcdo canoénica de particdo Z = Z ((3), com kgT =
1/5. Qual a expressao da energia interna por oscilador, u = u (7')? Qual a
expressao da entropia por oscilador, s = s(7T)? Qual a expressao do calor
especifico, ¢ = ¢(T')? Esboce gréficos de u, s e ¢ contra a temperatura.

3- Vamos agora considerar a versao quintica do mesmo sistema de os-
ciladores harmonicos nao interagentes e localizados nos sitios de uma rede



unidimensional. Essa é uma versao unidimensional do modelo utilizado por
Einstein em 1907 para explicar a variagao com a temperatura do calor especi-
fico dos sélidos, que foi uma aplicacao pioneira da proposta de Planck para
a quantizagao da energia no problema da radiagao do corpo negro. Suponha
que os niveis de energia de cada oscilador sejam dados por

1
€, = hwy <n+§>, comn=20,1,2,3,- -,

em que h é a constante de Planck dividida por 27, e wy é uma frequéncia
fundamental. Note que estamos incluindo a energia de ponto zero, que nao
era conhecida na época do trabalho de Einstein.

(a) Levando em conta que os quanta de energia devem ser indistinguiveis,
a funcao candnica de particao pode ser escrita na forma

Z = Z exp |:—Bhu}o (TLl + %) - Bhw() (’I’LQ + %) — . Bhﬂ)o <TLN + %

n1,M2,.. ;NN

em que n; é o nimero de quanta no i—ésimo oscilador. Verifique, portanto,

que essa funcao se fatoriza,
7 =7V,

e obtenha uma expressao para Z; (compare com a expressao do trabalho de
Einstein de 1907!).

(b) Em fungdo da temperatura T, obtenha expressoes para a energia
interna por oscilador, u = u (T"), a entropia por oscilador, s = s (T'), e o calor
especifico, ¢ = ¢ (T).

(c) Esboce um grafico de u contra 7. Qual a expressao de u no limite
classico (hw, << kgT).

(d) Esboce um gréfico do calor especifico contra T. Qual a expressao
do calor especifico no limite cldssico (fw, << kgT)? Como é que isso se
compara com a lei de Dulong-Petit? Note que Einstein considerava um cristal
tridimensional, com 3 osciladores independentes por dtomo.

Numa abordagem mais sofisticada das vibracoes da rede cristalina, levando
em conta interacoes entre os osciladores, a frequéncia fundamental deve de-
pender do comprimento de onda de cada “modo normal de oscilagao”. Esse
problema foi estudado por Debye, que encontrou a forma assintética ¢y ~ 13
para o calor especifico a baixas temperaturas ao invés da variacao exponencial



prevista pelo célculo de Einstein (obtendo dessa forma um ajuste quantita-
tivo com o dados experimentais para o comportamento do calor especifico
dos solidos isolantes a baixas temperaturas).

4- Considere um modelo de N fons magnéticos localizados nos sitios de
uma rede cristalina, definido pelo hamiltoniano de spin

N
H=D) 57,
j=1

em que D > 0 e as varidveis de spin S; podem assumir os valores —1, 0, ou
+1, para qualquer sitio j da rede.

(a) Obtenha a func@o de partigdo canonica Z (f, D) associada a esse sis-
tema.

(b) Obtenha expressoes para o valor esperado do hamiltoniano,

para a entropia por spin s e o calor especifico desse sistema. Compare com
resultados obtidos no contexto do ensemble microcanoénico.

(c) Esboce graficos de u e de s em fungao da temperatura. Indique clara-
mente o comportamento dessas grandezas nos limites 7' — 0 e T' — oo.

5- Um sistema de N particulas classicas ultrarrelativisticas, dentro de
um recipiente de volume V', a uma dada temperatura 7', é definido pelo

hamiltoniano v
H=> cl|pil,
i=1

onde a constante c é positiva. Obtenha uma expressao para a funcao canoénica
de particao desse sistema. Calcule a entropia por particula como fungao da
temperatura e do volume especifico. Qual a expressao do calor especifico a
volume constante?

6- Considere um sistema cldssico, em contato com um reservatorio térmico
a temperatura 1, dado pelo hamiltoniano

Y 1 2 1 2
H = Z %pj + §kxj ,
j=1

3



em que m e k sao constantes positivas e as varidveis canonicamente conju-
gadas z; e p; estao definidas sobre o eixo real.

(a) Mostre que
1 L,\ 1
— — —kaT
< 2mpk> 5 ks

1 ,\ 1
—22) = kT
<2mIl> 9 "B

para quaisquer valore de k e [.
(b) Mostre que

7- Utilize o formalismo canénico para mostrar que a entropia pode ser
escrita em termos do conjunto de probabilidades {P;} dos estados de Gibss,

S=—-ks ) PjlnP;
J

que é uma expressao andloga a entropia de Shannon ou entropia de infor-
magao (normalmente escrita sem a constante de Boltzmann e com o logaritmo
na base 2).

(a) Mostre que essa expressao continua valida no ensemble microcanonico.
Neste caso, P; = 1/, hd Q estados acessiveis ao sistema, e a entropia se reduz
a forma conhecida, S = kg In .

(b) Poderiamos agora introduzir um postulado de maximizacao da en-
tropia, dada pela equagao anterior, para uma distribuigao arbitraria de prob-
abilidades, {P;}, sujeita a determinados vinculos. No caso do ensemble
candnico, temos os vinculos de normalizac¢do e o valor médio da energia (en-
ergia interna termodinamica),

p=1, Y EP=U
J J

Usando a técnica dos multiplicadores de Lagrange, devemos entao maximizar
a funcao

f({Pj},)\l,)\Q):—kBZlenPj—Al (ZPj_1>_>‘2 (ZEij_U)'
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Mostre que

p X (=AaE;/kp)
TS exp (—AoE; /ks)
J

Portanto, o multiplicador de Lagrange Ay pode ser identificado com o inverso
da temperatura absoluta, reproduzindo a distribuicao de probabilidades car-
acteristica do ensemble canénico.

8- Numa abordagem quéntica muito simples, a funcao de particao de
molécula tinica associada aos graus vibracionais de liberdade da molécula é
dada pela expressao usual do oscilador harménico,

Zvib = Z exp {—Bhﬂ) (n + %)] ;

n=0,1,2,...

em que h é a constante de Planck dividida por 27 e w é uma frequéncia
angular fundamental.
(a) Costuma-se definir uma temperatura vibracional tipica, kT, = hw,

tal que
T

Tvib
para T >> T,;. Verifique que se recuperam todos os resultados classicos
nessa situacao. Mostre que o calor especifico se anula exponencialmente no
outro extremo de temperaturas, T << T);.
(b) A quantizagdo do movimento rotacional (do momento angular asso-
ciado ao rotor) é um pouco mais envolvida. Nas disciplinas introdutérias de
mecéanica quintica vocés vao aprender que

Zlvib ~

)
Znyor = 200 + 1) exp |- X 7 (T +1)|
= 3 @ |-G

em que I = 2ma® é o momento de inércia do rotor e o nimero quintico
J estd associado ao momento angular. Essa soma é mais complicada, mas
também d4 origem a uma temperatura caracteristica, kT, = h?/2I, que
deve ser comparada com T);, para dar uma ideia da relevancia de cada con-
junto de graus de liberdade. Numericamente nao é dificil esbocar o perfil
do calor especifico rotacional com a temperatura. No limite de baixas tem-
peraturas (17" << T,,), mostre que o calor especifico rotacional vai a zero
exponencialmente.



9- Vamos considerar um recipiente dividido em V' células iguais, que po-
dem ser ocupadas por um conjunto de N particulas de um certo gés, de
tal forma que nao haja mais do que uma tnica particula em cada célula,
simulando dessa forma o “carogo duro” do potencial intermolecular a cur-
tas distdncias. Nesse “gds de rede”, com N < V, as V' células podem ser
caracterizadas pelo conjunto de varidveis de ocupagao {t; =0,1; i =1,...V}.
Cada célula pode estar vazia (t; = 0) ou ocupada por uma tnica particula
(t; = 1). As configuragbes microscépicas acessiveis ao sistema estao submeti-
das ao vinculo do niumero fixo de particulas,

1%
NE:EZQ.
=1

Até esse ponto, as particulas estao submetidas apenas a um potencial
intermolecular de caroco duro, que impede a ocupacao multipla das célu-
las. Poderfamos, no entanto, introduzir uma pequena parte atrativa, entre
células vizinhas mais préximas, a fim de simular as interagoes atrativas, de
curto alcance, dos potenciais intermoleculares. Escreve-se entao um termo

de energia
{t}-——eE:tQ,

com € > 0, em que a notagao (i, 7) 1nd1ca que a soma deve ser feita sobre
pares de células vizinhas mais préximas.

No ensemble candnico, a uma temperatura 7', na presenca de N particu-
las, com N < V. a fungao de particao é dada por uma soma sobre configu-
racoes, com a restricao do ntimero fixo de particulas,

Iy=Z(T.V,N)= Y wp&zyt
(i} N=310 ta (i-7)

O célculo dessa soma restrita, no entanto, é um problema dificil, quase tao
dificil quanto o cédlculo da funcao de particao do gés real no espaco de fase
cldssico, mas que pode ser feito em algumas circunstancias.

Mostre que, para ¢ = 0, isto é, na auséncia de interacoes atrativas, a
funcao de particao candnica é dada por

V1
In=Z@VN) = 3L = gy
{thN=" b ' '
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pois a soma restrita se reduz trivialmente a contagem do nimero de combi-
nacoes de V' objetos (células) em N situagoes (particulas). A partir de Zy,
mostre que a energia livre por particula é dada por

f==kgT[vlnv—(v—1)In(v—1)],

de onde vem a equagao de estado

Y
ov v —
que também pode ser escrita na forma
p
£~ _1n(1-
T n(l—p),

com p = 1/v = N/V. Esboce um gréfico de p/kgT contra a densidade p.
Mostre que p em funcao de p é uma curva lisa, que nao poderia explicar
nenhum tipo de coexisténcia entre duas fases, como é previsto pela equacao
fenomenoldgica de van der Waals. Obtenha um desenvolvimento de p/kgT
em termos de poténcias da densidade p. Mostre que o primeiro termo desse
desenvolvimento corresponde & forma usual da lei de Boyle. Obtenha os
coeficientes de viral da equacao de estado desse modelo.

10- A teoria de Planck da radiacao consistiu em propor um “espectro de
energia” da forma

ez = nhvo,

em que h se tornou conhecida como “constante de Planck” e n = 0,1, 2, ...

—
para cada modo normal & .
(a) Mostre que a funcdo canonica de parti¢ao associada a cada “modo
normal” é dada por

[1—exp (—Bhuz)}_l ,
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(b) Mostre que a energia interna total do sistema de osciladores da radi-

acao é dada por
v, 2\ h
_ / w2 (27N gy v
(2m)° a c exp (Bhv) — 1

em que a densidade de energia por frequéncia,

u () = 8rh v
A3 exp(Bhw) -1’

¢ a celebrada “férmula de Planck”. Mostre que u (v) ~ v? no limite v — 0,
e que u (v) se anula exponencialmente no limite v — oo, corrigindo assim a
“catastrofe do ultravioleta”.



