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Consideracoes preliminares

» Dada a classificagao vista anteriormente, sabemos que, no
caso do estudo com duas variaveis, trés combinagcoes sao
possiveis

duas variaveis qualitativas
duas variaveis quantitativas

uma variavel qualitativa e a outra quantitativa



Distribuicao conjunta das frequéncias

» Usando exemplo apresentado em Bussab-Morettin, p.7 |

» Variaveis grau de instrucao (Y) e regiao de procedeéncia (V)

Y Ensino Ensino Médio| Superior Total
V Fundamental
Capital 4 5 11
Interior 3 7 12
Outro 5 13
Total 12 18 36




Frequéncia em analise bidimensional

» Como calcular a frequéncia em analise com duas
variaveis! Qual o total utilizar? Da coluna? Da linha? Ou o
total geral?

Depende da analise desejada. A divisao pelo total geral
expressa a composi¢ao do grupo por ambas caracteristicas.

A divisao pelo total da linha ou da coluna expressa um
resultado condicional a observacao da linha ou coluna.



Analise pelo total geral

» Frequeéencia das observagoes em relagao ao total da
populacao (ou da amostra), em %

Y Ensino _ o |
V Fundamental Ensino Medio|  Superior Total
Capital 11 14 6 i
Interior 3 15 6 -
Outro 14 17 6 -
Total 33 e - 100




Analises pelo total da coluna ou da linha

Y Ensino _ o _
V Fundamental | E"SN° Medio| Superior Total
Capital 33 58 33 )
Interior 55 39 33 23
Outro 42 33 33 e
Total 100 100 100 100
Y Ensino _ . _
V Fundamental Ensino Medio| Superior Total
Capital 36 45 ‘s 100
Interior 55 cg . 100
Outro 38 46 ic 100
Total 33 0 . 100




Distribuicao do grau de instrucao por regiao
de procedéncia (em %)

100% -
80% -
60% -
40% -

20% +

0% -

Capital Interior Outro Total

H Ensino Fundamental H Ensino Médio = Superior



O que dizem os dados?

» No exemplo, a distribuicao pelo total da populagao
mostra que, por exemplo, 36% dos funcionarios da
empresa que vieram da capital, terminaram o ensino
fundamental

» Por outro lado, no exemplo da divisao pelos totais das
colunas, temos que entre os funciondrios com ensino médio,
39% vieram do interior



Assoclacao entre variaveis

» O objetivo de estabelecer a distribuicao conjunta de duas
variaveis € o de compreender a existéncia de alguma
associagao entre elas, ou o grau de dependeéncia entre
elas



Associacao entre variaveis quantitativas

» O procedimento de calculo de frequéencias entre tabelas
pode ser feito normalmente no caso de variaveis
quantitativas

» Mas, em alguns casos, devemos atribuir intervalos que
formem as categorias de analise - os chamados intervalos
de classes

» Uma ferramenta importante na analise de variaveis
quantitativas e o grdfico de dispersdo



Exemplo: Renda familiar e gastos com
alimentacao (em % da renda)

» Como esperado, a medida em que aumenta a renda familiar, diminui o
percentual da renda destinado a alimentagao

Familia Renda Total Gasto em 70
Alimentacéao

A 12 7,2 60 - .
B 16 7,4
C 18 7,0 50 - i ]
D 20 6.5 g

[
E 28 6.6 3 47

%]
F 30 6,7 =

30 .
G 40 6,0 =
H 48 5,6 20 | . ]
| 50 6,0
L 60 5,0 10 . .
4,5 5,5 6,5

Gasto com Alimentacao



Exemplo livro (Bussab-Morettin), p.81

» Consideremos as duas variaveis abaixo

Numero de anos de servico (X) por numero de clientes de
agentes de uma cia de seguros

Anos de Numero de

Agente _ _
servico (X) clientes

48
50
56
52
43
60
62
58
64
72
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Dados hipotéticos



Exemplo livro (Bussab-Morettin), p.81

» Grafico de Dispersao
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Coeficiente de correlagao = 0,81

Coeficiente de correlagao = -0,81

’—-——
21 -~
bd
7 [ J
1 2%
7
/ L4
/ [ ] "1 J
>0 SN J
/ o, '.' ,
4 °
1 / " [ ] =' /
/ o % 7/
/ ; . /
2 ] ® ° ® //
| (] //
®
L L , L
3 \\I ’JV T
3 2° -1 0 1 2
X

— gy,
‘\

° ~
[ ] [ ] o \\
\ "' ° %S ¢ \\
N\ P e® o° ~
¥ --.' i L S
~ '-:.I.... N
N 08 .0 ovoe e® N
N ® ® o o N\
~ [
~ . 3 \
S . \
~
~ |
\\5 7’
2 1 0 1 2
X

O grafico de dispersao da esquerda mostra uma relacao
direta ou positiva entre as variaveis X e Y, tendéncia
destacada pela declividade positiva da elipse tracejada.
Enquanto o grafico de dispersao da direita mostra uma
relacao inversa ou negativa, tendéncia também destacada
pela declividade negativa da elipse tracejada.
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Covariancia

» Dados n pares de valores (x,,Y,)--, (X, ¥,,), chamaremos de
covariancia entre as variaveis X eY, consideradas como

populagao:
o oy

n

» E a média dos produtos dos valores centrados das variaveis

» Tendo esta definicao, podemos escrever o coeficiente de

correlacao como:
cov(X,Y)

o) = X dp (1)




Covariancia

Usando, agora, a notacao de Lapponi
(lembrem-se que é a mesma coisa...)

o A covaridncia 64 das variaveis X=X, X,, - Xy e Y=14, 7, -

consideradas como populacio é4:

= LS ) (5 )

N z—l‘
o A covaridncia Sgy das variaveis X=X, X,, . X e Y=Y, 7,
consideradas como amostra é:
Sgy = 1 %( X)x(¥,-Y)
n-1 —

o Y

7
ciNs




Caracteristicas da covariancia

» Das expressoes da covariancia, populagao e amostra:

As duas variaveis devem ter o mesmo numero de dados.

Os pares de dados ocorrem ao mesmo tempo, sao pares casados.
Embora possa parecer redundante, € importante observar que nao se
pode mudar a ordem de uma unica variavel;a mudanca de ordem devera
ser realizada nas duas amostras sem descasar os pares de dados.



Caracteristicas da covariancia

» A covariancia é:

No caso de populagao, a soma dos produtos dos desvios de duas
variaveis dividida pela quantidade de dados das variaveis.

No caso de amostra, a soma dos produtos dos desvios de duas variaveis
dividida pela quantidade de dados das variaveis menos um.
» Os numeradores das expressoes da covariancia para

populacao e para amostra sao iguais, o resultado da soma dos
produtos dos desvios.



« A covariancia pode ser nula, negativa ou positiva.
« A covariancia € a medida do afastamento simultaneo das respectivas

medias.

« Se as ambas variaveis aleatorias tendem a estar simultaneamente
acima, ou abaixo, de suas respectivas medias, entido a covariancia
tendera a ser positiva e nos outros casos podera ser negativa, como

mostram os graficos abaixo.
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A maioria dos pares de valores tem um
valor acima de sua média e outro abaixo da
meédia correspondente, provocando
covariancia negativa.



Caracteristicas da covariancia

» A covariancia de uma variavel e ela mesma € a propria variancia da
variavel, seja no caso de populagao ou amostra. Como Y = X,

i(Xi—MX)X(Xi—MX) i(Xi_MX)z

O'XX_' N = N =0y

» A permutacao das variaveis nao altera o resultado da covariancia, se os
pares de valores nao forem alterados

21



Caracteristicas da covariancia

»  Da mesma forma que a variancia, a covariancia é afetada
pelos valores extremos da variavel, ela nao € uma medida

resistente.

» A unidade de medida € o resultado do produto das
unidades dos valores das variaveis.

22



Coeficiente de correlacao

» Para facilitar o entendimento da relacao entre duas variaveis e evitar a
unidade de medida da covariancia, foi definido o coeficiente de

correlagao ryy

» Os valores de ryy estao limitados entre os valores -1 e +1, e sem
nenhuma unidade de medida

23



Coeficiente de correlacao

» O coeficiente de correlacao busca auferir a direcao da
relacao entre as variaveis, dentro de um intervalo
determinado entre -| e |

» O objetivo do intervalo é discriminar a diregao e a
intensidade da relacao:
valores proximos de zero indicam auséncia de relagao entre as
variaveis
valores proximos de | indicam forte relagao positiva
valores proximos de -1 indicam forte relagao negativa



Coeficiente de correlacao

» O coeficiente de correlacao € a medida do grau de
associacao linear entre duas variaveis

» Formula do coeficiente de correlacao:

1 x.—; y.—}
X, v)==3% ,
cormixT) nz(de))(dp(Y))




Calculo do coeficiente de correlacao

Anos de | NUmero - -
X - X
Agente servigo de iy " | = 2x.zy

(X) clientes 7 (X) dp (Y')
A 2 48 -1,54 -1,05 1,608
B 3 50 -1,12 -0,80 0,897
C 4 56 -0,71 -0,06 0,043
D 5 52 -0,29 -0,55 0,161
E 4 43 -0,71 -1,66 1,173
F 6 60 0,12 0,43 0,054
G 7 62 0,54 0,68 0,366
H 8 58 0,95 0,18 0,176
I 8 64 0,95 0,92 0,882
J 10 72 1,78 1,91 3,407

Para calcular o coeficiente de correlacdo, devemos dividir o somatorio dos valores
da ultima coluna (8,77) pelo numero de observacdes (n=10)

Entao: Corr(X,Y) =8,77/10=0,877



Coeficiente de correlacao

» O coeficiente de correlagao pode ser escrito da seguinte

forma: _ _
X —X y. =y
corr(X,Y)=— i
E(dp(X))(dp(Y))
corr(X,Y) = Ex i nxy Sendo que -1= corr(X,Y) =1

=)

» Lembremos da variancia, que usamos para observar a
dispersao de uma so variavel

var(X) = 2 g (Xi - ;)2

n

27



Coeficiente de correlacao

Na notacao usada por Lapponi

Coeficiente de correlacdo rgy das variaveis X e Y é um valor tnico
calculado com a seguinte férmula:

‘ ) . ) G
* Se os dados referem-se a populacio: ry, = —2—
Cx * Oy
] - - N p ~SXY
¢ Se os dados referem-se a amostra: ryy, = TN
D P ¥

28




Voltando ao coeficiente de correlacao

» Da formula do coeficiente de correlagao pode-se obter também a
covariancia das mesmas variaveis quando conhecidos os desvios
padroes correspondentes:

OXY =I”Xy XOX XOY

29



Caracteristicas de r

» Se a variavel Y € a mesma variavel X, entao o coeficiente de correlacao

e igual a I:

2
Oxx  _9x _4

2

Fyy =

» A permutacao das variaveis nao altera o resultado do coeficiente de
correlagao, se os mesmos pares de valores forem mantidos.

30



r=+1

G
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2 |Amostras perfeitamente correlacionadas em sentido positivo
3 X Y r 1,00
4 25 0
4] 10 -15
3] 30 4]
7 4] -20
g 20 -5
9 0 -25
10 15 -10
11
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A B C D E F G I
13 |Amostras perfeitamente correlacionadas em sentido negativo
14 X Y r -1,00
15 25 0
16 10 15 307
17 30 -5 20 - .
18 5 20 10 - "
19 20 5 0 1 :
20 0 25 -10 ; ' -
21 15 10 0 10 20 30
22
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A B C D E F H |
24 |Amostras nao correlacionadas
25 X Y r 0,00
26 45 16
27 B | 185 %0 fg A
28 g 18 15 16 - .
29 9 | 155 10 14 - ¢
30 3.1 13 % A | PP s
31 7 12 1 2 3 4 5 § 7 10 e
32 A 13 3 4 5 6 7 8 9 10
33
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| Coeficiente de correlacao = 1,00 |

3
Y
5 Média X o
*
*
7’
14 /
Média Y
0 4
14 -
- . -
" | Coeficiente de correlagao = 0,32 |
2T . 2 —
Y Media x
-3 t t t t .
-3 2 -1 0 1 1 *val T NI
' - * - * A
.t et Mediay
01 — 9.3...'300-.
- ."o’ a " .’.
1 = 0.. N, . ¢
- . o
. oy . [ Coeficiente de correlagao =-0,01 |
*
*
-2 1 . 3 ”
= : : ; o Méclia X
* .
-3 -2 -1 0 1 g N . _ .
*e ’0 y e
. * 4% Méda¥
0 Lot e edia
e .“o"... o.' :.o
. 4 . b LA LI
1+ e 2%, e
* *
* *
24
*
-3 t t t t
-3 -2 -1 0 1

34




| Coeficiente de correlagao =-0,32 |
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Alguns cuidados

» O coeficiente de correlacao nao mede a relacao causa-
efeito entre as variaveis, apesar de que essa relacao
possa estar presente.

» Por exemplo, uma correlagao fortemente positiva entre as
variaveis X e Y nao autoriza afirmar que variagoes da variavel
X provocam variagoes na variavel Y, ou vice-versa.

» O coeficiente de correlacao sozinho nao identifica a
relaciao causa-efeito entre as duas variaveis

36



Alguns cuidados

» Em alguns casos, a relagao causa-efeito pode ser provocada por um ou
mais fatores ocultos, uma variavel nao considerada na analise.

37

Por exemplo, suponha que o nimero de vendas diarias de um
jornal e a venda diaria de ovos tenham uma forte correlagao
positiva.

Nao se pode afirmar que o aumento da venda de ovos seja a
causa do aumento do numero de jornais vendidos, nem que o
aumento do numero de jornais vendidos resulte no aumento da
venda de ovos!

Para compreender a forte e positiva correlacao, devem procurar
fatores ocultos, por exemplo, o aumento de riqueza da populagao
que resulta em aumento de demanda dos dois produtos ao
mesmo tempo, jornais e ovos.



Exemplo de anomalia com r proximo de +1
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Exemplo de anomalias com r proximo
de O

120
100 +
80 + -
60 + O

40 + m®

20 +
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Tabelas

» A covariancia e o coeficiente de correlacao sempre se referem
a duas variaveis.

» Quando ha mais de duas variaveis, € possivel aplicar os
conceitos estatisticos considerando as variaveis duas a duas.
Nesse caso, as covariancias e os coeficientes de correlacao sao

registrados numa tabela ou matriz de tamanho definido pelo
numero de variaveis.

» Para as variaveis A, B e C, as possiveis covariancias das trées

variaveis tomadas duas a duas estao registradas na tabela
seguinte.

40



A B C
A CA.A Ca.B Ca.c
B OB,A OB,B OB,C
Gc.a ol Oc,c
A ........... B C
A =
B Gpa Cg=
c Cea Cen Gcz .....
A B
A 1
B 'B.A 1
« 'c A 'c.B

41




Exemplo

Evolucao do PIB e do consumo da Alemanha entre
1999 e 2008, em milhoes de euros correntes

PIB____Consumo Cov= 9702861662
1999 1 2012000 1175010 Corr(PIB,Cons)= 0,97603583
2000 2062500 1214160
2001 2113160 1258570 =5p Consuntion
2002 2143180 1263460 GDP 21427055684
2003 2163800 1284600 Consumption 9702861662 4612173761
2004 2210900 1303090
2005 2243200 1324650 GDP Consumption
2006 2321500 1355140 GDP 1
2007 2422900 1373720 Consumption 0,976035828 1
2008 2491400 1404570

Fonte: Eurostat
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Associacao entre variaveis qualitativas

» O objetivo de estabelecer a distribuicao conjunta de duas
variaveis qualitativas € o de compreender a existéncia de
alguma associagao entre elas, ou o grau de dependeéncia
entre elas



Exemplo: Formados no ensino superior,
Argélia, 2007

» Distribuicao conjunta de alunos segundo sexo (X) e area
de formacao

N Feminino Masculino Total

Ciéncias humanas e artes 16397 5480 21877
Outras areas 55045 43246 98291
Total 71442 48726 120168

Fonte: UNESCO

» Olhando assim, nao podemos dizer muita coisa a priori



Fixando a distribuicao das colunas

» Distribuicao conjunta das propor¢oes (em %) de formados segundo sexo
(X) e area (Y)

Y X Feminino | Masculino Total
Ciéncias humanas e artes 23,0 11,2 18,2
Outras areas 77,0 88,8 81,8
Total 100,0 100,0 100,0

» Vemos que, independentemente do sexo, cerca de 18% dos estudantes
formados em 2007 escolheu a area de ciéncias humanas de artes

» Vemos, ainda, que a area de humanidades nao é “tao” popular assim:
embora ela seja mais escolhida entre as mulheres relativamente aos
homens, a distribuicao nao € muito diferente da total

» As variaveis parecem nao serem associadas



Tomando outro exemplo do livro, p. 77

» Cooperativas autorizadas a funcionar por estado, junho 1974

Tipo de cooperativa

Estado Total
Consumidor Produtor Escola Outras
Sao Paulo 214 33% 237 37% 78 12% 119 18% 648 100%
Parana 51 17% 102 34% 126 42% 22 7% 301 100%
Rio Gr. Sul 111 18% 304 50% 139 23% 48 8% 602 100%
Total 376 24% 643 41% 343 22% 189 12% 1551 100%

» Percebe-se certa dependéncia entre as variaveis

» Se nao houvesse associagao, seria de se esperar que em cada
estado a distribuicao das cooperativas por tipo fosse 24%,
42%,22% e 2%, respectivamente




Exemplo das cooperativas

» O numero esperado de cooperativas, se o padrao fosse o
mesmo em todos os estados seria

Tipo de cooperativa
Estado Total
Consumidor Produtor Escola Outras
Sao Paulo 157 24% 269 41% 143 22% 79 12% 648 100%
Parana 73 24% 125 41% 67 22% 37 12% 301 100%
Rio Gr. Sul 146 24% 250 41% 133 22% 73 12% 602 100%
Total 376 24% 643 41% 343 22% 189 12% 1551 100%

» Ha, portanto, um desvio entre os valores observados e os
esperados



Exemplo das cooperativas

» Os desvios entre os valores esperados e observados
podem ser chamados residuos

» Para calcular os desvios relativos:
(v observado.-v esperado,)?/v esperado.

ou.

(Oi — < )2

e

z



Ainda com as cooperativas

» O quadro abaixo mostra os desvios

» Os valores na coluna da direita em cada tipo de

cooperativa € o calculo dos desvios relativos

Tipo de cooperativa
Estado
Consumidor Produtor Escola Outras
Sao Paulo 57 20,62 -32 3,73 -65 29,76 40 20,30
Parana -22 6,61 -23 4,16 59 53,07 -15 5,87
Rio Gr. Sul -35 8,36 54 11,87 6 0,26 -25 8,77

» Somando todos os valores dos desvios relativos, temos:

» Desvios: 20,62+6,61+...+8,77=173,38



Afastamento entre valores observados e
esperados

» A soma de todas as medidas de afastamento € uma

medida do afastamento global e € chamada qui-quadrado
de Pearson e notada 9)

X

» Um qui-quadrado grande indica associagao entre as
variaveis, o que € o caso no nosso exemplo

v =173,38



Notacao

» Se tivermos duas variaveis qualitativas X e, classificadas em r
categorias para X (A,A,, ...,A,) e s categorias paraY (B, B,

B3’ XYY} BS)
» Temos
n.. numero de elementos pertencentes a iésima categoria de X e j-ésima categoria de Y
Y
§ numero de elementos da iésima categoria de X
ni. - . nij
J=1

-J

r
n.= E nij numero de elementos da j-ésima categoria de Y
i=1
r S numero total de elementos
n=n= n.. .
. . . lj %
i=1 j=1 (n —n )
l

» O qui-quadrado pode ser escrito X = Zi=12j=1 T

n ij




Qui-quadrado de Pearson

» Podemos reescrever o qui-quadrado de Pearson em termos
de frequencias relativas:

v-ns, 3 )

I




Coeficiente de Contingéncia

» O coeficiente de contingéncia € uma medida de associagao
definida por Pearson do seguinte modo:

2

X tn

» Contudo, o coeficiente o coeficiente nao variaentre0Oe |.O
valor maximo depende de r e s.

» Por isso, foi definido o seguinte coeficiente:

T=\/ x> /n
(r—1)(s-1)




Associacao entre variaveis qualitativas e
quantitativas

» E comum, neste caso, ver o que ocorre com a variavel
quantitativa dentro de cada categoria da variavel qualitativa

» Pode-se usar graficos e tabelas para ver o que acontece

» Para verificar o grau de dependéncia entre as variaveis,
precisamos de um indicador

» As variancias das variaveis € um instrumento
A variancia da var quantitativa mede a dispersao globalmente

Se a variancia dentro de cada categoria for pequena e menor do que a
global, significa que a var qualitativa melhora a capacidade de previsao da
quantitativa e, portanto, existe uma relagao entre as variaveis



Associacao entre variaveis qualitativas e
quantitativas

» Tomemos o exemplo do comportamento dos salarios por grau de
instrugao (Bussab & Morettin, p.86)

Grau de instrucao n Média Variancia

Fundamental 12 7.84 7.77
Médio 18 11.54 13.1
Superior 6 16.48 16.89

Todos 36 11.12 20.46




Associacao entre variaveis qualitativas e
quantitativas

» Definimos a média das variancias, ponderada pelo nimero de observagoes
em cada categoria:

n

var®(X) = E(n’ Vari(X))

» O grau de associagao entre as variaveis € dado pela redugao relativa na
variancia da variavel quantitativa através da introdugao da variavel
qualitativa:

P _ (var(X) —var * (X))
var(X)




