
Filtragem no domínio de 
frequência



Filtragem no domínio de frequência

Modificar a transformada de Fourier de uma 
imagem e computar a inversa para obter o 
resultado.

Dada uma imagem f(x,y), MxN, a equação básica de 
filtragem tem a forma

onde H(u,v) é a função de filtro, F(u,v) é a 
transformada da imagem original e g(x,y) é a 
imagem filtrada.
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Ex. filtro simples
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Distribuição de freqüências em 2D

Filtrando em 2D

U=0           u=M/2                 u=M-1v=0              v=M
/2          v=M

-1

D0

D(u,v)
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Sobre padding…

• Eq. da filtragem: produto de duas funções => convolução no 
domínio espacial, pelo teorema da convolução.
• Vimos que se as funções não forem adequadamente preenchidas 

(padding), teremos erro de wraparound.

• Imagem é, em geral, dada no domínio espacial, mas filtro 
pode ser especificado no domínio da frequência...
• uma ideia seria construir um filtro do tamanho da imagem, computar 

o IDFT para obter o filtro espacial correspondente, fazer o padding do 
filtro no domínio espacial e então computar o DFT para retornar ao 
domínio da frequência.

• O exemplo 1-D a seguir ilustra o perigo dessa abordagem... 
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Passos p/ filtragem no domínio de 
frequência

1. dada uma imagem de entrada f(x,y), MxN, obter P=2M e Q=2N (valores para o 
padding).

2. formar a imagem com padding, fp(x,y), de tamanho PxQ, colocando o número 
necessário de zeros em f(x,y) 

3. multiplicar fp(x,y) por (-1)x+y para centrarlizar a transformada.

4. computar a DFT, F(u,v), da imagem do passo 3.

5. gerar uma função de filtro real, simétrica, H(u,v), de tamanho PxQ com centro em 
P/2 e Q/2. Formar o produto G(u,v) = H(u,v)F(u,v) usando a multiplicação matricial.

6. obter a imagem processada:

onde a parte real é selecionada para ignorar os componentes complexos espúrios.

7. obter o resultado final, g(x,y), recortando a região MxN na área superior esquerda 
de gp(x,y).
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Não é possível exibir esta imagem no momento.



Filtros zero-phase shift
Analisemos o ângulo de fase da transformada filtrada.
Devido ao DFT ser uma matriz complexa,  pode-se expressar os termos em 
partes reais e imaginárias:

F(u,v) = R(u,v) + jI(u,v)
A Eq. de filtragem fica

O ângulo de fase não é alterado pois H(u,v) cancela quando é calculada a 
fase:

Esse tipo de filtro é chamado de zero-phase-shift. É o tipo de filtro que 
consideramos...
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Filtros: correspondência espaço e 
frequência

Filtros Gaussianos são interessantes porque ambas 
as transformadas de uma função Gaussiana são 
funções Gaussianas reais.

Seja H(u) um filtro Gaussiano no domínio da 
frequência 1-D

onde σ é o desvio padrão da curva Gaussiana. 
O filtro correspondente no domínio espacial 
(inversa de H(u)) é
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Filtros Gaussianos
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Ex. 4.15 (Gonzalez)
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Suavização de imagens com filtros no 
domínio da frequência

• Três tipos de filtros de suavização (low-pass
filter): Ideal, Butterworth e Gaussiano.

• O filtro Butterworth tem um parâmetro chamado 
ordem do filtro. Valores altos de ordem
aproximam o filtro do Ideal, valores baixos o 
tornam mais parecido com o Gaussiano.
• Todas as funções H(u,v), são entendidas como funções 

discretas de tamanho PxQ.
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Filtrando em 2D

Distribuição de frequências em 2D
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/2              v=0          v=-M
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D0

D(u,v)



Filtros passa-baixa

• Preservam apenas as baixas frequências
– Filtro Ideal (ILPF)
– Filtro Butterworth (BLPF)
– Filtro Gaussiano (GLPF)

• Qual o efeito visual?
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(a) Imagem original
(b) - (f) resultados da filtragem usando 
ILPF com frequências de corte nos valores
de raio 10, 20, 60, 160 e 460. A potência
removida por esses filtros foi de 
13, 6.9, 4.3, 2.2 e 0.8% do total 
respectivamente
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D u, v = u2 + v2
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Filtros Gaussianos

Os filtros de passa baixa Gaussianos (GLPF)  são dados 
por

onde D(u,v) é a distância Euclidiana. Se fizermos σ = 
D0,, a frequência de corte, temos uma notação 
compatível com os demais filtros

A transformada inversa de Fourier de GLPF tb. é 
Gaussiana =>  filtro Gaussiano espacial obtido pela IDFT 
não apresenta efeito oscilatório (ringing).
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(a) Imagem original

(b) - (f) resultado da
filtragem usando GLPF
com frequência de corte
de raios iguais a Fig.4.41b



Filtros passa-baixa
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Filtros passa-baixa: comparação



Butterworth x Gaussiano

• Butterworth
– corte mais abrupto
– ainda apresenta ruído oscilatório

• Gaussiano
– corte suave - maior blur
– não apresenta ruído oscilatório
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Filtro passa-baixa Gaussiano: ex. 1
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Filtro passa-baixa Gaussiano: ex. 2
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Filtro passa-baixa Gaussiano: ex. 3
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Filtros de realce de imagens

• Um filtro de passa alta que efetiva o efeito de 
sharpening, contrário à suavização, é obtido 
de um dado filtro de passa baixa pela equação
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Filtros Passa Alta Ideais

Um filtro 2-D ideal de passa alta (IHPF, ideal highpass filter) é 
definido por

onde D0 é a frequência de corte de D(u,v), e 
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Filtros de Butterworth Passa Alta

A função de transformação de um filtro de passa alta 
Butterworth (BHPF) de ordem n, e com frequência de corte a 
uma distância D0 da origem, é definido por

onde 
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Filtros Passa Alta Gaussianos

A função de transferência do filtro Gaussiano passa alta com 
frequência de corte e uma distância D0 do centro do retângulo 
de frequência é dada por
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Filtro passa-alta ideal

46



Filtro passa-alta Butterworth
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Filtro passa-alta Gaussiano

48



49

IHPF

BHPF

GHPF
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Filtro passa-alta Butterworth: ex.
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Laplaciano

O Laplaciano foi usado para melhoramento de imagens no domínio espacial. No 
domínio espacial, ele pode ser implementado usando o filtro:

ou, relativamente ao centro do retângulo de frequência: 

então a imagem Laplaciana é obtida por:

E a imagem melhorada é obtida por

onde c = -1, pois H(u,v) é negativa.
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Filtros seletivos

• Os filtros até agora operam sobre o retângulo 
de frequência como um todo. Existem 
aplicações em que é de interesse processar 
bandas específicas de frequência (bandreject
ou bandpass filters) ou pequenas regiões do 
retângulo de frequência (notch filters).
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Filtros passa-banda/rejeita-banda
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Filtros passa-banda/rejeita-banda

56



Filtros Notch

• Usados para filtrar padrões espectrais 
repetitivos
– Em geral, percebidos como picos de intensidade 

em locais que não a origem
– Para remover o ruído, basta ‘apagar’ esses picos 

de frequência do espectro
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Filtros notch
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Implementação - FFT

• A transformada rápida de Fourier, FFT, é um método de 
cálculo de DFT 

• O cálculo da DFT requer (MN)2 somatórios e adições. Para 
imagens de tamanho 1.024x1.024 isso significa da ordem de 
um trilhão de multiplicações e adições.

• O FFT reduz essa computação para a ordem de MNlog2MN 
multiplicações e adições, o que para uma imagem de 
1.024x1.024 seria da ordem de 20 milhões de multiplicações e 
adições.
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Implementação

• Separabilidade da DFT 2-D

• Cálculo da IDFT utilizando um algoritmo DFT

• Transformada rápida de Fourier (FFT)

64



Algoritmo 2D de 1D
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FFT 1D para 
cada linha

Matriz A Separar em 
linhas 

Compor 
linhas em 

matriz 

Separar em 
colunas Matriz 

FFT 1D para 
cada coluna

FFT 2D de A 



Bibliografia

• Fonte: Gonzalez & Wood, Cap. 4
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