1 Estatistica da radiacao - lei de Planck

“Today and tomorrow we shall be occupied with the application of the theory of
radiant heat, and it will appear that we reach in this apparently quite isolated
domain conclusions which a thorough test shows are compatible with experiment.
Naturally, we take as a basis the electromagnetic theory of heat radiation, which re-
gards the rays as electromagnetic waves of the same kind as light rays. ... We shall
utilize the time today in developing in bold outline the important consequences
which follow from the electromagnetic theory for the characteristic quantities of
heat radiation, and tomorrow we seek to answer, through the calculation of the
entropy, the question concerning the dependence of these quantities upon the tem-
perature, as was done last week for ideal gases.”

Max Planck, “Eight Lectures on Theoretical Physics - University of Columbia
Lectures”, Berlin, 1909 (versao para o inglés de A. P. Wills, Dover, 1998).

As propriedades da radiacao de um corpo aquecido foram bastante ex-
ploradas na segunda metade do século XIX. Nessa época ja se construfam
excelentes “redes de difracao” para medir, em funcao da frequéncia, a energia
da radiacao emitida por um pequeno orificio na parede de uma cavidade man-
tida a determinada temperatura 7. A figura abaixo representa uma dessas
medidas experimentais, para a densidade de energia emitida u (v) em fungao
da frequéncia v. Sabia-se que curvas desse tipo dependem da temperatura
- 0 méximo se desloca para valores maiores da frequéncia quando a temper-
atura aumenta - e que nao dependem do material ou da forma geométrica da
cavidade. A integral sobre todas as frequéncias - correspondente & drea sob
a curva da figura - fornece a densidade de energia,

u = 7u (v) dv, (1)

que obviamente deve ser um valor finito!
figura

Segundo uma lei empirica, proposta por Wien em 1893, a densidade de
energia deve se comportar de acordo com a expressao

u(v) =v*f (7). (2)
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Figure 1: Radiagao do corpo negro: densidade da energia u contra a frequén-
cia v. A curva pontilhada corresponde a lei classica de Rayleigh-Jeans, que
funciona bem para frequéncias baixas.

em que f é uma funcdo da razdo v/T, com valores adequados nos limites
v — 0ev— oco. A partir dessa expressao, temos

[e.o] o0

u=/u3f<%>dl/: /:L'B’f(x)dw T = T, (3)

0 0

que é a famosa “lei de Stefan-Boltzmann”, proposta empiricamente por Ste-
fan em 1879 e justificada por Boltzmann alguns anos depois através de
uma das primeiras aplicagoes da termodindmica fora do dominio estrito das
méquinas térmicas. O maximo de u (v) em fungao de v, dado pela equacao

gt ()1 ()% -0 o
ou seja,
()57 (5) -0 ®

deve corresponder a um valor bem definido, vy./T = constante, que é a
chamada “lei do deslocamento de Wien”, amplamente verificada pelos resul-
tados experimentais.



1.1 Modos normais de vibracao

A termodindmica é claramente insuficiente para nos dar a forma da fungao
f (v/T), forgando-nos a recorrer a modelos especificos. A cavidade aquecida é
um recipiente preenchido pela radiacao eletromagnética em equilibrio com as
paredes, a determinada temperatura. O eletromagnetismo maxwelliano nos
ensina que os componentes da radiacdo (dos campos elétricos ou magnéticos)
obedecem a uma equagao de onda com a velocidade caracteristica da luz.
Vamos simplificar o problema, considerando excitagoes da forma u =

u (z,t), dependentes de uma tinica dimensao z e do tempo ¢. Nesse caso, a
equacao de onda, que é idéntica a equagao das cordas vibrantes da mecénica
elementar, é dada por

Pu  10%u 6

Rz 2ot (6)
em que c é a velocidade da luz. Adotando solugoes que oscilam harmonica-
mente no tempo, com frequéncia angular w, da forma

u(z,t) = f (2) sen (wt) (7)
reduzimos o problema a solucao de uma equacao diferencial ordindria,

d2 f Ld2

— + =/ =0, 8
proiey (8)
que corresponde a “lei de Hooke” para o movimento de um oscilador har-
monico simples. A solugao geral dessa equacao é conhecida,

f(x) = Acos (kz) + Bsen (kx), 9)

em que A e B sao constantes arbitrédrias, dependentes das condicoes de con-

torno, e
2

=2 (10)

2
Portanto, dada a frequéncia angular w, temos uma solucao geral,

u(x,t) = [Acos (kx) + Bsen (kz)] sen (wt) , (11)

que corresponde a um “modo normal” de oscilacao desse sistema.



A enumeracao dos “modos normais” estd associada as “condigoes de con-
torno”, que podem ser escolhidas de vdrias maneiras, com resultados equiv-
alentes no limite termodinamico de uma caixa muito grande (com compri-
mento L — 00, no nosso caso unidimensional). Adotando condi¢oes periodi-
cas de contorno, devemos ter

u(z,t) =u(x+ L,t), (12)

para quaisquer valores de x e t. Essa relacao é satisfeita desde que kL seja
um miiltiplo de 27, ou seja, com a escolha

2r 27 27 21
k=0,+— +—3 +—4 +—5 ... 1
0’ L b L 3’ L ) L 57 ) ( 3)

que define uma colecao de “modos normais” em que o sistema fica decom-
posto. Note que

w? = k*c?, (14)
de onde vem 5
o (15)
c c

em que v é a frequéncia de oscilagao.

No espago tridimensional esses cdlculos sao andlogos, embora um pouquinho
mais complicados. Ao invés de um tinico “nimero de onda” k, temos um “ve-
tor de onda”, com trés componentes, ? = (ky, ky, k). Considerando uma
cavidade cibica de lado L, com condicoes periédicas de contorno, temos

27 27 27

ka} = :I:fnx, k’y = :i:fny, l{ix = thnz, (16)
em que 7, 1, € N, sao nimero inteiros, e
w? = (K2 4k, + k2) . (17)

H
Cada vetor de onda k = (ky, ky, k), definido pela triade k,, k, e k,, corre-
sponderia a um modo normal de oscilacao do sistema.

1.2 Modos normais do campo eletromagnético

O nosso exemplo, no entanto, nao capta todas as caracteristicas das ondas
eletromagnéticas, que sao governadas pelas equacoes de Maxwell. A energia
eletromagnética dentro de uma regiao de volume V' é dada por

1
U= / BT — [EQ + ﬁQ] , (18)
LTS
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emque E = E(7,t) e H= H(7,t) sdo os campos, elétrico e magnético,
em funcdo da posicdo 7 e do tempo t. Escrevendo os campos em termos
de uma representacao de Fourier (que é uma soma em termos de senos e
cossenos), como fizemos no nosso exemplo simples, com condiges periddicas
de contorno, é possivel mostrar que essa energia se decompode, no espaco
dos nimeros de onda, numa soma de termos correspondentes a osciladores
harmonicos simples com frequéncia angular

— —
Ww=w ( k ) = ‘ k

em que cé a velocidade da luz.
Nesse ponto vamos utilizar o nosso conhecimento sobre um sistema (clés-

sico) de N osciladores harménicos, em uma dimensao (para facilitar), com
energia total entre U e U 4 U. O hamiltoniano desse sistema é dado por

c = ke, (19)

- Lo, 1,
H:Z %pi +§in ) (20)
i=1

em que m > 0 é¢ uma massa, £k > 0 é uma constante eldstica, e as varidveis
de posicao e momento nao tém restricoes sobre o eixo real. Entao temos o
volume acessivel no espaco de fase,

+oo
Q=Q(U,N;U) = // dqi...dgydp...dpy ~ U™, (21)

U<SHLSU+U

de onde obtemos (a menos de uma constante) a entropia por oscilador,

) 1
s=s(u) = Nﬂ_}gr;r(lj/]v:u Nk:B InQ = kglnu, (22)

em que kp é a constante de Boltzmann. Utilizando essa expressao da en-
tropia, obtemos a energia por oscilador em funcao da temperatura,

u = kBT, (23)

que é uma expressao do “teorema da equiparticao da energia”, bem conhecido
no final do século XIX.



Portanto, pelo teorema da equiparticao da energia, cada modo normal
contribui para a energia interna do sistema elertomagnético com um fator
kgT. A energia interna total é dada por

U=2> 3" (ksT), (24)

ke ky ky

em que o fator 2 é uma tecnicalidade do eletromagnetismo (pois, devido aos
requisitos das equacoes de Maxwell, as ondas eletromagnéticas no vicuo sao
transversais a diregdo de propagacao). No limite termodinamico (L — oo) o
espagamento entre valores sucessivos de k,, dado por 27/L, torna-se muito
pequeno, da mesma forma que os espagamentos associados as componentes
k, e k., justificando assim a substituicao da soma por uma integral. Para
cada componente temos

—>/dk i (25)

no limite L — oo. Escrevemos entao a energia interna no limite termod-
indmico,

= /dk‘/dk‘/dk‘ (kgT) =
271'

Lembrando a relacao k = we = (27v) /¢, também temos

U= 2V / 4r? (21)3u2dy (kpT), (27)

que é um verdadeiro desastre, pois essa integral diverge, dando a impressao
de que a energia por volume se torna infinita! FEssa é a famosa “catédstrofe
do ultravioleta”, que causava grande perplexidade no final do século XIX.
Foi essa dificuldade, produto das melhores teorias fisicas da época, que levou
Planck a ideia insdlita de quantizar (discretizar) a energia de cada modo
normal, corrigindo o teorema da equiparticao da energia através de um peso
estatistico que tende exponencialmente a zero para energias muito grandes.

/ 4% k*dk (kgT). (26)
0




Note, no entanto, que essa férmula faz certo sentido para frequéncias peque-

nas, pois
82 9

u(v) ~ =y (kgT) v*, v~ 0, (28)
que concorda plenamente com o resultado experimental quando v — 0. Além
disso, conhecendo a temperatura e a velocidade da luz, o coeficiente dessa
expressao fornece o valor da constante kg, relacionada ao mimero de Avo-
gadro A (lembre-se que kg = R/A, em que R é a constante universal dos
gases). A radiacdo do corpo negro, portanto, proporciona o acesso a uma

constante caracteristica do atomismo, que era ponto de enorme debate no
final do século XIX.

1.3 Formulacao de Planck

Nos ultimos anos do século XIX, Planck fez algumas tentativas de ajuste
da curva experimental de u () contra a frequéncia v, sempre com diversos
problemas, e sem justificativas fisicas mais concretas. No segundo semestre
de 1900, em comunicacao a Sociedade Alema de Fisica, Planck propds uma
férmula matematica que se ajustava magnificamente bem aos dados experi-
mentas, bem melhor do que outras propostas, explicando o comportamento
de u (v) tanto a baixas quanto a altas frequéncias. Finalmente, um pouco
antes do Natal de 1900, apresentou uma comunicagao em que esbocava a
justificativa da sua férmula empirica através de um calculo estatistico da
entropia, baseado na introducao de “quantidades discretas” de energia e no
“método de Boltzmann”. Embora uma justificativa mais completa tenha
sido publicada no ano seguinte, essa comunicacao de dezembro de 1900 é
geralmente considerada o marco inicial da mecénica quintica.

Planck consegue recuperar o resultado experimental supondo que os 0s-
ciladores (ressonadores) da cavidade, em equilibrio térmico com o campo
eletromagnético, assumem valores discretos da energia. Numa linguagem
moderna, escrevemos o “espectro de energia” das oscilacoes do préprio campo
eletromagnético na forma

ez = nhvp, (29)

em que h se tornou conhecida como “constante de Planck”, v ¢ a frequéncia

de oscilagao, e n = 0, 1, 2, ... ¢ um niimero inteiro correspondente a cada modo
_)

normal k. No artigo de 1901 (ver tradugao para o portugués em Rev. Bras.
Ens. Fis. 22, 538 (2000); arquivo postado no Stoa), Planck apresentou com



detalhes a aplicacao do “método de Boltzmann” a fim de obter a entropia da
radiacao e justificar fisicamente a sua férmula famosa.
Vamos seguir a “contagem de Planck”, embora essa nao seja a maneira
mais facil de resolver o problema!
Planck considera um sistema de N osciladores com energia total U, dada
por
U= Pe, (30)

em que P é um nimero inteiro e € é uma porcao minima, finita, de energia.
Nesse mesmo artigo, Planck escreve

e = hv, (31)

em que h ficou conhecida com “constante de Planck” e v é a frequéncia de
oscilacao. O problema entao consiste em descobrir o nimero W de maneiras
de distribuir esses P “quanta” de energia pelos IV osciladores. No texto clés-
sico de Landau e Lifshitz h4 uma nota de rodapé explicando como se deduz
a expressao desse numero W. Seguindo Landau e Lifshitz, vamos escrever
o numero de maneiras distintas em que podemos dispor P “bolas” idénti-
cas (& importante que seja idénticas, indistinguiveis) em N caixas. Vamos
numerar as caixas e separd-las por N — 1 “paredes”, indicadas pelos tracos
verticais da figura abaixo (também é claro que essas paredes sao idénticas,
indistinguiveis).

Nessa figura temos N = 5 caixas (4 paredes): a primeira caixa tem 1 quan-
tum; a segunda tem 3 quanta; a terceira nao tem nenhum; a quarta tem 4
quanta; e a quinta tem 2 quanta. De quantas maneiras diferentes podemos
distribuir esses 10 quanta nas 5 — 1 caixas? Um raciocinio combinatério bem
simples indica que devemos permutar de todas as maneiras possiveis o nimero
total de bolas somado ao nimero total de divisérias (no caso, 10 + 5 — 1),
e em seguida dividir por 10! e por (5 — 1)!, pois tanto as bolas quanto as
divisorias sao indistinguiveis. Em termos gerais, temos

(N +P—1)

W= PI(N -1

(32)

Portanto, no limite termodindmico, N, P — oo, com u = Pe/N fixo, temos
a entropia por oscilador,

1
s=s(u) = lim NkB In W, (33)

N,P—oo;U/N=u
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de onde vem

s:s(u):kB[(1+%)1n(1+%)—21n<3>}, (34)

€ €

que é exatamente a expressao da entropia obtida por Planck no artigo de
1901 (com pequenas adaptagdes na notagao).

Podemos agora calcular a temperatura como funcao da energia por os-
cilador u, e inverter essa expressao para obter u em funcao de 7. Assim
temos

1 Js
T ou %)

de onde vem .

T (B - 1

em que 3 = 1/(kgT). Fazendo ¢ = hv, obtemos a energia interna por
oscilador (que estd oscilando com a frequéncia v), que é a mesma expressao
do artigo de Planck (ver a eq. (11) do artigo de 1901, lembrando que U na
notagao de Planck corresponde & nossa energia u).

Vamos agora considerar a energia do conjunto de osciladores associados
ao campo eletromagnético, que é dada por uma soma sobre todos os nimeros
de onda,

U QZZZ hV 2V 74 2<27T>3]/2d1/ hV
— i~ i exp (Bhv) =1 (2m)° A c exp (fhv) — 1
(37)
Essa integral, que também foi escrita por Planck, é finita, bem comportada,

indicando que foi corrigida a catéstrofe do ultravioleta. Além disso, fazendo
uma mudanca de varidveis, é facil obter a lei de Stefan-Boltzmann,

U=VoT* (38)

(36)

em que ¢ é uma constante que pode ser calculada.
Fianlmente, a energia por volume e por intervalo de frequéncia, u (v),
conhecida como distribicao de Planck, é dada por
8T hv
u(v) = —h ——m8——— 39
) 3 exp(Bhv) —1 (39)
que é a mesma expressao escrita originalmente por Planck. Note os limites:
(i) Bhv — 0, baixas frequéncias, recuperando a lei de Rayleigh-Jeans; (ii)
Bhv — oo (altas frequéncias), em que u (r) — 0 exponencialmente.
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1.4 Calculos no ensemble candénico

Os mesmos cdlculos podem ser feitos de forma mais direta no ensemble
canonico. Utilizando ainda a notagao de Planck, os niveis de energia de
um oscilador com frequéncia v, devem ser dados por

e(n) = hvn, (40)

em que n = 0,1, 2,.... Podemos entao escrever a fun¢ao candnica de particao
associada a um modo normal com niimero de onda k,

o0

Zy, = Zexp (—Bnhvy) = [1 — exp (—Bhvy)] ", (41)

n=0
de onde obtemos a expressao da energia,
hl/k
exp (Bhvg) — 17

que deve ser inserida na equagao (27) ao invés do valor cldssico kpT'. Temos
entao o resultado do cédlculo quantico,

(42)

U = ——IHZk:

2V °f o\ ® hv
U= 4o | =) VPdy ————. 43
(27)® [ ( ¢ ) exp (Bhv) — 1 )
A partir desse resultado, temos a “férmula de Planck”,
8mh V3

ulv) = 3 exp (Bhr) — 1’ (44)
que reproduz a forma da curva experimental. Note que u (v) depende de /2
no limite » — 0, e se anula exponencialmente no limite v — oo, corrigindo
assim a catdstrofe do ultravioleta.

Um célculo de modos normais nesse mesmo estilo pode ser feito, na aprox-
imag¢ao harmonica, para um modelo de vibragoes eldsticas num corpo sélido.
No limite de longos comprimentos de onda, a frequéncia angular de gscilagéo
w também se comporta linearmente com o médulo do vetor de onda k , dando
origem & dependéncia com T3 do calor especifico dos sélidos a baixas tem-
peraturas. O primeiro cédlculo desse tipo, considerando apenas osciladores
com a mesma frequéncia, foi publicado por Einstein em 1907, para mostrar
que o calor especifico dos sélidos depende da temperatura.

versao de 16/5/2016.
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