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Aula 05 — Distribuicées comuns aos
constituintes de qualquer materia
na mecanica estatistica classica

1. A mecanica estatistica classica de Maxwell-Boltzmann -
continuacao

lii. Consequéncia das hipoteses basicas: a distribuicao do espaco de
fase dos constituintes da matéria (grandezas fisicas continuas) no
equilibrio termodinamico na teoria de Boltzmann - a
independéncia das distribuicoes espacial e de velocidades e o
determinismo na estatistica classica.

iv. A distribuicao normalizada de velocidades (Gaussiana) no equilibrio
termodindmico a partir do teorema de Boltzmann — o significado da area
sob a curva, conceito e calculo de velocidade mais provavel e da
velocidade média.

v. A distribuicao de modulo de velocidades (Maxwelliana) no equilibrio
termodinamico (a partir da distribuicao de velocidades).

vi. O modulo de velocidade menos provavel e o mdadulo de velocidade
maios provavel. Conceito e calculo
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Conceito de distribuicao normalizada
da altura dos brasileiros
(aproximada para grandeza continua)

f(h)

pd Lhean B

, Distinga funcao matematica de distribuicao matematica
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Distribuicdo de Boltzmann

Atente as variaveis continuas da distribuicao
geral e ao significado fisico dela

No caso particular de particulas sem estrutura, onde as
coordenadas cartesianas sao adotadas (espaco de fase):

( )_ 1dN(x;}/;Z:vx*v}”v2)
f XV, Z, Uy, Uy, Vz ) = N dxdydzdvxdvydvz

_g(x, Y, Z, Uy, Vy, vz)
=A
exp ( a )
J]f J]f f(x’ Y, Z, Uy, vy; Uz)dXddedvxdvydUz = 1
todas todas

posicoes velocidades
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Distribuicdo de Boltzmann
ara variaveis continuas

Em palavras no caso de distribuicao de particulas: a funcao
distribuicao é a fracao de particulas na posicao 7 = (x, y,z) dentro
do volume dV = dxdydz e com velocidade v = (v,, vy,vz) dentro do
volume de velocidades dv = dv,dv,dv, por unidade de volume aVv

e de velocidade dv.

Observacao: As palavras valem para quaisquer coordenadas
geralizadas e suas derivadas (espaco de configuracoes).

Demonstracao do teorema: disciplina de mecanica
estatistica classica.
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A teoria de Boltzmann é estatistica. Mas o
movimento das particulas é deterministico.

o A distribvicdo de posicoes f(x,y.z) € independente da
distribvicdo das velocidades f(v,v,v,), ou a
probabilidade de uma particula estar em dada posigcao
(denitro de um volume dV) independe da probabilidade
dela ter determinada velocidade deniro de um volume
dv,dv,dv,

o A fragdo de particulas que estd em uma posi¢cao (x.y.z)
deniro de um volume dV=dxdydz com dada velocidade
(grandeza vetorial) dentro de um elemento de
velocidade dv,dv,dv, é idéntica a probabilidade de uma
particula do sistema de N idénticas estar em uma dada
posicao (x.y.z) denitro de um volume dV=dxdydz com
dada velocidade (v,,v,.v,) dentro do elemento de volume
(dv,dv,dv,).

Observacao e cuidado sobre o “futuro”: estes fatos nao
ocorrem na dominio da mecdnica quantica. Aguarde!
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Distribuicao de Boltzmann
para coordenadas generalizadas continuas
(variaveis da dinamica)

Um sistema com N constituintes em equilibrio térmico na
temperatura T tem todos os estados classicos (definidos pelas
coordenadas generalizadas de posicao e suas derivadas, ou espaco de
configuracoes) igualmente provaveis.

Entao, mostra-se que se a energia de uma particula é dada em
coordenadas cartesianas , a distribuicao normalizada de posicao e
de velocidade é dada por:

1 dN(q;,q;) —&(q;, fi‘i))

., q;) = — —=A-

A é a constante de normalizacdo, ou seja, a que da sentido
estatistico para a distribuicao:

JI1 JI ¥ (05, 5)dadg, =1

todas todas
q :

Errata: Onde se 1é coordenadas cartesianas nesta pagina, leia-se
° . °
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Distribuicdao de Boltzmann
para coordenadas generalizadas continuas

o As variaveis dinGmicas g, sdo todas aquelas que a
estrutura do constituvinte, @ os movimentos do constituinte
na matéria “sugeridas” pela dinadmica de corpos
macroscopicos na Fisica Classica. Os exemplos dbvios
sdo: variaveis de posicdo do constituinte, sejam
cartesianas, ou angulares. Mas também, menos dobvios,
os termos de energia potencial de interagdo entre
constitvintes, ou entre “partes” do constituinte.

o Os pontos sobre as variaveis dindmicas significam neste
contexto a derivada no tempo da variavel dinanica q;,. Os
exemplos Obvios sGo as velocidades lineares, seja no
espaco da matéia seja edo movimento relativo de partes
dos constitvitnes do sistema, e as velocidades angualres
do constituinte.

No “futuro” proximo, os exemplos devem clarear tais
2 conceitos. :
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Distribuicdo de Boltzmann para energias
discretas — ponto de partida

Um sistema com N particulas em eqmllbrlo térmico na
temperatura T com energias quantizadas ¢; € dada pela relacao:

fe) = Aexp ()

A constante de normalizacao A é determinada a partir da relacao:
NIOES
i

Questao: Vocé conhece algum sistema que tenha energias
quantizadas no universo fisico macroscopico?

A distribuicao nas energias discretas f(g;) € a fracao de
particulas com esta energia, ou seja, dN(g; )/N (N € o numero
total de particulas). g , 2
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Diferenca conceitual na distribuigao de
energias discretas e continuas.

o A distribuigcdo para energia discreta ¢, € exatamente
a fragdo de particulas com dada energia

o Sendo as energias discretas nado cabe falar em
“intervalo infinitesimal de valores de energia”,
portanto também ndo tem sentido que a distribuvigdo
seja “a fragdo de particulas por intervalo
infinitesimal de energia ds&”.

o No caso das distribuicoes de grandezas continuas so
faz sentido falar em fragcdo de particulas com cerio
valor da grandeza denfro de um intervalo
infinitesimal, por intervalo infinitesimal da grandeza.
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A distribuigao de velocidades a partir da
distgribuicao geral de Boltzmann.

o Ela significa a fragdo de particulas com dada
velocidade (grandeza velorial) por volume d®v do
espaco de velocidades, das N partaiculas idénticas
do sistema.

o E se quer saber tal distribui¢cao, independentemente
das posicoes no espaco ocupadas pelos
conslitvintes idénticos do sistema.

o Vamos partir do caso geral, no qual o sistema
ocupa o espaco como ele é: tridimensional.

o Sugesido: repense e refagca tudo o que vira daqui
para a frente, para o caso do sistema ter apenas
duas dimensdes para o movimento de seus
constituintes, por exemplo, uma placa plana de

0 matéria. 0
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ma representacdao do espacgo das
velocidades (variavel continua
tridimensional)

Fisica V - Professora: Mazé Bechara



A distribuicdo normalizada das
velocidades para qualquer sistema

« Ponto de partida, a distribvigcao geral de Bolizmann:

f(V)=f(v,,V,,V,)=Ae *Te %Tg 2T =

2
1 mv2 1 mvyy 1 my?

_ A3p 2KT A3a 2kT A3q 2kT _ f (V) T(v,)f(v,)
([T ) f(v,) f (v,)dv,dv, dv, =1

todosy

(1) Ela deve ser normalizada, ou seja, tem-se que determinar A.

(2) A distribuicao de velocidade é o produto da distribuicio de cada componente, de
acordo com a hipotese de igual probabilidade para cada estado independente da
dinamica.
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Integrais uteis

E divertido e instrutivo mostrar I, e I, e a partir dessas duas
integrais determinar todas as demais, ja que:

(00)

dl 2
I, =——— ,sendo: I, = j x™e M dx
dA
0
n I, n I,
o | I [T 5 | L
2N A 2\?
| 1 3 [
2A 4 8VA°
» |1
NE
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A distribuicao (gaussiana) normalizada das
velocidades para qualquer sistema
(deducdo e discussdao em aula)

dN(v,,v,,V,)
Ndv,dv, dv,

mv2 3 m(v2+v2+v?)
. / m e_2k'l)f / m / 2kT _( J 2T
27K T 27ZkT T 27K T

1. A distribuicao de velocidades do centro de massa ¢ a mesma para
todos os sistemas, gases, liquidos ou solidos.

2. Ela independe das outras variaveis da energia dos constituintes,
em particular das variaveis espaciais, de movimentos internos
dos constituintes, e até mesmo da existéncia de forcas externas.

3. Cuidado: isto nao ocorre na Fisica Quantica — aguarde!!
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Grafico da distribui¢ao normal ou
gaussiana e a constante do expoente
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Uma representacao de um sistema de
muitas particulas no espaco de velocidades

Velocity dist_ribution of the molecules in a sample of gas.
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- Conceitos relevantes na mecanica
estatistica

- Valor mais provavel da grandeza de uma distribuicao -
significado fisico: o maior numero dos N constituintes do
sistema tem estes valores (um ou mais valores em nimero
finito) da grandeza fisica, (dentro de um intervalo
infinitesimal dela no caso de grandeza continua). A
distribuicao do sistema tem, portanto, valores maximos
naqueles valores da grandeza fisica.

- Valor menos provavel da grandeza de uma_distribuicao —
significado fisico: o0 menor numero dos N constituintes do
sistema tem estes valores (um ou mais em nimero finito) da
grandeza fisica, (dentro de um intervalo infinitesimal da
grandeza, no caso de grandeza continua). A distribuicao do
sistema nos valores menos provaveis da grandeza fem os
seus valores minimos.

« Obs. Nem sempre os sistemas tém valores menos
« provaveis. .
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Definicées relevantes na mecanica
estatistica

« Valor médio: a média da grandeza considerados todos os
elementos do sistema.

Ex: (%) = [[f, f@)vdv

« Observacoes:

1. Se a grandeza é vetorial, valores médio sao vetoriais; se a
grandeza é escalar os valores sao escalares. As
distribuicoes sao sempre escalares.

2. Se a grandeza é discreta substitui-se no calculo da média,
a integral por somatoria.

Aqui “elementos” do sistema significa o0 mesmo que
“copstituintes” do sistema.

°
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Resultados relevantes a partir da
distribuicdo normalizada das velocidades
(discussdo em aula)

« As componentes mais provaveis da velocidade:

° — —
vx4.p VJ’+P VZ4.p

« As componentes menos provaveis da velocidade:
ndo ha

- A velocidade média:

m mZ  mvy my2
<v>= [ (i+v,] +vzk)[2ﬂk—_|_]3’2e ATe 2Te 2T dy dv,dv, =0

todososy,v,ev,
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A distribuicao (gaussiana) normalizada das
velocidades para qualquer sistema
(discussao em aula)

2
1 myg 1 my 1 my

f(V) = f(v,,Vv,,v,)= A% T A% T A% K = f(v,)f(v,)f(V,)

[T ) f(v,) £ (v,)dv,dv, dv, =1

todosy

— m(v +v +V; )
f (V)= AN (v, ¥y, VZ) M o / "ot / o _( j T
Ndv,dv, dv, 27kT 27K T

A distribuicdo de velocidades é a mesma para todos os sistemas e independe
das outras varidveis da energia dos constituintes, em particular das variaveis
espaciais e da existéncia de forgas externas.

Isto nao ocorre na Fisica Quantica — aguarde!!
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Representacao da distribuigao de
velocidades de um sistema qualquer de
muitas particulas na temperatura T

Vy

Velocity distribution of the molecules in a sample of gas.

Nesta representacdo a densidade de pontos é proporcional ao valor
da distribuigéo Fisica V - Professora: Mazé Bechara



Representacao da distribuigao de
velocidades de um sistema qualquer de
muitas particulas na temperatura T

Volume element

/ " | I
.//I} y ; | |/ L
'/ . ; - 1)
|——r Vz
: : : '*l | //
. ‘ ' a7
: g dV=r°sin® de do dr
W (PR O R
. Vy

y X

Velocity distribution of the molecules in a sample of gas.

No caso do elemento de volume no espaco de velocidades
Em coordenadas esféricas substitua r por v
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Representagdo geomeétrica: fracao de
particulas com mesmo modulo de
velocidades dentro de dv

i

|V| = constant

Figure 10.5 Velocity space.
The number of states with

> Ux speeds between v and v + dv is
proportional to the volume of a
spherical shell with radius v and
thickness dv.

« Atente ao fato da igualdade dos elemento de
volume em coordenadas cartesianas e esféricas:
d®*v=dv,dv,dv,=v2dvsend66d$, que ndo é linear a

. relacao de elemento de volume com médulo v. .
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A distribuicao (maxweliana) de modulos de
velocidades demonstraciao em aula

3 2 2 2
— m(vy+Vy+Vy)
dN(vX,vy,vz)_( m )26 y

f(v,,v,Vv,)= = —— 2T =
g Ndvdv,dv, \2zkT

dN(v,,v,,V,)

2kT

3 m(v2+v2+v?)
=dedvydvz( m jz
27K T

mv

=v2dvsen6d6ti¢(m) g 2T

32
2

dN(v,8,¢)

27K T

3 2

, _mv* _mv?
f(v)=dN(V)=v2 M Peaa [[senadadg = v M _ a4
Ndv 27KT todog 27KT
k todog A
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A distrivbuicao (maxweliana) de moaulos ae
velocidades demonstracio em aula

3
hd _m(vz)
f(v)=4r AL VP
27K T

0.0012

0.0010

Questdo: Qual é a unidade
de f(v)? Por que?

0.0008
fis/m)
0.0006 -

0.0004

0.0002

T T T T
0 1000 2000 3000 4000
m

2
L5

e T= ] (J| e T=200K T=300K m— T (R T=500K

Veja que pelo teorema de Boltzmann a distribuicdo de modulo de
velocidades é a mesma para todos os sistemas. Independem das
outras variaveis da energia dos constituintes. .
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James Clerk Maxwell (1831 -1879)
fisico e matematico escoces.
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Resultados relevantes a partir da
distribuicdao normalizada do modulo das
velocidades (Refaca os calculos)

« O modulo de velocidade mais provavel, ou seja, o moddulo de
velocidade, em torno da qual, hd maior nUmero de particulas do
sistema, ou seja, os pontos de mdaximo da distribuicdo e o médulo de
velocidade menos provavel, ou seja, o médulo de velocidade em
torno do qual, nd menor nUmero de particulas, ou seja, os pontos de
*minimo da disttribuicdo:

3 2
AWV _o_ 47[(_m jz |:2V —V? iZV}eZ"T N
oV 27KT 2kT

[2v—v2£2v} 0=
2KT

V—p =

2KT
° Vv wp Al T °
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