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® IMPORTANCIA DO TOPICO

O Caélculo Diferencial possui um papel importante em problem: : &

otimizagao, determinando como encontrar valores maximo ou/rnt?rﬁl? 0 }

uma funcéo. ~
- . . 1 .

Exemplos de problema de otimizacéao incluem: | I

- Como produzir uma lata que minimiza o custo de manufatura? @ ]

- Qual a aceleracdo maxima de um dnibus espacial?

- Qual o raio de uma traqueia contraida que expele mais rapidamente o ar

durante atosse?



OBJETIVOS DO CALCULO DIFERENCIAL." EM
PROBLEMAS DE OTIMIZACAO

1. Utilizar a derivada para encontrar valores de x em quef‘(x)=0 ou f!
existe. Esses pontos sao candidatos a

2. Aplicar testes baseados no sinal de f'(x) (Primeiro Teste da Derivada)Jou
no sinal de f"(x) (Segundo Teste da Derivada) para: identificar maximos
locais, minimos locais ou determinar comportamento de concavidade.

3. Utilizar derivadas para: minimizar custos, maximizar lucros, -otimizar
volume, area, energia ou tempo, determinar taxas de rendimento, ajustar
parametros de maodelos fisicos, quimicos ou econdémicos.



VALORES MAXIMO E MINIMO

Def.: Se o gréafico de f estiver acima de todas as suas tangentes no intervalo I, entémo/té Icq:/éngav \
para cima em |. Se o grafico de f estiver abaixo de todas as suas tangentes ermc¢l, ehtéao f & °
denominada de concava para baixo em I, conforme Figura 1. A

¥ . [ ]

Figura 1- Minimos absolutos f (a), maximos absolutos f (d ), minimos locais f (c), f.(e),

maximos locais f (b), f-(d ) ‘



TESTE DA CONCAVIDADE

1- Se f’ (x) > 0 para todo x em I, entdo o grafico de f g/ S
concavo para cimaem I. - B

. e

2- Se ’ (x) < 0 para todo x em |, entao o graficode f e
concavo para baixo em |I.




PONTO DE INFLEXAO N

Um ponto P na curvay = f(x) € denominado de ponto de |n/exzp se'f
é continua no ponto e a curva mudar de cOoncava para cima para
cdncava para baixo ou vice-versa, conforme Figura2: - «

Figura 2- Grafico com pontos
de inflexéao

}———CD ———}— CU—}— CD —}— CU —}~ CU =}~ CD -



VALORES MAXIMO E MINIMO

Seja C um numero no dominio D de uma funcao f. Entéo f(c) é o valer Ima
absoluto de f em D se f(c) 2 f(x) para todo x em D. O valor minimo.absoluto def
em D se f(c) € f(x) para todo x em D. N

!

(1] Definiclo Seja ¢ um ndmero no dominio D de uma fungo £. Entdof (c) é 0

» valor mdximo absoluto de f em D se f(c) = f(x) para todo x em D.
» valor mfnimo absaluto de fem D se f(c) = f(x) para todo x em D.




E O Teorema do Valor Extremo Se f for continua em um intervalo fechado [a, 5],
entdao f assume um valor méaximo absoluto f (¢) e um valor minimo absoluto f (d) em
certos nimeros ¢ e d em [a, b].

Figura 3- Graficos referentes ao TVE



TEOREMA DO VALOR EXTREMO - TVE™ -

As Figuras 4 e 5, mostram que uma funcao pode nao possuir valores ext em s
sendo omitida uma das duas hip6teses (continuidade ou intervald fechadd)-do™
Teorema do Valor Extremo. PN

.\

Esta funcao tem valor minimo
f(2) = 0, mas nao tem valor maximo

Esta funcao continua g ndo tem
maximo, nem minimo

Figura 4 — Condicéo de existéncia do TVE Figura 5 — Condicédo de existéncia do TVE e



A funcdo g da Figura 6 € continua no
intervalo aberto (0, 2), mas n&o tem valor
maximo e nem minimo. A imagem é (1, ).
Essa funcéo assume valores
arbitrariamente grandes. Isso néao contradiz
o0 TVE, pois o intervalo (0, 2) nédo é fechado.

Esta funcdo continua g ndo tem
minimo, nem maximo

Figura 6 g




TEOREMA DO VALOR EXTREMO - TVE

O Teorema do Valor Extremo afirma que uma

: contudo,/néd/diz. |
como encontrar esses valores extremos. Vamos comecgar procufando os* . °
valores extremos locais.

As retas tangentes sdo horizontais, e

A Figura 7 mOStra 0 gréfiCO de portanto cada uma tem inclinagdo
uma funcdo f com maximo local
em ¢ e minimo local em d.




TEOREMA DE FERMAT

Nos pontos de maximo e minimo as retas-tangentes sdo =
horizontais e, portanto, cada uma tem inclinacéo igual a-
zero. Como a derivada € a inclinacao da reta tangente;
entao f(c) = 0 e f'(d) = 0. O teorema a seqguir, afirma que
esta condicao € verdadeira para as funcoes diferenciaveis.

E Teorema de Fermat Se f tiver um méximo ou minimo local em ¢ e se f '(¢) existir,
entdo f '(¢) = 0.




Se f(x) = x3, entdo f'(x) = 3x2, logo f(0) = 0. Porém f ndo
tem maximo nem minimo em 0, como podemos ver em seu
grafico na Figura 8 .

Se f(x) = x*, entdo f'(0) = 0 mas f
nZo tem minimo ou maximo

Figura 8 @




Considera-se a fung&o f(x) = |x| em seu valor minimo (local e absoluto)y . -
em 0, mas o valor ndo pode ser encontrado por consider'a}-f’(';)a:g,« .
pois f(x) nao existe, conforme a Figura 9.

e

N

Se f(x) = |x|, entao f(0) = 0 € um valor

minimo, mas f’(0) ndo existe
Figura 9 a



VALORES MAXIMO E MINIMO

O Teorema de Fermat sugere que devemos pelo menos
comecar procurando por valores extremos de f nos
numeros ¢ onde f'(¢) = 0 ou onde f'(c¢) nao existe. Esses
numeros tém um nome especial.

[ 6] Definigo Um mitmero critico de uma fungfio f € um niimero ¢ no dominio de f
tal que af ‘(¢) = 0 ou f "(¢) ndo existem.

Em termos de numeros criticos, o Teorema de Fermat
pode ser reescrito como a segulir.

@ Se f tiver um méaximo ou minimo local em ¢, entdo ¢ € um namero critico de f.




VALORES MAXIMO E MINIMO - INTERVALO FECHAbQ

Para encontrarmos um maximo ou um minimo absoluto de uma fungdo -
continua em um intervalo fechado, observamos que ele/e local pu/
acontece _em uma extremidade do intervalo. Assim, o §egu.|nte_
procedimento de trés etapas podera ser seguido. S r

0 Método do Intervalo Fechado Para encontrar os valores mdaximo e minimo absolutos de
uma fungéo continua f em um intervalo fechado [a, b]:

1. Encontre os valores de f nos niimeros criticos de fem (a, b).

2. Encontre os valores de f nas extremidades do intervalo.

3. O maior valor entre as etapas | e 2 € o valor mdximo absoluto, ao passo que o
menor desses valores € o valor minimo absoluto.




TEOREMA DE ROLLE g

Muitos resultados deste topico dependem de um fato central, denominado.
Teorema do Valor Médio. Porém, para chegar ao Teorema do Valor ‘Médio
sera preciso abordar o Teorema de Rolle. N e

Teorema de Rolle Seja f uma funcgéo que satisfaca as seguintes hip6teses:
1. f¢é continua no intervalo fechado [a, b].
2 fé derivdvel no intervalo aberto (a, b).

3 fla)=fb)

Entdo, existe um nimero ¢ em (a, b) tal que f’(c) = 0.




TEOREMA DE ROLLE

Exemplos de funcdes que satisfazem o Teorema de Rolle. Em'cada caso’, parece que
ha pelo menos um ponto (c, f(c)) onde a tangente é horizontal, e,<portanto,” f(c) = 0. ° |
Neste caso o Teorema de Rolle é valido. PN

) e .

f(a) = f(b) = k . ' ’

Figura 10 - Grafico de funcoes
gue atestam a possibilidade do
Teorema de Rolle




TEOREMA DO VALOR MEDIO

0 Teorema do Valor Médio Seja f uma fungéo que satisfaga as seguintes hipéteses: A / /,

1. fé continua no intervalo fechado [a, b].
Existe” ym~ ponto _no
interior do intervalo que
a inclinacdo “da reta
tangente ao  grafico
m fle) = f(b) — f(a) desse® ponto € igual a
b-a inclinacao da reta
ou, de maneira equivalente, secante.

2] f®) - fl@) =f )b - a)

2. fé denvavel no intervalo aberto (a, b).
Entéo, existe um niimero ¢ em (a, b) tal que




1- Suponha que > 0 paratodo x em um intervalo 1.
Entdo a funcao f € crescente neste intervalo.

2- Suponha que < 0 para todo x em um intervalo I. . [
Entdo a funcao f € decrescente neste intervalo.

3- Suponha que f= 0 paratodo x em um intervalo |I.
Entdo a funcao f € constante neste intervalo.

4- Suponha que 2 fungdes satisfazem f(x) = g’(x) para todo x.
Entao g(x) = f(x)+ k, onde k € R.



TEOREMA DO VALOR MEDIO

O teorema de valor médio pode ser interpretado geometricamente.. As
Figuras 11 e 12 mostram os pontos A(a, f(a)) e B(b, f(b)y sobre os.graficos. .

. : oo F > A
de duas funcoes diferenciaveis.

1

P(c, f(c))

A((li. fla))

B(b, f(b))

Figura 11 Figura 12 a




Teorema de Rolle

Se f & continua em [a, b|, derivavel em (a,b) e f(a) = f(b), entdo existe pelo menos um ponto ¢

(a, b) tal que:

f’h:‘} = 0.

= Ainclinagdo da tangente € zero.

Teorema do Valor Médio (TVM)

Se f & continua em [a, b] e derivavel em (a, b), entdo existe pelo menos um ponto ¢ £ (a, b) tal que:

1)~ £(a)

o= H2—L

¢ A derivada em algum ponto € igual a inclinacdo da secante.



2. Diferenca fundamental

1" Rolle é um caso especial do Teorema do Valor Médio.
e No TVM, a derivada iguala a inclinacdo da reta secante.

* No Teorema de Rolle, como f(a) = f(b), essa inclinacdo é zero, entdo o TVM se reduz ao resultado:
f'(e)=0.
Portanto:

O Teorema de Rolle € um caso particular do Teorema do Valor Médio quando os valores da funcdo nos
extremos do intervalo sdo iguais.




Figura 13 — Grafico de uma
respectivafuncao

Entre A e B e entre C e D, as retas tangentes tém inclinagcao positiva e,
portanto, f'(x) > 0. a



Entre B e C, as retas tangentes tém inclinacao negativa e, portanto; fi(x)

De acordo com o gréfico f cresce quando f(x) é positiva e dec Crﬁ ﬂ/quando ,‘"'
f'(x) é negativa. Para demonstrar que isso e valido, sera consi rad/ o

Teorema do Valor Médio. T

Teste Crescente/Decrescente

(a) Se f'(x) > 0 em um intervalo, entdo f é crescente nele.
(b) Se f'(x) < 0 em um intervalo, entdo f é decrescente nele.




Teste da Primeira Derivada Suponha que ¢ seja um niimero critico de uma fungéio con-
tinua f.

(a) Se o sinal de f' mudar de positivo para negativo em ¢, entdo f tem um maximo
local em ¢.

(b) Se o sinal de f' mudar de negativo para positivo em ¢, entdo f tem um minimo
local em ¢.

(c) Se f' ndo mudar de sinal em ¢ (isto €, se em ambos os lados de ¢ f' for positivo
ou negativo), entdo f ndo tem méximo ou minimo locais em c.




O teste da primeira derivada, na parte a, por exemplo, uma veZ que o sinal de
f'(x) muda de positivo para negativo em c, f é crescente a ‘esquerda de 'c
decrescente a direita de c. A consequéncia é que f tem um maximo local em'c.. =

fix)<0

fx)>0

(c) | (d)

Aedmo local Minimo local Nem maximo, nem minimo Nem maximo, nem minimo

Figura 14 — Grafico de uma respectiva fungéo Figura 15 - Gréfic_o de uma_respectiva funcéo
com valor de maximo e minimo local sem valor de maximo e minimo local i



COMO AS DERIVADAS AFETAM A FORMA DE UM GRAF\\I'CQ

O gue a segunda derivada () nos traz de informacao sobre/a-\fun{;éo

Na Figura 16 , as retas tangentes a essas curvas foram tragcadas em varios p(;/[
Na parte (a), a curva esta acima das retas tangentes e f € denominada av{
para cima em (a, b). Em (b), a curva esta abaixo das retas tangente-s g sendo

denominada de céncava para baixo em (a, b).

<°/

Figura 16 — Grafico de uma respectiva
funcao

Céncava para cima Concava para baixo g




Definicao Se o grifico de festiver acima de todas as suas tangentes no intervalo /, en-
tdo f é chamada concava para cima em /. Se o grifico de festiver abaixo de todas as
suas tangentes em /, entdo f é chamada concava para baixo em /.

Figura 17 — Gréfico de uma respectiva
funcéo

Céncava para cima Concava para baixo g



v

COMO AS DERIVADAS AFETAM A FORMA DE UM GR'AﬁQQ

..

Teste da Concavidade
(a) Se f"(x) > 0 para todo x em /, entdo o gréfico de f é concavo para cima em /.

(b) Se f"(x) < 0 para todo x em /, entéo o gréfico de f é concavo para baixo em /.

Obs.: Este teste ja foi abordado no slide 2, esta sendo apresentado como- parte
complementar ao topico.
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TEOREMA DE WEIERSTRASS

Se f:[a,b] — R é uma fungao continua em [a, b], existem @, 2 € [a, b] tais

que
flx) < f(x) < flas)

para todo x £ [a, b].

Este teorema nos diz que toda funcao continua f., definida em um in-
tervalo fechado e limitado [a, b], assume pelo menos nm valor minimo ( f{z,))

e pelo menos um valor maximo ( f(xs)). como ilustramos na Figura 18

Assim, o conjunto f([a,b]) = {f(x);x € [a,b]}, imagem de [a,b] por f,

estd contido no intervalo [m, M|, onde m = f(r,) e M = f(r2) pertencem a

f(la, b]).

Figlra 18- Grafico de umarespectiva funcao a



TEOREMA DE WEIERSTRASS

Exemplo em que o Teorema Weierstrass néao é aplicado.

Consideremos a fungio continua f : (0,1] — R, aenrida por f(x) = 1 para

todo = € (0, 1], cujo grifico esbogamos na Figure 7.2,

Figura 19— Gréafico de uma respectiva funcao

Como f((0,1]) = [1, +o0), nao existe x5 € (0,1] tal que f(x) < f(rs)

para todo = € (0, 1]. Notemos que, apesar de (0, 1] ser limitado, ele nio &
fechado.




