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Problemas 2D em coordenadas polares.
Parte 1

1. Equacdes gerais em coordenadas polares

2. Distribuicao de tensdes simétricas em relacao a um eixo

3. Solucao do problema do vaso de pressao cilindrico de parede espessa via
campo de deslocamentos

4. Flexao pura de barras curvas

5. Deslocamentos para distribuicdes simétricas de tensao

6. Flexdo de uma barra curva por uma forca na sua extremidade
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1. Equacgoes gerais em coordenadas polares

Vimos nas aulas anteriores que as equacdes necessarias para a
determinacao do campo de tensdes em problemas de EPT e de EPD em

coordenadas retangulares, nos casos em que as forcas distribuidas no
volume sao despreziveis, eram dadas por:

do, 0T
4+ =0
0x dy
0Ty N da,, _ 0
0x dy

0% 0%
<0x2 + 0y2> (O'x + ay) =0
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Em coordenadas polares as equacdes analogas para a determinacao do

campo de tensoes serao dadas por:

do, 1019, 0,— 0y
0r+; 09+ r =0

0t 1009 21,9
ar +r 00 * ro

02 10 1 9%
ar?2 ror r2002

—+-——=—+ )(ar+09)=0
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Considerando a fungao: ¢ = ¢(r, 0), fungdao de tensao de Airy, tal que:

__10p 10%
" ror 12002
92
O'9=m
10 102 8 (193¢
' 1290  rora0  or\rao

...verificamos que as duas equacOes diferenciais de equilibrio em
coordenadas polares ficam prontamente satisfeitas, sendo que a uUnica
equacao restante a ser verificada é a equacao de compatibilidade de
deformacdes que fica expressa na forma:
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— t+——+ +

02 10 1 9% 62¢+16q§ 1 0%¢ -
or2  ror r2002)\or:2 ror r2002)

ou, de forma simplificada:

Vivip=0 <> Vi(r,0)=0

ouseja, ¢ = ¢(r,0) deve ser uma fungao biharmonica.
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2. Distribuicao de tensdes simétricas em relagao a um eixo

Em alguns casos, a funcao de tensao ira depender apenas da variavel r. Nos
problemas de estado plano, isso ocorre, p.ex., em tubos submetidos a
pressoes interna e externa distribuidas uniformemente ao longo da direcao
circunferencial e axial).
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Uma vez que a funcao de tensao ira depender apenas da variavel r, teremos:

10¢p 1 92 1d¢

=2, 100 5=
ror 1?0602 r dr
o’ g SR

%= a2 0T arz

d (10¢
= > =0

e a equacao de compatibilidade de deformacdes fica:

d> 1d\/d?’¢ 1do¢
— += +=— )=
dr?2 rdr)\dr? rdr
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Ou, na forma expandida:

d*¢ 2d3%¢ 1d*¢ 1dp

dr* rdr3 7r?2dr? r3dr

Tal EDO pode ser reduzida a uma equacao diferencial linear com coeficientes
constantes pela introducao de uma nova variavel (t) tal que:

r=et

Com tal mudanca de variavel, a nova EDO fica escrita como:

Procurando solucdes da forma: ¢p(t) = Ce™, encontraremos o polinémio

caracteristico:
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nt—dnP+an?=0 > n*(n-2*=0

Cujas raizes fornecem:

—77 =) (raiz de multiplicidade 2)

n=>2 (raiz de multiplicidade 2)

LOgO: ¢(t) — Cl + Czt + C3€2t + C4t€2t

E, lembrando que: 7 = ef, encontramos:

d(r) = C; + CoIn(r) + C31% + C4r@In(r)
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Pela notacao do livro-texto, que passaremos a utilizar:
d(r) =Aln(r) + Br?In(r) + Cr* + D

Tal funcao de tensao leva a seguinte distribuicao de tensdes:

_lde_ A4 + B(1 + 2In(r)) + 2C
Ty dr n(r)
29 A
Op :W:—T—Z+B(3+21n(1‘))+26
Trg =0

09/10/2025 PME-3454 Introducao as Estruturas Aeronauticas - Aula #16

11



Escola Politécnica da Universidade de SGo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

Se nao houver orificio na origem de coordenadas, as constantes A e B devem
ser obrigatoriamente nulas. Assim, no caso de uma chapa (ou eixo) macica(o)

e sem forcas distribuidas no volume, a distribuicao de tensdes para tal funcao

de tensao fica:

o, = 2C Po Po
AW X
og = 2C
T = 0 EEEEEEEEEE b
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Porém, se houver orificio na origem, outras solucdoes podem ser obtidas a
partir da funcao de tensao obtida. Tomando apenas B = 0, por exemplo, vira:

o, =£+2C
7’2
7’2
TVQZO

Observando que as tensoOes radiais sao constantes para uma dada distancia r
a origem, podemos adaptar esta solucao para o problema de determinacao
de tensdes em um tubo de parede espessa submetido a pressdes interna
e/ou externa uniformemente distribuidas:
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P y“ Po
'_v v V Vv v_“v_ — v____w["_wz_“!_r“_v /
t f y
p; >
Y Y Y Y Y Y Y N Yy %

As constantes A e C sao obtidas a partir das condicdes de contorno que,

neste caso, sao dadas por:

B A

r=a = o0,=—+2C=—p,
42

r=b = Gr:£+2C=—p0
B2
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———

_(p—p)a b’
(b* —a*)

Resultando:

pi.a’ —p, b’
20 =i o
(b* —a?)

E assim a distribuicao final de tensdes fica dada por:

(P, —p)a’ b’ pia’—p,b’
(b* —a*)r? (b* —a*)

O, =

(P, —p)a’ b’ pia’—p,b’

o =" 5 1. 2 > 2
(b —a”).r (b —a”)
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Para a determinagao do deslocamento radial u,. (), usamos a relagao:

u., 1 oy, (0'6,—1/.(0'?+0'Z))
Eg=—"T+—F%=
r r/@é? E
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3. Solucao do problema do vaso de pressao cilindrico de parede
espessa via campo de deslocamentos

Uma solucao alternativa para o problema de determinacao da distribuicao de
tensdbes em vasos de parede espessa pode ser obtida utilizando o
procedimento geral apresentado na 32 aula, ou seja, considerando:

e Relacdes entre deslocamentos e deformacodes;
e Equacdes constitutivas;

e Equacoes diferenciais de equilibrio.

Naturalmente, as condi¢cdes de axissimetria da estrutura e do carregamento
permitem que algumas hipoteses simplificadoras sobre o campo de
deslocamentos sejam inicialmente feitas, a saber:
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Logo, das relacdes deformacdes-deslocamentos em coordenadas cilindricas teremos:

ou, ou, ou, ou,
T or 2" oz Y2 =5, T ar
R
Vre=%+%aalg—l;9 I:> Yro =0 (Trg = 0)
Yoz = % +%ZL;Z I:> Yoz =0 (7o, = 0)
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Ademais, da hipotese de que as S.T.'s sao uniformes e de que o carregamento é
uniformemente distribuido ao longo do comprimento (ndo varia com z), pode-
se inferir que todas as secdes terdao o mesmo comportamento e que segdes
planas continuarao planas apds a deformacao, de forma que:

Uy = ur(r): ug =0, u; =u,(2)

Logo: du, L du,
£ = €9 = —- £, =

dr r dz

)/r9=0 yrz_o )/gz=0
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Das equacodes constitutivas, teremos:

Gr:ﬂ.(£r+ge+52)+2G.8r:l. dur+ur+duz +2G.dur
dr r dz dr
dr r dz 2

GZ :l.((c,'r +80 +gz)+2G-52 :ﬂ, dur _|_ur n duz +2Gdu2
dr r dz dz

Tré’ :Té?z :Tzr :O
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A 3a eg. (juntamente com as relacdes anteriores) nos permite concluir que:

2
d7u. _, <:> u,(z2)=A + A, .z

dz?
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Logo: o, = /1.( it i ik j+ 2G. ity =0,(r)
dr r dz dr

o7 :,1{0% i ik j+2G.u—r: oy(7)
dr r dz r

o, = Z{ ity L/ i j +2G. ilF =0, (r)
dr r dz dz

=

Voltando a 1a eq. de equilibrio, chega-se a seguinte EDO:

2
(1+26)| Ll Ly 1),
ar* r dr r’
: G,
cuja solucao fornece: u.(ry=Cr+—=
r

sendo C, e C, obtidos a partir das condi¢des de contorno.
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4. Flexao pura de barras curvas

Hipoteses: barra curva, de S.T. retangular constante (ou seja, ndo varia com
z), sujeita a flexao no plano de curvatura por conjugados M (por unidade de
espessura da barra) aplicados nas extremidades.

A X

A

y ~_ _“ A
M M

Sendo o momento fletor constante ao longo do comprimento da barra, é
natural admitir que a distribuicao de tensdes seja a mesma em todas as S.T."s
radiais, justificando o uso da funcao de tensao previamente obtida.
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Assim, tomando:  ¢(r) = A.In(r)+ Br*.In(r)+ Cr* + D

teremos, como ja visto:

o, _14 =£+B.(1+21n(r))+ 2C
rodr r
2
o =M=—£+B.(2ln(r)+3)+2C
0 2 2
dr r
T,,9=O

As constantes A, B e C sao obtidas aplicando-se as condi¢cdes de contorno que

Sa0 hesse caso:
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o,=0 (parar=a e r=>0)

7,9 =0 (em todo o contorno)

b

_[G g-dr =0 (for¢a normalnas S.T."s)
b

_[09 rdr=—M (momento fletor nas S.T.s)

a

A X

A
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Da 12 condicao de contorno, resulta:

A
;;+Bﬁ+2mm»+2czo

11+Bﬂ+2m@»+2czo
b2

A 22 condicao de contorno esta automaticamente atendida e, com a 12
condicao atendida, a 3?2 condicdo fica necessariamente satisfeita (pois o

uso de uma funcao de tensao garante o equilibrio e uma forca resultante
ndo-nula nas extremidades violaria tal equilibrio).

Resta, portanto, apenas a 42 condi¢do de contorno:

b

_[ae.r. dr :j- [M}r.a’r =-M

2
’ “\dr
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5 d> ds || 54
J-[C#f}r.dr: d—f.ra — ;[[df

a

—G _14d¢ s P
Lembrando que: "o odr —¢.r =0
c,(a)=0,(b)=0 arla
20 g
Logo: I — dr=¢(b)—¢(a) =M
L\dr
A.ln(éj + BJp2.In(b) - a* In(a) |+ Cp* —a? )= M
a
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onde:
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A= —ﬂ.azbz.ln(éj
N a

C2M (b -a?)
N

B =

C = %.[b2 —a’ +2.(b2.ln(b) _az,ln(a))]

2
N =(b*-a*)* —4a2b2.(ln(bjj
a
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E o campo de tensdes final fica dado por:

2,2
ar:—4M a’b In b +b20In| = |+a?In| &
N\ r? a b r
2,2
S AU R P L P (R PRI
N r a b r
T’,@:O

Estas relacbes fornecem a distribuicdo de tensOes satisfazendo a todas as
condicdes de contorno para a flexao pura de barras curvas e representam a
solucao exata do problema (desde que a distribuicdo das forcas normais nas
secOes extremas seja dada como prevé a expressao para dgg).
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A comparagao da expressao obtida para gy com outras expressoes
oriundas de solucdes elementares e apresentadas em livros de R.M.
mostra que:

e Se a altura da barra, h = b — a, for pequena comparada ao raio do
eixo central, R,,, = (a + b)/2, a distribuicdo linear de tensGes proposta
pela Resisténcia dos Materiais para barras de eixo reto € aceitavel;

e Caso contrario, a Resisténcia dos Materiais mostra que a distribuicao
de tensdes segue (aproximadamente) uma lei hiperbdlica na forma:

M

} S.(r, —rn). r
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onde:

r. = distancia do centrdide da S.T. ao centro de curvatura (origem do sistema
de coordenadas);

r, = distancia do eixo neutro da S.T. ao centro de curvatura;

r = distancia do ponto (onde se quer calcular a tensao) ao centro de
curvatura;

M = momento aplicado (em N.m, ndo em N), ou seja, ndo € o momento por
unidade de espessura da chapa;

S=4areadaS.T.

(Ref.: Timoshenko, S.P., “Resisténcia dos Materiais”, vol.2, 1960)
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5. Deslocamentos para distribuicoes simétricas de tensao

Vimos que a distribuicdo de tensdes nos casos de estado plano em que a

funcao de tensao independe de 6 é dada por:

- @=£+B.(1+21n(r))+2c

: .
2
r odr r

2
o,=49__4 +B(2In(r)+3)+2C
0 2 2
dr r

Lo =
Considerando o caso de EPT, o uso das equacdes constitutivas e das

relacdes entre deslocamentos e deformacdes permite a determinacao do
campo de deslocamentos u,. = u,.(r,8) e ug = ug(r, 6).

09/10/2025 PME-3454 Introducao as Estruturas Aeronauticas - Aula #16
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ou, (o.-v.o,)

gl’ = =
Assim, das relacdes o I
u, 1 8u6, (06, —v.ar)
59 -
r r 060 E
Oug 1 0u, uy 7,
Vro =—C+ Z=-10=0

or r 86? r G
Obtemos:

u (r,0) = i{—M+ 2(1=v).BrIn(r) = B.(1+v).r + 2C(1 —v).r} T
E r

+ H.sen@+ K.cos@
4.B.r.@

uy(r,0)= + F.or+ H.cosf—K.sen6

onde as constantes A, B e C assumem valores especificos para cada caso
particulare F, H e K sao obtidos a partir de condi¢cdes de vinculos.
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Impondo, por exemplo, as seguintes condicdes de vinculos em um anel:

e

u, =0

uy =0 parar=r, ¢ 0=0

ou

0 -0
___oOr
pode-se verificar facilmente que: F =H =0
E portanto: PN
q \

] \ /a \\
u,(r,0) =Ml—l\l(.sent9

\
/
‘\E [ Me_ .

\ / -
~ 7’ 1
» (translacao da S.T.)

(rotacdo da S.T.)
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Da expressao obtida, é possivel concluir que:
e S.T.’s planas permanecem planas na flexao pura de barras curvas;

e A parcela proporcional a B na componente de deslocamento ug nao é
univoca em 6, sendo fisicamente impossivel de ocorrer em um anel
fechado. Dai a razao de termos tomado B = 0 na solucao do vaso de
pressao cilindrico (vide slide 13).
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6. Flexao de uma barra curva por uma forga na sua
extremidade

Hipoteses:

Barra curva, de S.T. retangular constante (ou seja, ndao varia com z),
submetida a flexdo no plano de curvatura por uma forca transversal P (por

unidade de espessura) aplicada a extremidade superior na direcao radial.
P

— X

) r
a (o)
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Observando que o momento fletor em uma dada S.T. é proporcional a
sen(0) e que a tensdao normal gy € proporcional ao momento fletor (de
acordo com a teoria elementar de flexao de barras curvas), podemos
admitir que isto também seja valido para a solucao exata.

%
or?

E, lembrando que: oy

Podemos considerar que: ¢@(7,80) = f(r).sen(6)

Substituindo tal expressao para a funcao de tensao na equacao de

compatibilidade de deformacdes:

2 2 2 2
ERTRWLCRE YR
orr ror ¥ oe* \or* v or r* 06*
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d> 1d 1|df 1d
Encontramos: [+. - j[ f+f—fj:0

ar* rdr r* \Ndr* r dr r*
cuja solucao é dada por:

é(r,0) = {Aﬁ +BLiCr+Dr ln(r)}sen(ﬁ)

r

e o campo de tensoes fica dado por:

2
o _Log 109 =(2A.r—2—8+2j.sen(6’)
r or 1’ 06° oo
2
Oy = o9 _ (6/1.1/ 2B, Qj.sen(é’)
or? Py
2
TrH :L%—l 8 ¢ :—(2147'_2—84_2)008(6)
2 00 r oro oo
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Da condicao de que os bordos interno e externo da barra curva
estao descarregados, teremos:

o, =0
parar=a € r=>b
Trﬁzo

———

Resultando: 2A.a—2—B+2:O

a  a
2A.b—2—8+2:0
_ b> b
A 3a condigao é dada por:
b2 _ 42 b
j(rrg ezo)d’” _y > — 4p? —a2)+B.( az.bi )—D.ln 2 _p

a
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4=t
2N
B:_P.azz.b2
2N
D__P.(a2 +b%)
- N
Onde: N=a*>-b*+(a* +b%).In b
a

Substituindo os valores das constantes A, B e D nas equacdes anteriores,
temos o campo de tensdes totalmente determinado.
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P| a*b* (a*+b?)
N r r

e, para a extremidade inferior (6 = m/2), encontramos:

242 2 2
00=£ 3r_ab _(a”+b7)
N = v

T’,.QZO

Os calculos permitem concluir que a teoria simples, baseada na hipodtese
de que as secOes transversais permanecem planas durante a flexao,
fornece resultados satisfatorios.
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Vamos analisar, agora, qual problema pode ser resolvido se a fungao

de tensao tiver a forma:
P(r,0) = g(r).cos(0)

Antes, porém, devemos observar que, para que a funcdo dada acima seja

uma funcao de tensao, devemos ter:

(i+l & + L @ j(@2¢+1.8¢+ : az¢j:0

or* r or r2.892 or* r or r2.892

Assim, resulta (como no caso anterior):

2 2
[dg, d_1 )[d g;,dg_g}zo
ar’ v dr r* Ndr* r dr *
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1
cuja solucio é: &(r) = 143-7”3 +By.—+ Gy + Dyr.In(r)
r

A funcao de tensao fica entao dada por:

r

H(r,0) = {/g 7>+ B, l +C,.r + D, .r.ln(r)}.cos(@)

e o campo de tensdes associado sera dado por:

_1o¢ + L o' = (2/13.1/ - 2133 + D, ].005(9)

' r.ﬁr r2.892 v v

2
o, = ¢ _ (6/13 o+ 2133 - D, ].005(9)

O

or’ r v
2
T, :L.%—l. L :(2/13.1/— 25, + = ].sen(&)
r* 00 r oroé P’ r

—_—
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Aplicando estes resultados a um anel circular submetido a uma forca normal
(por unidade de espessura) na extremidade superior, teremos:

P

)2 |

e Condicdes de contorno nos bordos interno (r = a) e externo (r = b):

o, =0 ® a’ a
=0
B oA h- D5 Ps
__ b> b
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A 3a condicao é dada por:

_bf(%‘g:o)di”=P < 3A3.(b2 —a2)+B3.(b22_c;2)+D3.ln(bjzp

Resolvendo o sistema linear de 3 eqs. a 3 incognitas, teremos:

-
2N,
P.a’b’ b
B, = a Onde: N;= a*-b*+(a* +b2).ln[—j
2N, a
2, 12
D, = P.(a”+b")
— N3
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Tendo as solucdes para a flexao pura, para uma carga horizontal e para
uma carga vertical, a solucdao para qualquer forca inclinada combinada
com flexao pode ser obtida por superposicao:

4
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