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Agenda

1. Funcao de tensao de Airy (breve recapitulacao do final da aula anterior)
2. Problemas 2D em coordenadas retangulares: solucao por polinbmios

3. Efeitos de extremidade. Principio de Saint-Venant

4. Determinacao dos deslocamentos

5. Flexao de uma viga em balanco carregada na extremidade

6. Solucao do problema 2D na forma de séries de Fourier
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1. Funcao de Tensao de Airy

Vimos que tanto para problemas de EPT quanto para problemas de EPD as
equacoes resultantes obtidas sdo da forma (ja desprezadas as forcas distribuidas
por unidade de volume):

do ot
=9

d0x ay

0T do
L2V

d0x dy

0% 0%
<6x2 + 6y2> (Ux + Uy) =
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Consideremos uma fungdo ¢ = ¢(x, y) tal que:

aqu az_d) azd)

%x T 9y2 % T 9x? ‘v T T 9xay

Substituindo gy, g, e Ty, como definidos acima, nas egs. diferenciais de equilibrio e
na equacao de compatibilidade de deformacdes indicadas no slide anterior, obtemos:

do, 0Ty 93¢ 3¢

+ =0 & — =0 0=0
ox dy dxdy? 0dxdy? ¢
Ity 9% _ o 0°¢ + o9 0 © 0=0
ox dy 0x?0y 0x?0dy B

62 62
( T 2) (o + Uy) =0 © V3(V?¢p) =0 © V*p(x,y) =0
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Assim, se encontrarmos uma fung¢do ¢ = ¢ (x, y) que seja biharmonica (ou seja,
que atenda a condicao):

4 4 4
Vip(x,y) =0 o 6_qb+2 ¢ +6gb=

0,
dox* 0x?0y? dy*

entdo a solucao de um problema 2D da Teoria da Elasticidade (em condi¢cOes de EPT
ou de EPD) é encontrado, desde que as condicdes de contorno sejam também
atendidas.
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2. Problemas 2D em coordenadas retangulares: solucao por polindomios

Consideremos, inicialmente, a fungdo de tensdo de Airy, ¢ = ¢(x,y), formada por
polinbmios de segundo grau:

A C
do(x,y) = 72952 + Byxy +72y2-

E imediato verificar que tal fun¢do é biharmdnica (satisfaz a condigdo V*¢p(x,y) = 0),
de tal modo que pode ser empregada para encontrar a solucao de um problema de
EPT ou de EPD, bastando determinar o carregamento sobre o contorno. Considerando
despreziveis as forcas distribuidas no volume, encontramos:
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Nesse caso, as trés componentes de tensao sao constantes em todos os pontos do
corpo, de tal forma que a fungao ¢, representa uma combinag¢ao de tensdes
uniformes, de tragdao ou compressao (de acordo com os sinais das constantes C, e
A, ), segundo duas dire¢des perpendiculares, e uma tensdao uniforme de
cisalhamento (de intensidade dada por |B,|).

Naturalmente, as forcas (distribuidas) aplicadas sobre o contorno do sélido devem
ser tais que:

s} =1{p} = [THn}

Assim, aplicando tal condicao para o caso de uma chapa retangular cujos lados
sao paralelos aos eixos coordenados, teremos:

y p B

v

D C
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Sobre o contorno AB:

C, -—-B,||0]| |—-B,
n=0,])=s= | |=
-B, 4, ||1 A,

Sobre o contorno BC:

C, -B |1 C,
n=>10)=>s= | |=
-B, 4, ||0]| |-B,

Sobre o contorno CD:

n=0,-1)=s= : =
-B, 4, ||-1| |-4,
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Sobre o contorno DA:
ii=(-1,0)=5= | =
— 1'32 A2 0 1'32

Resultando (para A,>0,B,>0e C,>0):

LAI,NJ[IJIZHHL

e =

—1 _ —
EERSNEARENREY
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Consideremos, agora, a fungdo de tensdo de Airy, ¢ = ¢(x,y), formada por
polinbmios de terceiro grau:
Az B C3 D3
_ 3 2 2 3
X,Y) =—X"+— XY+ Xy +—
¢3(x,y) =— S XYty + oy
... que também é uma funcdo biharmdnica (V*¢(x,y) = 0) e, portanto, pode ser
empregada para encontrar a solucao de um problema de EPT ou de EPD. Considerando
despreziveis as forcas distribuidas no volume, teremos:

0%¢

Oy =_6 > = (3x + D3y
y Obs: Note que algumas constantes aparecem em

aqu mais de uma componente de tensao, mostrando
0y = == = Azx + B3y claramente que as deformag¢des (associadas as

0x tensdes) nao podem ser arbitrariamente

escolhidas.
o%¢ B C

Tyy = — = —B3x —
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Tomando todas as constantes nulas, com exce¢dao de D;, teremos as

distribuicOes:

gy = D3y

gy, =0 Txy =0

Aplicando tal condicao a mesma chapa retangular, de lados paralelos aos eixos
coordenados, teremos (para D; > 0):

Ds.c

E

y F 3
Ds.c
'Y
o
A >

\ C ®) X é
N J

-Ds.c -Ds.c

(chapa sob flexao pura)
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Obs: Note que, dimensionalmente, devemos ter [D;] = N/m3

M,
Assim, denominando: D; = T
VA
Teremos: M,
o, = —

x I, y

...que coincide com a distribuicao dada pela teoria simples de viga.
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3. Efeitos de Extremidade. Principio de Saint-Venant

Vimos que a funcdao de tensao de Airy permite determinar a distribuicao de
tensdes em problemas de EPT e de EPD, desde que os esforcos distribuidos no
contorno do sélido estejam aplicados da mesma forma que a prevista pela
solucao.

Contudo, segundo Saint-Venant, mudancas na forma de aplicacdo do
carregamento nas extremidades (sem alterar o valor da resultante) acarretam
apenas modificacdes localizadas na distribuicdo de tensdes e deformacdes,
pouco afetando a distribuicdao de tensdes e deformacdes em pontos distantes
dos contornos.
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A mudanca na distribuicdo do carregamento equivale a superposicao de um sistema
estaticamente equivalente a forca e momento nulos, conforme ilustra a figura
abaixo:

\ efeito localizado /
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4. Determinac¢ao dos deslocamentos

Quando as componentes de tensao sao calculadas a partir de uma funcao de
tensdao, as componentes de deformacao podem ser obtidas a partir da Lei de
Hooke, e as componentes de deslocamento (u e v) podem ser obtidas
diretamente a partir da integracdao das relacdes deformacdes-deslocamentos:

ou

Ox

o,

oy 4

ou , v _
oy Ox T
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Podemos notar também que as componentes de deformac¢dao permanecem inalteradas
se adicionarmos aos deslocamentos u e v funcdes da forma:

u*=A+ By
v* =C — Bx

Tais fungbes correspondem a movimentos de corpo rigido, ndao alterando a
distribuicdo de tensdes e deformacdes no interior do sdlido.

A C > movimentos de translacdo de C.R.
B :: > pegueno angulo de rotacao de C.R. em torno do eixo z
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Observe também que o tensor gradiente dos deslocamentos, obtido com o
campo de deslocamentos dado por u* e v*, é dado por:

— Ju” Jdu™]
u*=A+ By :> L] = ox Jdy| 10 B
o = C — By dv* OJv —B 0
| dx  0dy .
Levando a:
I+ 1450 B, [0 -B 0 0
[E] == _E(—B 0]+[B 0])_[0 0
L]+ [L]* + [L]'[L] [B%/2 0O
Mas: = =
as: [E] 2 0 B%/2
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5. Flexao de uma viga em balanco carregada na extremidade

y A
AN
P ; 5 AN
X ¢ N\
-< l >
2
o | 0 _
eja a funcao de tensao dada por: Oy ="T>5= D,y.x.y
Qy
D 2
o(x,y) :Bz.x.y+—4.x.y3 > o = 0'¢ =0
6 Y axz
2
D
Ty =7 7 =~ 2——4-)/2
oxoy 2

—
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Impondo que:  7,, =0 paray==%c

Viré: Bz =——20

E como: ”Txy dasS =-P (em x =0)

S
3 P .
Resulta: 32 == (onde t é a espessura da chapa)
[.c
D - 2B, 3P _ P P
Logo: *T T2 T T 23T T to3/12 .,
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"O_ _ Pxy
Resultando, por fim: ) I,
c,=0
P (2 5
Ty =57 .(c —y )

...que coincide com os resultados da teoria simples de viga.

E, para o campo de deformacdes, obtemos, pela Lei de Hooke:

B o O« __ Pxy
Y E E.q
-vo, V.Pxy
E = =
g E E.q
4 P
Xy 2 2
= =——\c" —
& G 2G1 ( Y )
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E, para o campo de deslocamentos:

u(x y):_P.xz.y_v.P.y3 +P.y3 N PI* _P.02 N
’ 2EI 6.EI 6GI \2EI 2GI
Pxyv> Px> Pl’x PI’
v(x,y):V Xy~ Px” [ X, [

2.E1 6.£1 2.EI 3.E]

onde foram utilizadas as seguintes condicdes para impedir os deslocamentos de
corpo rigido:

— u=20
x =1

> v=20

y=0 av_

- P
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6. Solucao do problema 2D na forma de séries de Fourier

Vimos que a determinacdao do campo de tensdes em problemas de EPT e EPD pode
ser feita em certos casos utilizando-se a funcao de tensdao na forma de um
polinbmio.

Uma generalidade bem maior do problema pode ser obtida tomando-se a funcao

de tensao na forma de uma série de Fourier (seja na variavel x, seja na variavel y,
ou em ambas as variaveis).

Aplicando-se tal método a chapas retangulares, de lados paralelos aos eixos
coordenados e carregadas apenas sobre os bordos superior e inferior, podemos
observar que as componentes do carregamento podem apresentar
descontinuidades uma vez que tais descontinuidades podem ser bem
representadas através de um numero suficiente de termos da série de Fourier.
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Tomando, por exemplo, a funcao de tensao na forma:

#(x,y) = Sen( jf ()

onde m é um numero inteiro, teremos a seguinte relacao obtida a partir da
equacao de compatibilidade:

d*f(y) Ry d’f(y)
dy* dy’

+at.f(y)=0

m.r
onde: o= T

A solucao da E.D.O. acima fornece:

f(y) =C,.cosh(ay) + C,.senh(ay) + C;.y.cosh(ay) + C,.y.senh(ay)
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Resultando para a funcao de tensao:
o(x,y) = sen(ax).[Cl.cosh(og/) + C, senh(ay) + C;.y.cosh(ay) + C,. y.senh(ay)]

e para o campo de tensdes (desprezando as forcas de volume):

_9%P(x,y)
8y2

+ G, .a.(2.senh(ay) +a.y. cosh(ay)) +C, .a.(2.cosh(ay) + a. y.senh(ocy))]

o = sen(ax)|C,.a*.cosh(ay) + C,.c” .senh(ay) +
x 1 2

_(x,p) _
y 8.7(:2

+ C;5.y.cosh(ay) + C,.y.senh (ay)]

o)

—a?.sen (ocx).[C1 .cosh( ay) + C,.senh (ay) +

— m = —q. cos(ooc).[C1 asenh(ay)+ C,.a.cosh(ay) +

TX
4 OxOy
+ G, .(cosh(ay) + . y.senh(ay)) +C, .(senh(ay) + . y.cosh(ay))]
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Observamos que as constantes de integragao C,, C,, C; e C, podem ser obtidas
diretamente das condicdes de contorno aplicadas ao bordo superior e inferior da
viga. Por exemplo, admitindo que os carregamentos nos bordos inferior e superior
da chapa sejam dados por:

Sp; = +A.sen(a.x)e, (4>0) (bordo inferior: y = - c)
Sps = —B.sen(a.x).e, (B>0) (bordo superior: y = +c)

yu B

v
o~
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Utilizando as expressOes obtidas para as tensdes, teremos quatro equacdes a quatro
incognitas (C,, C,, C;e C, ). A solugdo do sistema fornece:

_(4+B) [senh(a.c) +a.c. cosh(a.c)]

- o’ [senh(2a.c) + 2a.c]

C - (A-B) [cosh(a.c) + a.c.senh(a.c)]
2 o [senh(2a.c) - 2a.c]

o _(A=B)  acosh(ac)
3 o [senh(2a.c) - 2a.c]

C—_ (A+B) a.senh(a.c)

4

o [senh(2ar.c) +2a.c]

e a partir dai temos os campos de tensdes e deformacgdes completamente definidos.
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No caso mais geral, a distribuicao das cargas verticais ao longo dos bordos
superior e inferior da chapa pode ser representada pelas séries de Fourier
completas:

gy = A, + Z A, .sen( nrx

Ne—
+
[
§b;
o
@
o
2
7~ X\
S
1N
L
Ne—

m=l1 m=1
q,, =B, + Z B, .sen( m;rxj + Z B,.. cos( m;rxj
m=l1 m=1
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