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1. Equag¢oes de compatibilidade de deformacoes

As componentes de deformacodes no interior de um solido ndao podem ser
arbitrarias, devendo satisfazer as seguintes equacdes de compatibilidade

de deformacgdes:

azyxy _ azgx @2gy 825x _ 1.8(_ 07y N 0y . N 87/ny
oxdy oyt ox’ oyoz 2 Ox Ox oy Oz
oy, 0%, +5252 e, 10 (57@2 oy, 87/ny
ooz oz oy’ oxoz 2 oyl o&x Oy Oz
Oy, %, . 0%, e, 10 (87/)}2 L 8yxyj
Ozox  ox*  oz° oxdy 2 0z oOx oy 0z
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Campo de
deformacdes dos
pontos do sdlido:

Campo de i "
deslocamentos dos e — a_u — £.(x,,2,1)
pontos do sélido: x Ty VL
dv
R _ ey =5, = &Y. 20
u=u(xvy,zt) > ow
g, =—==¢.,(x,9,2,1t)
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w =W(X,y,Z,t) //// yxy =a—y+a=‘yxy(x’:)/,z’t)
TTTTTTTmTTs Ju Jdw
Vxz = 07 + Ox = Yez(X, ¥, 2, t)
dv ow
yyZ — aZ + ay — yyZ (x’ :V’ Z’ t)
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As equacdes de compatibilidade de deformacdes podem ser facilmente
verificadas a partir das relacdes deformacgdes-deslocamentos, como ilustra
o exemplo a seguir (para a 12 equacdo de compatibilidade):

02
ou dy? 0%e,  0°u
& =55 g dy%  dy20x
0° +
_dv Jx2 0%, AL
v = dy dx2  0x20y
y ||
_ a_u @ dx0y azyxy _ 0°u + 03v
Vay = dy Ox T 9xdy 0xdy? ' 0x20y
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Utilizando a Lei de Hooke generalizada (para materiais isdtropos) e as equacoes

diferenciais de equilibrio, pode-se mostrar que as equacdes de compatibilidade de
deformacdes (escritas em funcao das tensdes) ficam dadas por:

‘72

Vio. +

y

‘72

Vir

yZ

2
Vv Ty +
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1 & 6’ v (ob, 0b, b, ob,
Tt — == : + + —2.
1+v ox? l-viox oy oz ox
R Q v [0b, N ob, N ob, | %
l+v oy? l-viox oy oz " Oy
1 & 6’ v (ob, 0Ob, &b, ob,
= - : + + —-2.
1+v 6z2 1 ox Oy Oz 0z

1 o° 6 [db, 5by
1+v 8y82 8y 0z

Onde:

6 =tr(T) =0, + 0, +0,

1 86’__ 8bz+%
1+v Ozox ox Oz

1 o° 6 | 0b, N ob,
1+v 8x8y oy Ox
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Notamos que as equacdes de compatibilidade de deformacdes
(expressas em funcao das tensdes) contém somente derivadas de 22
ordem das componentes de tensao.

Logo, se as forcas externas sao tais que as equacoes diferenciais de
equilibrio e as condicdes de contorno podem ser satisfeitas tomando as
componentes de tensao como constantes ou como funcgdes lineares das
coordenadas, as equacdes de compatibilidade sao satisfeitas, sendo este
sistema de tensoOes a solucao correta do problema.

(V. Timoshenko & Goodier, “Teoria da Elasticidade”, cap.8, §85, pg.233)
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2. Problemas de Estado Plano de Tensao (EPT)

Dizemos que um sdlido estd em estado plano de tensao (EPT) quando as
seguintes condicOes sao preenchidas:

 Geometria: a geometria da estrutura é a de uma chapafina (t < L),
cujo plano de meia espessura é paralelo a um dos planos coordenados
(como o plano Oxy);

* Carregamento: o carregamento consiste em forcas aplicadas sobre o
contorno, paralelas ao plano da chapa, e distribuidas uniformemente
ao longo da espessura.
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superficies
descarregadas

Para os pontos da superficie lateral (superficies descarregadas) temos:

V telt,t;], VPe 9 = T(P)i=5(P,1)=0
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Assim:

Para a face de normaln = (0,0,1),

Oy Z-yx Tox 0 T = 0
T, 0O, 7, {0 —> | 7,=0
T T, O 1 o,=0
E, para a face de normalnn = (0,0, —1), = —&,:
Ox Tyx Tx 0 7..=0
r, o, 7,10 —> | r.,=0
_Z&Z ‘T}a o —1 O, =0
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e,:

-
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Desta forma, as componentes de tensdo g, T,, € T,y sdo0 nulas em

ambas as faces da chapa e pode-se admitir, a principio, que sao nulas
também no interior da mesma (em virtude da pequena espessura da
chapa e da continuidade das tensdes ao longo da espessura, uma vez
fixadas as coordenadas x e y).

O estado de tensdo € entdo especificado apenas pelas tensoes ay, o, €
Txy, Sendo, portanto, denominado estado plano de tensdes. Pode

também ser admitido, como aproximacao, que estas trés componentes
de tensao sdo independentes da coordenada z (ou seja, elas nao variam
ao longo da espessura). Assim, podemos escrever:

Ox = 0x(X,Y) oy 2 oy(%,y)  Txy =Ty (%, Y)
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No caso de problemas de EPT, as equacdes diferenciais de equilibrio ficam
simplificadas na forma:

do, 0T 0T 0%u
=+ 2=+ %+ by = U—
dx = dy Sz ot2
ot do, 0T 0%v
= 2 ¢ /+b -
dx = Qdy /az at2

oA
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Se forem desprezadas as forcas de inércia, ficaremos com:

00, O0Tyy

b, =0
ox dy * Dx
0Tyy 00y

b, =0
ax dy Dy

Mesmo com estas simplificacOes, verifica-se que o problema é estaticamente
indeterminado, sendo necessaria uma terceira equacao para que seja
possivel determinarmos as trés componentes de tensao. Esta 32 equacao
adicional é a 12 equacao de compatibilidade de deformacdes dada por:

827/xy ole.  O's
_|_
oxoy  oy*  ox’
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Se o material for elastico-linear e isétropo, é possivel mostrar que esta
equacao de compatibilidade de deformacdes, expressa em funcdao das
tensoes, fica dada por:

0 0’ ob, 0b
ot o (ax +Jy):—(1+v){ = ayy)

Se as forgas distribuidas no volume forem apenas as de origem gravitacional,
teremos (considerando que b, = 0, e by, = ug):

07 07
<6x2 + 6y2> (ax + ay) =0
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Nesse caso, o campo de tensdes deve satisfazer as equacoes:

do, Ot
4+ =0
0x dy
0Ty, 00y,
0x * oy —HY
02 02
T2 + 3772 (O‘x + ay) =0

...além, é claro, das condicdes de contorno e condicdes iniciais.
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3. Problemas de Estado Plano de Deformacgao (EPD)

emos que um soélido esta em estado plano de deformacao (EPD) quando

as seguintes condicdes sao preenchidas:

02/10/2025

Geometria: aplicdvel a estruturas prismaticas (prisma reto), sem
variacao na secao transversal, e que possuem a dimensao na direcao
longitudinal (comprimento) muito maior que as dimensdes da prdpria
secao transversal;

Carregamento: o solido deve ser solicitado por forcas perpendiculares
aos elementos longitudinais e que nao variam ao longo desta direcao;

Condicdes de contorno nas extremidades: admite-se a existéncia de
planos rigidos, fixos e sem atrito, que impedem os deslocamentos de
todos os pontos destas extremidades na direcao longitudinal (direcao z).
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planos rigidos,
X fixos e sem atrito

Carregamento deve ser
uniforme e auto equilibrado:
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Decorre das hipoteses admitidas que:

i. N&o ha deslocamentos axiais nas extremidades, nem, por simetria,
na secao do meio (0o mesmo valendo, portanto, para todas as demais
secoes transversais);

ii. Todas as se¢des se comportam da mesma forma e, portanto, as
componentes de deslocamento u e v sao independentes da
coordenada z.

ruzu(x,y)
Ou seja: Vielt,t;], VPe f = v=v(x,y)
w=0
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£ _8_u_g (x,y)
X Ox XY 7/xy
ov
(C,‘y:a:gy(x,y) 7/yz
ow
e, =—=0
z 82 }/ZX

E, da lei de Hooke, segue que:
Oy = A(ex + ey) + 2Ge,
gy = A(ex + ey) + 2Ge,,

0, = A(ex + ey)
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My (5
8)/ 8 7.X'y ’y
8\/ 8w 0
82 8)/
8w 8u 0
8x 82
Txy = nyy
Tyz = 0
Tzx = 0
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Assim, no caso de problemas de EPD, as equacoes diferenciais de equilibrio
ficam simplificadas na forma:

ox = dy /oz 0t2
0T,y 00, 074 0%v
ox dy +/32 + by Hocz
OT%_I_ 0ty 09, 2w

Se forem desprezadas as forcas de inércia, ficaremos com:
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do, 0Ty,
b, =0
ox dy * Dx
0Ty, 00y,
=0
=+ 5 + b,

Como nos casos de EPT, os problemas de EPD sao também estaticamente
indeterminados, sendo necessaria a equacao de compatibilidade de
deformacdes para que seja possivel resolver o problema:

Gzyxy _ 0°¢, s azgy
oxoy oy ox’
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Se o material for elastico-linear e isétropo, é possivel mostrar que esta
equacao de compatibilidade de deformacdes, expressa em funcdao das
tensoes, fica dada por:

"+ o, vo,)=-

1 (ob, Ob,
X |
x> oy’

l-vi ox oy

Porém, se as forcas distribuidas no volume forem apenas as de origem
gravitacional, teremos (considerando que b, = 0 e by, = ug):

0% 07
<6x2 + 6y2> (ax + ay) =0
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Nesse caso, o campo de tensdes deve satisfazer as equacoes:

do, Ot
2+ —L=0
0x dy

0% 0%
(axz + 2) (O'x + ay) =0

..além das condicdes de contorno e condic¢des iniciais do problema.
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4. Problemas de Estado de Tensao Axissimétrico (ETA)

Dizemos que um sdlido estd em um estado de tensao axissimétrico (ETA)
guando as seguintes condicdes sao preenchidas:

02/10/2025

Geometria: o sélido possui um eixo de axissimetria, de tal forma que a
estrutura pode ser construida pela revolucao de uma secao plana
(qualguer) em torno desse eixo;

Carregamento: também deve ser axissimétrico;

CondicOes de contorno e condicdes iniciais: igualmente axissimétricas.
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Em estruturas axissimétricas
submetidas a carregamentos
axissimétricos, basta analisar
uma “fatia” da estrutura.
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Nas condicdes de ETA: u, = u,(r,z,t), ug =0, u, =u,(r, z1t)

Logo, as relacdes deformacdes-deslocamentos em coordenadas cilindricas ficam:

. ou, . ou, . ou, N ou,
" or Z 0z 79z = Or
ol 1
" v T r 96 r
dug 10u, ug _
—— 7 4= - — =0 (tr¢ = 0)
Yre = "5, * rag r :> Yre "
dug 10u, _
_ %6 - =0 (92 = 0)
Yoz 0z + r 90 :> Yoz Z
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Com estas simplificacdes, as equacoes diferenciais de equilibrio em
coordenadas cilindricas ficam dadas por:
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Ou seja, as condicoes de equilibrio na direcao circunferencial ficam
automaticamente satisfeitas, bastando impor o equilibrio nas direcoes
radial e axial, como indicamos a seguir:

do, 0T 0, — 0 0%u

r zr n r V) n br =y r

or 0z r dt?2
0T do, T 0%u
rz + VA + rz + bZ — M yA
or 0z r dt?2

Utilizando a Lei de Hooke generalizada e as relacdes deformacoes-
deslocamentos apresentadas no slide #27, podemos obter um sistema de
duas EDP’s nas incognitas u,, = u,.(r, z,t) e u, = u,(r, z, t).

02/10/2025 PME-3454 Introdugao as Estruturas Aeronauticas - Aula #14

29



Escola Politécnica da Universidade de SGo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

5. Funcao de Tensao de Airy

Vimos que tanto para problemas de EPT quanto para problemas de EPD
as equacoes resultantes obtidas sao da forma:

do, 0T
R
d0x ay
0Txy 0doy
d0x * dy B
92 02
<6x2 T 6y2> (0x +0y) =
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Consideremos uma fungdo ¢ = ¢(x, y) tal que:

9 ¢ _P%¢ 9%

Substituindo a,, Ty € Tyy, COMO definidos acima, nas equacdes diferenciais

de equilibrio e na equacao de compatibilidade de deformacdes indicadas no
slide anterior, obtemos:

0 0t 93 03
% Oyx g o 2P _ 9P _ o 9=
0x dy dxdy? 0dxdy?
0Txy 00y 93 qb 3¢
ox * dy Hg < axzay 0x20y g Hg <

0% 0%
<6x2 + 2) (o, + ay) =0 © V3(V%¢p —2ugy) =0 © V*p(x,y) =0
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Assim, se encontrarmos uma fung¢do ¢ = ¢(x, y) que seja bi-harménica
(ou seja, que atenda a condicao):
0*¢ o0*¢  0*¢

y4 ) =0 & —42
(x,7) dx* * 0x2%0y? * dy*

0,

...entdo a solucdao de um problema 2D da Teoria da Elasticidade (em
condicoes de EPT ou de EPD) é encontrado, desde que as condicdes de
contorno sejam também atendidas.

Este método de solucao foi proposto por Sir George Biddell Airy em 1862 e
utilizado para resolver diversos problemas bidimensionais da Mecanica dos
Solidos, tendo sido utilizado, por exemplo, por H.M. Westergaard para
determinar o campo de tensbdes e deformacgdes nas vizinhangas da ponta
de uma trinca, o que contribuiu em grande escala para o desenvolvimento
da Mecanica da Fratura.

Ref.: https://en.wikipedia.org/wiki/George Biddell Airy
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