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Tensoes cisalhantes em vigas [1-17]

1. Introducao e hipoteses

2. Equacodes diferenciais de equilibrio em vigas de parede fina (S.T. aberta ou
fechada) [1-17.1]

3. Cisalhamento em vigas de parede fina com S.T. fechada [1-17.3]

4. Centro de cisalhamento em vigas de parede fina com S.T. fechada [1-17.3.2]

5. Exemplos de aplicacao
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1. Introducgdo e hipoteses

Nesta aula vamos dar continuidade a determinacao da distribuicao de
tensdes de cisalhamento em vigas de parede fina, com o estudo das vigas
de secao transversal fechada, formando uma unica célula.

Neste caso, ao contrario do que foi visto nas secdes transversais abertas
(onde era necessario que as linhas de acdao das forcas transversais
passassem pelo centro de cisalhamento), as linhas de acdao das forcas
transversais podem, agora, passar por qualquer ponto.

Consequentemente, os carregamentos associados as tensdes cisalhantes
gue serao calculadas podem ser compostos por forcas transversais e um
momento de torcao atuantes na secao.
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Hipoteses:

As hipoteses sao as mesmas empregadas na aula anterior (para o estudo da
distribuicao das tensdes de cisalhamento em vigas de parede fina e secao
aberta), a saber:

* Viga possui parede fina;
e S.T. é uniforme (ndo varia ao longo do comprimento);

* Tensodes cisalhantes sao uniformes ao longo da espessura da parede e
tangentes ao contorno da S.T;;

* Tensdes normais sao uniformes ao longo da espessura da parede;
* Efeitos de vinculos axiais sdo despreziveis (empenamento livre da S.T.);

* Material homogéneo, isdtropo e com comportamento elastico-linear.

22/08/2025 PME-3554 / Introducdo as Estruturas Aeronauticas / Aula #06



Escola Politécnica da Universidade de SGo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

2. Equacoes diferenciais de equilibrio em vigas de parede fina
(S.T. aberta ou fechada)

Elemento infinitesimal a ser
analisado, com dois lados
paralelos ao eixo central Cz
(distantes ds entre si) e dois
lados paralelos a segoes
transversais adjacentes
(distantes dz entre si).
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Lembrando que, pela simetria do tensor das tensdes, 75, = T, = T e definindo o fluxo
de cisalhamento como:
q=rt.t
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Teremos, de forma equivalente ao diagrama anterior:

Desprezando agora as possiveis variacdes de espessura ao longo dos comprimentos
infinitesimais ds e dz e desprezando também as forcas distribuidas no volume (no elemento
infinitesimal de dimensdes ds x dz x t ), teremos ao impor o equilibrio de forcas na direcao
longitudinal (ou seja, segundo o eixo z):
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do. 0
6, + 22 dz | tds — (o,)tds + (g + —ds | dz — (q)dz = 0
0z ds

Fazendo as simplificacdes, dividindo cada parcela pelo produto ds.dz, e levando ao limite
parads — 0 eparadz — 0, vira:
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3. Cisalhamento em vigas de parede fina com S.T. fechada

Retomando a equacdo vista na secdo anterior:

do 0
A Sy
0z ds
Admitindo que a distribuicdo de tensdes normais decorrentes da flexao simples
possa ser representada de forma aceitdvel pela teoria simples de viga, temos (vide

Aula #02):

_ (Mylxx - Mxlxy) (Mxlyy - Mylxy)

g, = X +
‘ (Ixxlyy - I,%y) (Ixxlyy B I,%y)

Assim, para vigas com sec¢oes transversais uniformes:

oo, ((0My/02)1 — (OM/02)Lyy)  ((OMy/02)1y, — (0M,/02)1,y)

= X+
0z (Ixxlyy - Iagy) (Ixxlyy - Iagy)

y
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Mas das equacOes diferenciais de equilibrio da viga (vide Aula #02, slides #17 e #18):

aMy dM,
_ "y S =
Sx = 0z © Y 0z

Substituindo as relagdes acima na expressio de do,/0z resulta:

00, _ (Sxlxx = Sylxy) - (Sylyy — Sxlyy)
0z (Ixxlyy - I,%y) (Ixxlyy o I,%y)

Logo:
09  (Silex — Sylyy) (Sylyy = Silxy) .

- — tx —
as (Ixxlyy — I,%y) (Ixxlyy - IJ%y)

Integrando a equacao acima ao longo da coordenada curvilinea s a partir de uma
origem conveniente, teremos:
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Jﬂds _ (S Lex — Sylxy)J — Sx Ixy)Jtde

ds ( XX yy I,%y) xx yy I,%y)

Sxley — Syl —S I
( AL zxy ) J txds — xzxy) J tyds
( XX yy Ixy) ( XX yy Ixy) 0

Note que g, corresponde ao fluxo no ponto da se¢do escolhido como origem da
coordenada curvilinea s. Desta forma, temos:

q(s) = qo + qp(s)

q(s) = qo —

Onde:
Sylyy — Syl y — Syl
qp(s) = —( adad yzxy)th ds — xzxy)Jtyds
( XX yy Ixy) ( XX yy Ixy) 0
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O fluxo q,(s) corresponde ao fluxo de cisalhamento em uma se¢ao transversal
aberta cujo corte foi feito justamente no ponto escolhido como origem da
coordenada curvilinea s. Naturalmente, tal fluxo, q,(s), é o fluxo existente nesta
secdo aberta, para forgas transversais Sye S,, agindo no centro de cisalhamento da
mesma (ou seja, desta secao “aberta”).

Assim, para cada “corte” escolhido teremos um valor especifico de qq,
correspondente ao valor da tensao de cisalhamento no “corte” feito, e um fluxo
de cisalhamento g, (s) também correspondente aquela segdo aberta. Porém, a
distribuicao final das tensdes cisalhantes sera sempre a mesma,
independentemente da posicao do corte.

O valor de g, é obtido por meio do equilibrio de momentos (das forgas externas e
das forcas internas) em relacdao a um eixo longitudinal (paralelo ao eixo Cz)
passando por um polo arbitrario (devemos, usar, sempre, o polo mais conveniente
para os cdlculos).
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Tomando por base a figura abaixo e impondo a igualdade de momentos em relacao
ao polo indicado (que dista ng da linha de agao da forga S, e £y da linha de agdo da
forca Sy ), teremos:

SeMlo — Sy = j@ a()p(s)ds

Semo — Sy = j@ (qo + 4 ()p(s)ds

SxNo — Sy&o = qo % p(s)ds + % qp(s)p(s)ds

SeMo — Sy0 = 2Amdo + j@ 4 (s)P(s)ds

... de onde decorre o valor de q,.
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4. Centro de cisalhamento em vigas de parede fina com S.T. fechada

Lembramos que, por definicao, o centro de cisalhamento da secao transversal de uma
viga de secao transversal uniforme é o ponto geométrico em que, quando forem
aplicadas forcas transversais nesse ponto, elas ndao provocarao torcdo da viga (em
outras palavras, a viga ira fletir sem torcer).

Nas vigas de parede fina e secdo transversal aberta, a localizacao do centro de
cisalhamento era obtida pela imposicio do equilibrio de momentos (das forcas
externas e das forcas internas) com relacdo a um dado polo. No caso de secdes
transversais fechadas, este meétodo ¢é utilizado para determinar o fluxo de
cisalhamento gqo em um dado ponto (“corte”) da se¢ao no caso em gue se conhece o
ponto de aplicacdo das forcas externas. Como a posi¢cao do centro de cisalhamento é
desconhecida, este método nao é suficiente para que sejam determinados tanto o
fluxo de cisalhamento gy quanto a posi¢ao do centro de cisalhamento.

A equacao adicional para resolver o problema diz respeito ao angulo de giro (torcao)
por unidade de comprimento da viga produzido pelo fluxo de cisalhamento. Como
veremos nas proximas aulas, tal angulo de giro é dado por:
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do 1 [q(s) 1 [(qo+ qp(s))
= ds = ds
dz ~ 24,) Gt 24 Gt

Impondo que o angulo de giro seja nulo, vira:

do 1 +
Y_o o jé(% qp(s)) ds = 0
dz 24, Gt

1 qp(s) ,
qojéths+j£ Ct ds =0

A equacdo acima, juntamente com a equacdo de equilibrio de momentos, definem o
valor do fluxo gy (para um dado corte feito na se¢do) e a posicao do centro de
cisalhamento.
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5. Exemplo de aplicagdo

5.1) Determine a distribuicao do fluxo de cisalhamento para a viga de parede fina (com
espessura t = cte e t/r < 1) e secdo circular fechada indicada na figura abaixo,
decorrente da aplicacao de uma forca transversal F aplicada como indicado na figura.
Dados: F,r,t,a.

y N

1
1
1
1
[
[
1
1
1
v

|
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Solucdo:

Claramente a forca transversal ndao esta aplicada no centro de cisalhamento da secao,
o que faz com que o fluxo de cisalhamento seja decorrente tanto da acdo da forca
cortante (aplicada no centro de cisalhamento) quanto do momento de torcao que ela
gera (ao ser transportada para o centro de cisalhamento). O fluxo total é dado por:

Sely — Syl Sl — Syl
q(s) = qo + q»(s) = qo — Ualax = = ) J txds — ( = ) J tyds
( XX yy Ixy) xx yy Ixy)

Como S, =0, Sy = —F e o0s eixos x e y sdo eixos de simetria da secao (ou seja, Ixy = 0),

resulta:
S

F
q(s) = qo +I_ tyds
xxo

Para o calculo de g, consideremos (por exemplo) um corte na se¢ao no ponto de

coordenadas (x,y) = (0,7) (topo da viga), de forma que g, passa a ser o valor do fluxo
neste ponto (vide figura a seguir).
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Logo:
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S
F
q=qo+— | tyds = q +—Jtrcos<p (rdep ) = qo + 7
0
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‘/ Corteem (0,7)
F T
________ i __ - 5
Yy =71cosQp S=TQ ds =rde

S
Ftr? @
seng

0

F
Lyx I
0

X XX

q(p) = qo +
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I, 2mr3t
Como: Ly = Ly = ?p =—= rit
Teremos: q(@) =qo + ——seng, 0<¢<12nm

Para o cdlculo de g, basta impor a igualdade de momentos (das forgas externas e
das forcas internas) em relacdo a um eixo paralelo ao eixo longitudinal Cz passando
por um polo adequado. O polo mais conveniente neste caso é o proprio centroide
(que leva a bracos constantes e iguais a r para o calculo do momento devido as

forcas internas). Assim, resulta:

St 21

F
Fa = J q(s)p(s)ds = J (qo + n—rsemp) (r)rde
0 0
; 2( F ) 2T , : o Fa
=r —— CO0S = r =
a do®P 2 . Tqo do T2
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O fluxo total fica entao dado por:

fa + d seng =i(£+sen<p),

9(¢) :27rr2 r r \2r

Pode-se verificar que:

1. O fluxo de cisalhamento maximo ocorre em @ = 7w/2 e vale:

Qmax = T[ir(% + 1)

2. O fluxo de cisalhamento no ponto de corte decorre apenas do momento
de torcao sendo imediato verificar que o valor obtido € o mesmo que resulta
da aplicacdo da férmula de Bredt-Batho para a torcao pura de tubos de
parede fina (vide, p.ex., Gere & Goodno [2]):

T Fa

Q=24 " 2nr2
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3. Para a/2r > 1, o sinal do fluxo de cisalhamento resulta positivo para todos os
valores de ¢. O sinal positivo mostra que o sentido do fluxo de cisalhamento, nas
faces de orientacdo positiva, é anti-horario como estabelecido na convencao de

sinais (vide figura a seguir).
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5.2) Determine a posicao do centro de cisalhamento da viga de parede fina indicada na
figura abaixo. Dados: 7, t.

Vv

A
V.

E 2r
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Solucao: Naturalmente o centro de cisalhamento deve estar situado, obrigatoriamente,
sobre o eixo de simetria da secdo (no caso, o eixo Cx). Basta, portanto, determinarmos a
posi¢do ys. do centro de cisalhamento. Considerando que uma forga transversal S, atue
sobre o centro de cisalhamento, com sua linha de acao distante d do ponto O, e fazendo
um corte na sec¢ao separando os pontos “1” e “5”, teremos:

! 2r

X
(2)
l Sy
—
r | d
S m
(3) o' |c (5)
().

-
\
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Da imposicao de que o angulo de giro é nulo, resulta:

1 qp(s) ,
qojéths+% Ct ds=0

E sendo Gt = cte:
do % ds + % qp(s)ds =0 Eqg.(1)

O fluxo g, (s) em cada trecho é dado por:

Sxlyx — Syl Sylyy — Syl
qp(s) = —( = yzxy)th ds —( ny)Jtyds
( XX yy Ixy) xx yy Ixy)

S

Sy
qp(s) = —— | tyds

Ixx
0
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S S
S S,tsen S,tsen
qp12(s) = — 2| tyds = —y—ﬁ sds = _J’—BSZ
Lex Ly 21,
0 0
5Sy,senf
S = r\/g; %,12(52) = ——y—trz
2 Ly
No trecho 2-4: y =r.cosa, S, =ra, 0<a<m
5S,senf s.
sen
qp,24(8) = —— L ¢r? ——yJ tyds,
2 Ly Ly
0
5S B S ;
sen
qp,24(s) = —— X Tz 2L (t.rcosa)rda
2 Ly Ly

0
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5Sysenf Sytr2 a
- - t =
dp, 24(8) = 2 I, r? I sena .
5S.sen S tr?
qp,24(s) = ———ﬁtr 2 Y sena 0 <a<m)
2 Ly Ly

O fluxo basico no trecho reto 4-5 é idéntico ao do trecho 1-2, sendo desnecessaria sua
determinacao (verifique!). Retornando a equacao (1) do slide #24:

qoj{JdS + j{J qp(s)ds =0

/5 T
S.tsen 5S.,sen S tr?
QO(Z\/§+7T)T+2J (——y 'Bsz>ds+J<—— Y 'Btrz——y Sena>rda= 0

ZIXX 2 Ixx XX
0 0
S tsenf [ 515, senf s,
tsen mS,sen tr3
(10(2\/g + 7T)T = y—J (s?)ds + tr3 + J(sena)da
Ly 2 Ly
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\/—S trésenf 5SmSytrisenf _Sytr?

qo(2V5 + 1) = + +2
ol ) = Lo 2 Iy Lix
5v5 57
qO(Z\/_ + n) = < senfs +—senf + 2)
Ly 3 2
r 5
Mas: senf = =
P=F"s
/5
r3t , nr3t 2573t ;
L., = +2J (s.senf)“tds = > + 2 = 3,06151r°t
~ 0,307989 >
Logo: do = U, "
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<

Uma vez obtido o fluxo qq (o0 qual esta relacionado, ! Sy
obrigatoriamente, com a condicdao de que a forca r
transversal esta aplicada no centro de

Tomando o ponto O como polo, teremos:

! d

1

|
cisalhamento), basta impor a igualdade de Gl Or |¢ 1 (5)
momentos (da forca externa e das forcas internas). : :

: |

1

1

1

Sy.d = 2Anq0 + j{J qp(s)p(s)ds

No caso:

nr<  2r.2r 5 ] - _
Ayn = + > =~ 3,570796r (drea interna a linha de meia espessura)

2

SvS
qp 12(s) = —0,073038 y3 , 0<s<m/5 (fluxo no trecho 1-2)
' r

sin(@)

Sy Sy.
qb,24(s) = —0,36519067 — 0,326636 ) 0<a<m (fluxonotrecho 2-4)

r
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S
Qo = 0,30798973’ (fluxo de cisalhamento na posicao do corte)

2V5
Py = 2rsinf = %_r (distancia da linha de agdo do fluxo g}, 1, (s) ao polo O)
Doy =T (distancia da linha de agdo do fluxo g}, »4(a) ao polo O)

Resulta, assim:

/5 i
jéqb(s)p(s)ds =2 J qp12(S)p12ds + J qp2aP24(rda) = —2,287474S,r
0 0
1
E, portanto: d= 5 2Amq0 + j{J qp(s)p(s)ds| = —0,08794.r
Yy
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