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Tensoes cisalhantes em vigas [1-17]

1. Introducao e hipoteses

2. Equacodes diferenciais de equilibrio em vigas de parede fina (com S.T. aberta
ou fechada) [1-17.1]

3. Cisalhamento em vigas de parede fina com S.T. aberta [1-17.2]

4. Centro de cisalhamento em vigas de parede fina com S.T. aberta [1-17.2.1]

5. Exemplo de aplicacao
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1. Introducgdo e hipoteses

Nesta aula vamos determinar a distribuicao de tensdes de cisalhamento
em vigas de secao transversal aberta ou fechada (neste ultimo caso
formando uma unica célula). Nos dois casos aventados, considera-se que
a viga é formada por chapas de pequena espessura se comparada as
dimensdes da secao transversal, o que ¢é tipico de estruturas
aeronauticas. Os carregamentos associados as tensdes cisalhantes que
serao calculadas sao:

* Nasvigas de S.T. aberta: apenas as forcas cortantes agindo na secao;

 Nas vigas de S.T. fechada (unicelulares): tanto as forcas cortantes
guanto o momento de torcao agindo na secao.
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Hipoteses:

* Viga possui parede fina;
e S.T. é uniforme (ndo varia ao longo do comprimento);

« Tensdes cisalhantes sdo uniformes ao longo da espessura da parede!® e
tangentes ao contorno da S.T;;

* Tensdes normais sao uniformes ao longo da espessura da parede;
* Efeitos de vinculos axiais sdo despreziveis (empenamento livre da S.T.);

* Material homogéneo, isdtropo e com comportamento elastico-linear.

(*) Para que tal hipdtese seja aplicdvel, as linhas de acdo das forcas transversais devem passar,
obrigatoriamente, pelo centro de cisalhamento da se¢do transversal (se a secdo for aberta). No
caso de secoes transversais fechadas, ndo existe esta obrigatoriedade.
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2. Equacoes diferenciais de equilibrio em vigas de parede fina
(com S.T. aberta ou fechada)

Elemento infinitesimal a ser
analisado, com dois lados
paralelos ao eixo central Cz
(distantes ds entre si) e dois
lados paralelos a segoes
transversais adjacentes
(distantes dz entre si).
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Lembrando que, pela simetria do tensor das tensdes, 75, = T, = T e definindo o fluxo
de cisalhamento como:

q=rt.t
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Teremos, de forma equivalente ao diagrama anterior:

Desprezando agora as possiveis variacdes de espessura ao longo dos comprimentos
infinitesimais ds e dz e desprezando também as forcas distribuidas no volume (no elemento
infinitesimal de dimensdes ds x dz x t ), teremos ao impor o equilibrio de forcas na direcao
longitudinal (ou seja, segundo o eixo z):
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do. 0
6, + 22 dz | tds — (o,)tds + (g + —ds | dz — (q)dz = 0
0z ds

Fazendo as simplificacdes, dividindo cada parcela pelo produto ds.dz, e levando ao limite
parads — 0 eparadz — 0, vira:
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3. Cisalhamento em vigas de parede fina com S.T. aberta

Retomando a equacdo vista na secdo anterior:

do 0
A Sy
0z ds
Admitindo que a distribuicdo de tensdes normais decorrentes da flexao simples
possa ser representada de forma aceitdvel pela teoria simples de viga, temos (vide

Aula #2):

_ (Mylxx - Mxlxy) (Mxlyy - Mylxy)

g, = X +
‘ (Ixxlyy - I,%y) (Ixxlyy B I,%y)

Assim, para vigas com sec¢oes transversais uniformes:

oo, ((0My/02)1 — (OM/02)Lyy)  ((OMy/02)1y, — (0M,/02)1,y)

= X+
0z (Ixxlyy - Iagy) (Ixxlyy - Iagy)

y
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Mas das equacoOes diferenciais de equilibrio da viga (vide Aula #2, slides #17 e #18):

aMy dM,
_ "y S =
Sx = 0z © Y 0z

Substituindo as relagdes acima na expressio de do,/0z resulta:

00, _ (Sxlxx = Sylxy) - (Sylyy — Sxlyy)
0z (Ixxlyy - I,%y) (Ixxlyy o I,%y)

Logo:
09  (Silex — Sylyy) (Sylyy = Silxy) .

- — tx —
as (Ixxlyy — I,%y) (Ixxlyy - IJ%y)

Integrando a equacao acima ao longo da coordenada curvilinea s a partir de uma
origem conveniente, teremos:
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J@ o ulex = Sy Ly) J — Sxlyy) J tyds

ds ( xxlyy I,%y) xx Ly, I,%y)

Em particular, para vigas de secao transversal aberta, € conveniente escolher como
origem da coordenada curvilinea s uma de suas extremidades (de modo a obtermos
q(0) = gy = 0). Assim, o fluxo de cisalhamento fica dado por:

Sxley — Syl Svlyy — Syl
(Sxlx = Sy xy)th s—( zxy)Jtde
(Lexlyy = IZy)

q(s) = —

(Lexlyy = I3)

E importante ressaltar, novamente, que tal fluxo de cisalhamento (com tensdes de
cisalhamento constantes ao longo da espessura da parede) sé é possivel se as linhas de
acao das forcas transversais passarem, obrigatoriamente, pelo centro de cisalhamento
da secdo transversal (lembrando que, neste caso, a S.T. é aberta).
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4. Centro de cisalhamento em vigas de parede fina com S.T. aberta

Por definicdao, o centro de cisalhamento da secao transversal de uma viga de secao
transversal uniforme é o ponto geométrico em que, se forem aplicadas forcas
transversais cujas linhas de acdo passam por esse ponto, ndao havera tor¢cao da secao
(em outras palavras, a viga ira fletir sem torcer).

Naturalmente, na maior parte dos casos, € impossivel garantir que as linhas de acao
das forcas transversais passem sempre pelo centro de cisalhamento da secao
transversal. Contudo, observando que qualquer sistema de forcas transversais pode
ser representado pela combinacdao de uma forca transversal (aplicada no centro de
cisalhamento da secao) e um torgue, fica evidente a necessidade de conhecermos a
localizacao do centro de cisalhamento para qualquer tipo de secao transversal, seja ela
aberta ou fechada.
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Neste caso, guardadas as hipoteses de linearidade (do material e geométrica), podemos
aplicar o Principio da Superposicao para determinar as tensdes decorrentes do
carregamento transversal (aplicado sobre o centro de cisalhamento) e da tor¢ao pura.
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Decorre da definicdo do centro de cisalhamento que, se a secao possuir um (ou
mais) eixos de simetria, o centro de cisalhamento devera estar, obrigatoriamente

sobre tal (ou tais) eixo(s), como ilustram os exemplos abaixo:

¥y
t N\
E 3 v "‘
AL ! h
2
i
5* C i X C
h — rd
(*5, ¥s) |2 / CCO® ------ _I__d X
!
2 / 5, 1
/_,__ b
(eixo x & um eixo de simetria) (eixo y € um eixo de simetria)
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Observamos também que, se a secao for cruciforme, ou na forma de L, o centro de
cisalhamento estara situado no ponto de interseccao dos segmentos retos, como
ilustram os exemplos abaixo:

sC

SC

SCa
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Determinacgdo da posicdo do centro de cisalhamento:

A posicdao do centro de cisalhamento é feita simplesmente impondo-se a igualdade
dos momentos das forcas (externas e internas) em relacdo a um eixo paralelo ao
eixo longitudinal. O polo escolhido para a determinacao dos momentos deve ser o
que mais facilita os cédlculos, dando-se preferéncia ao polo que leva a bracos (das
forcas internas) simples de serem avaliados.

No caso em que inexistem eixos de simetria na secao, deve-se determinar as
coordenadas do centro de cisalhamento em duas etapas:

1. Determina-se a posi¢cdo x.. aplicando-se apenas uma forga transversal S,
(admitindo-se que sua linha de acdo passa pelo centro de cisalhamento);

2. Determina-se a posi¢ao y.. aplicando-se apenas uma forga transversal S,
(admitindo-se que sua linha de acdo passa pelo centro de cisalhamento).
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Vv

Fig.1: Determinagao da posi¢ao x.. do centro de cisalhamento
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Vv

Fig.2: Determinagao da posicao y.. do centro de cisalhamento.
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5. Exemplo de aplicagdo

5.1) Determine a distribuicao do fluxo de cisalhamento para a viga de parede fina e
secdo circular aberta indicada na figura abaixo, decorrente da aplicacdao de uma forca
transversal §,, aplicada no centro de cisalhamento da se¢do. Note que existe um corte
longitudinal na posicao definida pela coordenada angular 8 = 0.

Dados: §,, 7, t.
}l' [
. k=
—- %
= |
I Marrow slit
"-;E- |
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Solucdo:

Como a forca transversal esta aplicada (por hipdtese) no centro de cisalhamento da
secdo aberta, o fluxo de cisalhamento é constante ao longo da parede da viga (ndo ha
torcao do perfil). Assim, o fluxo fica dado por (vide slide #11):

Sxley — Syl y — Sxl
q(s) = —( ad yzxy)th ds — xzxy)Jtyds
( XX yy Ixy) ( XX yy Ixy) 0

Como S, = 0 e os eixos x e y sdo eixos de simetria da se¢do (ou seja, Iy, = 0), resulta:

s

S rz ]

q(s)=—— | tyds < q(0) = ——J t(rsenf)rdo = cos0
Lyex XX 0
2
q(0) = (cosf — 1)
xx
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_— I, 2mrit 3,
Como: xx = lyy =5 > = nr
SJ’
Teremos: q(0) = n—r(cose - 1), 0<6<2m

O fluxo de cisalhamento maximo (em valor absoluto) ocorre em 6 = m e vale:

2S,,

|Qméx| =

Observamos, ainda, que o sinal do fluxo de cisalhamento resulta negativo para
todos os valores de 8 (com excecao feita para os valores extremos 8 = 0e 8 = 27
para os quais o fluxo é nulo). O sinal negativo mostra que o sentido correto do fluxo
de cisalhamento, nas faces de orientacdao positiva, é contrario ao sentido positivo
considerado na convencao de sinais (vide slide seguinte), ocorrendo, portanto, no
sentido horario nas faces de orientacdo positiva, e no sentido anti-horario nas faces
de orientagao negativa.
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Fig.3: Distribuicao do fluxo de cisalhamento e sentido
do fluxo nas faces de orientacao positiva.

PME-3554 / Introducdo as Estruturas Aeronauticas / Aula #03

24



Escola Politécnica da Universidade de SGo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

5.2) Determine a posi¢ao &, do centro de cisalhamento da viga de parede fina e segao
circular aberta indicada na figura abaixo. Note que existe um corte longitudinal na
posicao definida pela coordenada angular 8 = 0.

Dados: 1, t.
¥ o
. =S
T | _ i
= =
= i
I MNarmow slit
e ._I
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Solucdo:

Naturalmente o centro de cisalhamento deve estar situado, obrigatoriamente, sobre o
eixo de simetria da secdo (no caso, sobre o eixo Cx). Considerando que a linha de acao da
forca transversal S,, diste &; do centroide C, teremos pela imposi¢do do equilibrio de
momentos (em relacao ao eixo longitudinal Cz), tomando C como pdlo:

v L
—— —Sy&s = J q(s)p(s)ds
5‘5‘ \“‘-L/( | >< 0
| Ir’ - r**u b 5".| ”',5 Onde p(s) corresponde ao brago das forgas infinitesimais
s | ¢ i [N *  g(s)ds para o calculo do momento das forcas internas em
\ ! / Narrow st relac30 ao pdlo escolhido. Neste caso:
| S,
Eq ' q(0) = —(cosf — 1), 0<6<2m
= r
p(s) =r
ds = rd6
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2

Syr? 4
—5,&s = _— J(cos@ —1)dé6

0
r 2T
—& = ;(sen@ — 6)|0
r
_E,»s = ;(_27'[)
Es = 21

O sinal positivo encontrado para & indica que o centro de cisalhamento se encontra, de
fato, como estava indicado na figura (a esquerda da secao).
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