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1 Apresentacao

A presente apostila apresenta a segunda parte das notas de aula da disciplina
Mecanica dos Sdlidos I, que corresponde a uma introdu¢cdo ao estudo das
deformagdes. O conteldo aqui presente é baseado no curso que venho ministrando
ha varios anos em parceria com o Prof. Dr. Roberto Ramos Jr. Boa parte do conteldo
desta apostila se baseia em notas de aulas ministradas pelo Prof. Ramos. Os exercicios
aqui apresentados sdo questdes de provas aplicadas nas disciplinas de Mecanica dos
Sélidos, alguns de minha autoria, os outros de autoria do Prof. Ramos.




2 Tensor Gradiente de

Deslocamentos

Consideremos dois pontos P e Q do sdlido S representado na Figura 1 em sua
posicdo inicial, indeformada. Suponhamos que os dois pontos sejam muito préximos
um do outro, que

dx
(Q—-P)=dr= {dy} (1)
dz

e que 71 seja o versor da dire¢do de (Q — P),
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Figura 1- Sélido S - situagcdo indeformada.

Suponhamos que, apds a aplicacdo de um sistema de forgas, o sélido S tenha a nova
posicdo e a nova forma esquematizadas na Figura 2. Podemos definir trés fungdes u,
v e w para representar as componentes do deslocamento que um ponto do sélido
sofreu, a partir da sua posi¢do inicial, respectivamente, nas dire¢des x, y e z. Essas
fungbes tém que ser derivaveis, caso contrario o sélido estaria se rasgando.

Assim, se o ponto P passou para uma nova posi¢do P’, conforme a Figura 2, o seu
deslocamento foi:




u(P)
(P"=P) = v(P) (3)
w(P)

Figura 2 - Sélido S - situagdo deformada.

De maneira analoga, o deslocamento sofrido pelo ponto Q foi

u(Q)
Q' -Q)=4v(@Q (4)
w(Q)

O vetor d7 na posicdo original se transformou no vetor d7’ na posi¢cao deformada:

i’ =(Q'=P)=(Q - Q+@Q=-P)=(P'=P) , )

ou, usando (1), (3) e (4),

dy+4 v(Q) —v(P) (6)

dx u(Q) —u(P)
-
dz w(Q) —w(P)

Mas, do calculo das func¢bes de varias variaveis

@ —uP) = e+ M ay+ 4 7)
u(Q) —u ©ox x dy Y 0z z )
@ -vP) = Lar+ %4y + 2% (8)
vQ) —v(P) =grdxtody + 5 dz :




w(Q) —w(P) = g—‘;vdx +

Assim,
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Ent3o, a mudanca relativa sofrida por d7
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onde foi usada a equagdo (2) .
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Aqui aparece uma nova grandeza tensorial, que é o tensor gradiente de
deslocamentos, representado pela matriz:

rdu  odu  Juj
dx 0dy 0z
= dv dv Jdv (12)
L] = dx 0dy 0z
ow odw oJdw
| dx 0dy 0z
Em notagao tensorial podemos escrever:
dr’' — dr
-  =IL[n 13
I [7] (13)

Note que, se o movimento sofrido por S for apenas um movimento de translacao,
entdo d7 = d7'’ e o gradiente de deslocamentos serd nulo. Mas, se houver rotacio
ou deformacdo no corpo, o gradiente de deslocamento sera diferente de zero. Para
separar o que é rotacdo e o que é deformacdo, vamos estudar, no proximo capitulo,
como podemos descrever os alongamentos, as distor¢des e as rotagdes.




3 Componentes do deslocamento

3.1 Alongamentos

A Figura 3 apresenta um elemento cubico retirado do sélido S no seu estado
indeformado. O comprimento do segmento PA é

PA = dx . (14)

Suponhamos que o sélido sofra uma deformac3do apenas na dire¢do de x. O ponto P
sofrerd um deslocamento u, passando a uma nova posi¢io P, e o ponto A sofrerd
um deslocamento

d
M ix (15)

u+
ox ’

passando a uma nova posicdo A’.

C
dz
z
7 P B
y o
d dx
x 4
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Figura 3 — Elemento cubico retirado de S.

E o comprimento de P'A’ serd

— du
P'A" =dx + —dx (16)
d0x .
Define-se o alongamento & como a variacdo de comprimento relativa sofrida pelo
segmento:
_pA—pra (17)
PA ’

ou seja, a varia¢ao de comprimento dividida pelo comprimento inicial.

Usando (14) e (16), entdo,




_au

Ex = a , (18)

onde o indice x foi usado para indicar a dire¢do em que se processou o alongamento.
De forma analoga, um alongamento na dire¢do y sera

av
&y = @ (19)

e um alongamento na diregdo z sera

_aw
Y

3.2 Distorcoes

A Figura 4 representa o angulo APB entre duas direcdes tomadas a partir de um
ponto P de um sdlido. Este angulo é originariamente reto, pois o lado PA é pararelo
ao eixo x e o lado PB é pararelo ao eixo y. Apds o sélido se deformar, o angulo APB
passou a ser A'P'B' e n3o é mais reto. Dizemos gue o angulo sofreu uma distorgdo
com a deformagdo do corpo. Uma distor¢ao positiva é uma diminui¢do de um angulo

originariamente reto. Uma distorcdo negativa é um aumento de um angulo
originalmente reto.

&, (20)

Figura 4 - Distorg4o entre as diregbes x e y.
Entdo a distor¢do entre as dire¢des x e y serd
Yay = @x + @y . (21)

Da Figura 4,




dv
v+adx—v_av

sena, = =—
* dx Ox

(22)

e, como estamos considerando pequenos deslocamentos e consequentemente os
angulos sdo pequenos,

av
i 23
Analogamente,
_ ou (24)
ay = 3y
Entao,
_ du N dv (25)
Vay = dy 0x
De forma andloga, podemos definir a distor¢ao entre as direcbes x e z:
du oJow
=4 26
Yez = 5, " ox (26)
e entre as dire¢Bes y e z:
_ dv 4 adw 27)
Yvz =5, dy

3.3 Rotacoes

A variacdo do angulo reto indicada na Figura 4 pode ser decomposta em duas
parcelas, conforme esquematizado na Figura 5, onde ), é uma rotagdo de corpo
rigido em torno do eixo z.

Figura 5 - Decomposigao da variagao do dngulo.




Podemos escrever, entao, que

1
Ay = nyy +Q,
Usando (23) e (25) resulta que

1,0v OJu
2=5(5"3)

dx 0y

De forma andloga, uma rotac¢do de corpo rigido em torno do eixo x sera

Q _1(6w 617)
7 2\9y oz

e uma rotagdo em torno do eixo y serd

Q _1 Ju Jdw
y‘z(az ax)




4 Decomposicao do Tensor Gradiente

de Deslocamentos

Propriedade:  Uma matriz quadrada [A] qualquer pode ser escrita como a soma de
uma matriz simétrica [A5] e uma matriz antissimétrica [A4,]:

[A] = [As] + [Aa] . (32)

Demonstragdo: A demonstracdo é imediata, basta escrever as componentes
simétrica e antissimétrica na forma geral:

[As] = 5 ([A] + [A]9) (33)

[4q] = 5 ([A] - [A]9) - (34)

Dessa forma, o Tensor Gradiente de Deslocamentos pode ser decomposto em uma
parcela [E], simétrica, e uma parcela [(1], antissimétrica:

[L] = [E] + [Q] . (35)

A parcela simétrica [E] é o Tensor das Pequenas Deformagdes. Usando (12) e (33)

vem
Ju 1/0u 0dvy 1/0u O0Ow\]
2 6
d0x 2\dy 0x/ 2\0z Ox
Bl = 1<6u+6v) dv 1(6v+6w> (36)
[]_263/ d0x dy 2\0z Ody
1/0u odwy 1/0v odw ow
) M) %
[2\dz dx/ 2\dz Oy 0z

Note que podemos identificar em [E] os alongamentos (18), (19) e (20) e as
distor¢des (25), (26) e (27). Assim,

1 1
Ex E yxy nyz
1 1
[E] = nyy Ey Eyyz (37)
1 1

E Vxz E Vyz &z

A parcela antissimétrica [()] do tensor [L] é o Tensor das Pequenas Rotagdes. Usando
(12) e (34) vem

10



1/0u 0dv 1/0u ow
0 z(@‘a) 5(5‘%)
_ 1/,0u oOJv 1/,0v ow
a1 = ‘z(@‘a) 0 z(a‘@) (38)
1/,0u oJow 1/,0v ow
‘z(a‘a) ‘5(&‘@) 0

Podemos identificar em [()] as rotagdes (29), (30) e (31). Assim,

0o -, Q
a=|0, o0 -0 (39)
-Q, Q, 0

11



5 Calculo do alongamento em uma

dada direcao

Neste capitulo, vamos ver como utilizamos o Tensor das Pequenas Deformagdes para
calcular o alongamento em uma dada dire¢o 7i. Para isso, vamos voltar a Figura 2
que indica que o vetor d7 passou a ser d7' com 0 movimento e a deformacdo do
sélido S. Assim, o alongamento sofrido pelo segmento PQ, que tem a direcdo de 7,
usando a definigdo de alongamento apresentada no item 3.1, foi

dr' —dr

£=——— (40)
e, portanto,

dr' = (1 + &)dr , o (41)
ou, ainda,

dr'? = (1 + €)?dr? . (42)
Como

dr'? = di' - di’ . (43)

entdo, de (10),

ar? = (d b P Py + g )2
r't=(dx +—dx ayy 5, 4

v v v \°
— i — 44
<dy+a dx+a dy+a dz) (44)

2

(d LML, +6Wd)
yA a X a y a VA

Entdo, de (42) e (44), e usando (2):

r'?
(1+e&)?=—

dr?
[ ou ou our?
= _Tlx (1 +—x) +nya—+nza—z]

g (45)
v v
+nxa+ny<1+ )+nZa]

A ow ow
+ _nxa'l'nya +le(1+a):|

12



Vamos fazer, agora, a hipotese de que as deformacgGes sdo pequenas. Esta hipdtese é
valida para grande parte das aplica¢Ges de Engenharia Mecanica e para grande parte
dos materiais. Para se ter uma ideia, o alongamento de um aco de constru¢ao quando
ele atinge a tensdo de escoamento é da ordem de 2%.. Quando as deformagdes sao
pequenas, desprezam-se termos quadraticos nas deformagdes ou produtos de
deformagdes face a unidade. Ou seja, desprezam-se quadrados das derivadas parciais
dos deslocamentos ou produtos dessas derivadas face a unidade. Assim,

(1+e)?=14+2e+e?>=1+2¢ . (46)

Aplicando a hipdtese de pequenas deformacgdes, ou seja, desprezando os termos
quadraticos, a equacdo (45) se reduz a

. ou ou ou
1+ 2e =ng (1 + Za) + 2nxnya+ annzg
ov ) ov v
+ 2nxnya +ny, (1 + 2@) + Znynza (47)
ow ow ) ow
+ annza + Znynza + n; <1 + 2 E)
Como 71 é um versor, ou seja,
ny+ny+nz=1 o (48)
entdo (47) pode ser escrita como
Jdu dv ow
€ —n§a+n§,@+ngg
N ou N v
Ny ( —)
d ox (49)
4 <6u ow
Mz \ g, ax)
N (617 N 6W)
Tz \5, dy

Lembrando das definicbes dos alongamentos (18), (19) e (20) e das distor¢des (25),
(26) e (27), (49) pode ser rescrita como

€ = g;N% + &3 + £,n7

(50)
+ YxyTxNy + VazxNz + VyzNyNz ,

ou, em nota¢do matricial,

13



nx t 1 1 nx
E(T_i) = {HY} E ny gy E yyz {le} (51)
nZ nZ
1 1
E Vxz E Vyz &z ,

onde o argumento 71 foi adicionado para tornar explicito que & é o alongamento
sofrido pela dire¢3o 77 em um certo ponto P.

Lembrando da definicdo do Tensor das Pequenas Deformacgdes (37), em notagdo
tensorial:

e(n) = E[n].n . (52)

Note que (52) é apenas uma forma compacta de se escrever (51), os produtos
matriciais a serem realizados sdo os indicados em (51).

Se vocé se lembrar do estudo das tensdes, vera que esta Ultima expressao é analoga
a expressao tensorial que permite calcular a tensdo normal o para uma dada direcao

—

n.
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Calculo da distorcao entre duas

direcoes perpendiculares

No item 3.2, definimos distor¢do como uma variagdo de um angulo reto e definimos
as distor¢des que ocorrem entre as diregdes dos eixos coordenados xyz. Neste
capitulo vamos calcular a distor¢do entre duas diregdes perpendiculares quaisquer e
como ela se relaciona com as distor¢des entre os eixos coordenados. Seja o angulo
reto POQ formado pelas dire¢des dos segmentos OP e 0Q de um sélido S, na
situagdo indeformada, conforme a Figura 6.

Figura 6 — Sélido S na situagdo indeformada.
Sejam

dxp
diy = (P —0) = {dyp (53)
dzp

dXQ
dZQ 5

entdo o versor 71 da direc3o de OP pode ser escrito como:

L r_ =n
|[P—0| drn, drp dzp Y

ng

(55)

@-0) dr 1 (% {”x}
7= &P _ d

P

e o versor da dire¢gdo de 0Q, 1, como:

15



m= —_— = dyQ my

Q=-0)_dip 1 e = iy (56)
Q0] drg drg | m,

Zq

Quando o sélido S se deforma, o dngulo POQ transforma-se no angulo PTé\'Q',
conforme a Figura 7. Se houve variacdo no angulo dizemos que houve uma distor¢ao.
Se o dangulo diminuiu, a distorg¢do é positiva, mas se o angulo aumentou, a distorg¢do é
negativa.

Figura 7 - Sélido S na situagao deformada.

Sejam 71’ o versor da dire¢3o de O'P’,

pP'—0'
R GELe -
em’, o versor da direcdo 0'Q’,
r_ o
=1 )
Pela definicdo, a distorgao y entre as dire¢des de OP e 0Q é
I
y=5-90 (59)
e, portanto
T
0 = 7Y ~ (60)
Entdo,

16



I
cos 8 = cos (E - y) =seny . (61)

Assim, da hipdtese de pequenas deformacdes, resulta que
y =cos @ . (62)

Por outro lado, como 71’ e 11’ sdo versores,

n'm =cos@ (63)
e, portanto,
y=n-m . (64)

Ent3o, para obter a distor¢do, basta calcular o produto escalar entre 71’ e im’, mas
primeiro temos que calcular esses versores.

Vamos supor que, no processo de deformacgdo, o segmento OP tenha sofrido um
alongamento €p. Entdo

[PP—=0'|=0+¢e)|P—0|=1+¢p)drp . (65)
Assim, o versor 1’ apresentado em (57), pode ser escrito como:

L (P=P)+(P—0)—(0'—0)
n= (1 + Sp)d'rp . (66)

Mas (P’ — P) é o deslocamento sofrido pelo ponto P, que pode ser descrito pelas
funcdes u, v e w apresentadas no Capitulo 2:

u(P)
(P"—P) ={v(P) (67)
w(P)

e (0’ — 0) e o deslocamento sofrido pelo ponto O,

u(0)
(0'—=0)=45v(0) (68)
w(0)

Assim, usando (53), (67) e (68) em (66), podemos escrever:

g )

n = m dyp + U(P) - U(O) (69)

1 {de} u(P) —u(0)
dzp w(P) —w(0)

Mas, do calculo das fungbes de multiplas variaveis,

17



ow ow aw
w(P) —w(0) = adxp + Edyp + EdZP . (72)

Entdo, a componente nj, do versor 71’ sera dada por

du Ju ou
n’ _dxp +dep +@dyp+%dzln (73)
X drp(1+ €p) ,
ou, usando (55)
Ju u u
y _(1 +ﬁ)nx+@ny+5nz (74)
x (1+¢p)

Multiplicando tanto o numerador quando o denominador de (74) por (1 — &p) €
desprezando as parcelas quadraticas, chegamos a

, Ju
nx=(1+a—ep)nx+

ou u

o+ 75
oy oM o)

Da mesma forma obtemos as outras componentes do vetor 71':

O +(1+6v ) 2 (76)
My = ox oy )Ty T

e
AL -+@+6W ) (77)
Mz = 5y T gy T 9z °P)= .

O célculo do versor ' é feito de forma anéloga. Se &g for o alongamento sofrido por
0Q, as componentes desse versor serao:

, du Ju Ju
mx=(1+a—£Q)mx+$my+£mz ' (78)

. ov ov ov (79)
m, :amx+(1 +@—5Q>my+$mz

18



ow

[A—
Mz = ox

w aw
mx+5my+<1+5—eq>mz - (80)

A distorgdo y pode ser calculada, agora, usando (64):
y(@,m) = nymy + nymy, + nymy ,  (81)

onde colocamos a distor¢do como funcio dos versores 71 e 111 para ressaltar quais s3o
as diregdes entre as quais ocorre a distor¢dao que estamos calculando.

Substituindo (75), (76), (77), (78), (79) e (80) em (81) e desprezando os termos
guadrdticos nas deformagdes, chegamos a

Y@, m) = (1 — &p — &) (nemy + nym, +n,m,)

Ju v ow
+2 (—nxmx +-—n,m, + —nzmz>

0x dy 0z
Ju Jdv Ju Jw
* (@*5) mym+ (5 5 e (82)
Ju Jdv Ju Jw
+ <@ + a) nxmy + <E + a) n,m,
Jv ow Jv  ow
+ (5 + E) n,m, + (Z + E) n,m,y
Lembrando que 71 e 711 s30 versores ortogonais, ent3o,
nym, +n,m, +n,m, =0 (83)
e, portanto,
S ou ov ow
y(n,m) = 2 <§nxmx + Enymy + Enzmz)
4 <6u 4 av) 4 <6u 4 6w>
gy " ox) Y T \gz T gy ) M &)

Ju OJv Ju Jow
+ ( + )nxmy + <—+—)nxmz

@ ox dz Ox
4 (617 N OW) 4 (E)v + OW)
9z " ay) M2 T \G, T 5y ) My

E importante observar, a partir dessa ultima equag3o, que os alongamentos &p e )
n3do influem na distorgao y.

Agora nds podemos usar as definicdes dos alongamentos (18), (19) e (20), e das
distorgdes (25), (26) e (27) em (84), obtendo

y(@,m) = 2(exnymy + gyn,my, + e,n,m,)
t Vay (nymx + nxmy) (85)
+ yxZ (nzmx + nxmz)
+ Vyz(nymz + nzmy) ,

19



ou, na forma matricial,

1 1
m Ex E ny 2 Vxz n
- —> x 1 1 x
yA,m) =2Mye =y, & SV [\ (86)
m 2 2 n
z z
1 1
2 Vxz E Vyz &z ,

1 1
. Ex E yxy Z Vxz m
X X
Y@M =201 Sy & SV |i™ (87)
n 2 2 m
z z
1 1
lz Vxz E yyz &z J

Lembrando da definicdo do Tensor das Pequenas Deformacgdes (37), podemos
escrever na forma tensorial,

v(i, M) = 2(E[A] - ) = 2(E[m] - 7) . (88)

20



7 Vetor deformacao

Definimos o vetor deformagado 5 no ponto P associado a dire¢do 71, como o vetor
6(n) = E[ni] , (89)

onde [E] é o Tensor das Pequenas Deformagdes que foi definido em (37). Este vetor
pode ser decomposto em duas componentes, uma que tem a direcdo de 71 e outra
gue tem uma direcdo Eque é ortogonal a 71, conforme a Figura 8. Note que, enquanto
7 é um versor dado, o versor ¢ e definido pela projecdo de 8 no plano a que é
ortogonal a 7.

a
Figura 8 - Vetor deformagao.

Assim, o vetor deformacao pode ser colocado na forma

S@) =an+bt , (90)
onde a e b sdo constantes a determinar.
Mas, usando (89) e (52),

S@) -7 = E[R] -7t = e(R) ,  (91)
entao,

a=e(n) . (92)
Por outro lado, usando (89) e (88),

S@)-t=E[R]-t= %y(ﬁ’, £) (93)

e, portanto,

21



b= %y(ﬁ, £) .64

Assim, substituindo (92) e (94) em (90), podemos escrever o vetor deformagdo 5
como

S() = e(@) 7t + %y(ﬁ, HE . (99)

Todos os versores ¢ que sdo paralelos ao plano a sdo também ortogonais a 7. Entdo
podemos calcular a distor¢do entre 71 e ¢. Mas, podemos provar que

@ DI < ly(7,©)] . (%)
A prova é muito simples. De (88)

y(,q) = 2E[n] - g . 97)
entdo, usando (89),

v, §) = 26() - § . (98)

e, em seguida, (95),

(i) = 2 (Giyi + %y(h’, 0t)-d (99)
Portanto,

Y@L §) =y(#,6)t- g . (100)
Como

-Gl <1 , (101)

fica provada a expressao (96).

Entdo, considerando todas as dire¢bes ¢ do plano a, a méaxima distor¢do entre 71 e ¢

- i / . ~ . . . e ~
ocorre para g = t e é essa distor¢do que vai nos interessar. Para simplificar a notagdo,
vamos definir y tal que:

7@ =y(@, 1) . (102)

22



Deformacoes principais e direcoes

principais de deformacao

Uma direc3o 1 é chamada de diregdo principal de deformagdo se for nula a distor¢do
entre m e qualquer direc3o ortogonal a ela. De (95), se 7 é uma dire¢3o principal de
deformagdo, entdo:

S(m)=em , (103)
ou, de (89),
E[M]—em=0 , (104)

ou, na forma matricial, lembrando de (37),

1 1
Ex SYxy 5 Vxz
2 Yy & 5 Yyz YT — €)My (=10 (105)
1 1 my my 0
E Vxz E Yyz &z ,
ou, ainda,
1 1
Ex — € Yxy 5 Vxz
nyy & — €& EVyz My =10 (106)
1 1 my 0
lzyxz Eyyz &z — EJ ,

que é um sistema de trés equacgdes a trés incognitas m,,, m, e m,.
O sistema de equagdes algébricas lineares (106) obviamente tem uma solugdo trivial,
my=my, =m, =0 ,  (107)

mas esta solucio n3o tem significado geométrico pois, como 71 é um versor, ent3o,
obrigatoriamente,

mz +m3 +mZ = . (108)

Entdo o sistema (106) tem que admitir mais de uma solucdo. Mas, para que um
sistema de equacOes algébricas lineares, como esse, admita mais de uma solucdo, é
necessario que o determinante de sua matriz seja nulo, ou seja,
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1 1
Ex — & E Vxy E Vxz

1 1
nyy & — ¢ Eyyz =0 (109)
1 1

Vxz Esz & — €
Buscam-se entdo, quais s3o os valores de para que isso acontega.

O determinante (109) pode ser expandido algebricamente, resultando na equagdo
polinomial de terceiro grau, conhecida como equacdo caracteristica,

83 - KISZ + Kzg - K3 =0 ) (110)
onde
Ki=¢ext+et+eg, , (111)
1 1 1 (112)
Ex E ny Ex E Vxz Sy E Vyz
K> = + +
1 1 1
E Vxy &y E Vxz &z E Yyz &z
e
K; = |E| . (113)

Como a matriz [E] é simétrica, prova-se, na Algebra Linear, que a equagdo
caracteristica (110) admite sempre trés raizes reais &1, €, € €3. Essas raizes ndo sdo
necessariamente distintas e podem ser negativas, nulas ou positivas. Elas sdo os
alongamentos principais, que correspondem aos alongamentos que ocorrem nas
direcdes principais e que sdo apenas trés.

Convenciona-se a seguinte ordem para os alongamentos principais:
£ 26 = &5 (114)

e esta convenc¢do ndo é opcional, é obrigatdria, deve ser sempre seguida porque é
universal. Assim &; serd sempre o maior dos alongamentos principais em valor
algébrico e 3 sera sempre o menor deles.

Falta, agora, calcular as dire¢cbes principais, que serdo trés, cada uma delas
correspondente a um dos alongamentos principais. Vamos batizar as dire¢des
principais de m,, 1M, e 3, correspondendo, na ordem, a &, &, e &5.

Vamos determinar 71, . Sejam i, m, e m, as suas componentes, isto é,

iy = iy (115)
m,
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Para calculd-las temos que substituir £ por £, e m por 7, na express3o (106) :

1 1
E&x — & 5 Vxy 5 Vxz _
1 i I M) (O
nyy &y — & Eyyz Tily =10 (116)
1 1 m, 0
nyz Eyyz & —&

e resolver esse sistema. Mas note que o determinante da matriz é nulo, porque nds
mesmo impusemos. Entdo o sistema é indeterminado. Para resolvé-lo temos que
considerar apenas duas das equacdes, que sejam independentes, e adicionar uma
terceira, que é a condi¢3o que impde mddulo unitario ao versor 7, :
=2 4 =2 4 =2
my +my +m; =1 (117)

7

e completa o sistema de trés equacoes.
As direcBes principais 711, e 15 s3o determinadas de forma anéloga.

Se vocé se lembrar da Algebra Linear, vocé deve ter percebido que acabamos de
resolver um problema de autovalores e autovetores: os alongamentos principais sao
os autovalores da matriz [E] e as dire¢Bes principais sdo 0s seus autovetores e, como
[E] é simétrica, os seus autovetores sdo ortogonais entre si, ou seja,

m, Lim, L im; . (118)

Esta propriedade pode ser usada no calculo das dire¢Ges principais. Por exemplo, se
m, e m, forem conhecidas, podemos calcular 715 pelo produto vetorial:

mg = my A, . (119)

Note, também, que definimos dire¢des principais e ndo sentidos principais. Entdo se
m, representa uma direcdo principal, entdo —i; representa a mesma direcdo
principal, ou seja, a ordem dos fatores no produto vetorial (119) ndo importa.

Uma outra propriedade importante, que pode ser demonstrada com o uso de alguma
dlgebra é que os coeficientes K;, K, e K3 da equagdo caracteristica (110) sdo
invariantes em relagdo ao sistema de eixos cartesianos que foi usado. Ou seja, se
usarmos outro sistema cartesiano, as componentes de deformagdo e,
consequentemente, a matriz [E'] podem ser diferentes, mas, a equagdo caracteristica
sera a mesma, os alongamentos principais serdao os mesmos e as dire¢des principais
também serdo as mesmas.

Em virtude do que foi apresentado neste item, podemos notar a analogia entre as
tensdes principais e os alongamentos principais e entre as dire¢Ges principais de
tensdo e as direg¢Ges principais de deformagdo. Pode-se mostrar que, se o material for
de comportamento eldstico linear, homogéneo e isotrdpico, as dire¢bes principais de
tensao coincidem com as dire¢des principais de deformacao.
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9 Circulos de Mohr

Vimos que o lugar geométrico dos pares (o, T) é formado pelos Circulos de Mohr e
mostramos como eles sdo construidos. Mas, se revisarmos esse processo de
constru¢do, podemos verificar que ele é valido para qualquer tensor simétrico. Entdo,
nao precisamos repetir todo o processo, podemos fazer diretamente uma analogia. E
essa analogia pode ser feita comparando a expressado do vetor deformac&o (95) com
a expressdo equivalente do vetor tensdo p apresentada no estudo das tensdes.

. , n 1_
Assim, basta pegar o Circulo de Mohr das tensdes, trocar g por € e trocar T por=,
para obter os Circulos de Mohr das deformagdes apresentados na Figura 9.

1_
2 Y
1_
2 Ymax
&3 & &1 &
Emin Emax

Figura 9 - Circulos de Mohr para deformacéo.

i L 1_ .
Nessa figura, a regido cinza corresponde aos pares (e,zy) possiveis em um

determinado ponto P da estrutura. Cada ponto dessa regiao corresponde a uma certa
direcdo m. Note que os sinais dos alongamentos principais nela desenhados s3o
totalmente arbitrarios. Todos os alongamentos principais podem ser negativos, nulos
ou positivos.

Os Circulos de Mohr permitem calcular os valores limite dos alongamentos e das
distor¢cdes. Podemos concluir, diretamente da Figura 9 que o maior valor do
alongamento é &; e que o menor valor do alongamento é 3. O valor maximo da
distor¢do corresponde ao didmetro da circunferéncia mais externa, ou seja,
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Ymax = €1 — &3 . (120)

Esta distor¢do méxima ocorrera entre as direcdes ¢ e 1j dadas por

N

§ = 7(7”1 +ms) 9 (121)
e

1= ?(77{1 — m3) . (122)
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10 Lei de Hooke

O estudo das tensdes foi baseado apenas nas equacdes de equilibrio e o estudo das
deformacdes foi baseado apenas em relagdes geométricas. O que relaciona tensdes
com deformagbes sdo as equagdes que regem o comportamento do material do
sélido. Estas equagdes sdo chamadas de equagdes constitutivas.

Neste curso, vamos considerar que o material tem comportamento homogéneo,
isotrdpico e eldstico linear. Um material € homogéneo quando ndo possui vazios,
guando suas propriedades sdo distribuidas igualmente pelo seu volume. Um material
tem comportamento isotropico quando as suas propriedades ndo dependem da
direcdo considerada. Um material é eldstico, quando ndo existem deformacGes
permanentes quando cessa a aplicagdo dos esforcos. Por ultimo, um material tem
comportamento linear quando a relagdo entre tensdo é deformacdo € linear. Para um
material elastico linear vale a Lei de Hooke Generalizada, ou, simplesmente, Lei de
Hooke.

Vamos supor um elemento cubico submetido a um estado uniaxial de tensdo
conforme indicado na Figura 10. Com a aplicagdo da tensdo o,., o elemento sofrera
um alongamento &,..

4

Oy

Figura 10 - Elemento cubico submetido a um estado uniaxial de tensao.
A lei de Hooke diz que
oy = E&, ,  (123)

ou
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1
& = EG" . (124)

onde a constante E é uma propriedade do material, conhecida como Mddulo de
Elasticidade ou Mddulo de Young.

Ao mesmo tempo que o elemento cubico sofreu um alongamento na dire¢do x, ele
sofreu um encurtamento nas direcdes y e z. A Lei de Hooke postula que:

v

Sy = —EO'x (125)
e
1%
& =50 - (126)

onde a constante v é outra propriedade do material, conhecida como Coeficiente de
Poisson.

Note o sinal negativo nessas duas Ultimas expressées. Ele indica que, se o elemento
se alonga na direg¢do x devido a tensdo oy, ele vai encurtar nas dire¢des y e z devido
a mesma tensao.

Se o elemento estiver submetido simultaneamente a tensdes dy, gy, e g, como o
comportamento é linear, podemos somar os efeitos. Assim,

1 % v
ngEUx_EGy_EGZ ) (127)

ou, de outra forma,
1
& = z [O'x - v(ay + O'Z)] . (128)
Da mesma maneira,

&y = %[O'y —v(oy + 0,)] (129)

1
&2=% [O’Z - v(ax + oy)] . (130)
Combinando as expressées (128), (129) e (130), podemos escrever as expressées que

fornecem as componentes de tensdao em fung¢do dos alongamentos:

E
T A+vd-2v) [a

Oy — )&y +v(gy + &,)] (131)
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E 132
YT U+ -2v) (1 =v)ey +v(ex +&,)] (132)

e
%= A+ v -2v) [ = we, +v(e )] - (133)

Vamos considerar, agora, que ao elemento cubico seja aplicada uma tensdo de
cisalhamento t,,,, conforme a Figura 11. Um estado de tensdo onde so6 ha tensdes de
cisalhamento é conhecido como estado de cisalhamento puro.

Com a aplicacdo da tensdo de cisalhamento, o elemento cubico sofre uma distor¢do
Yxy- A Lei de Hooke postula, nesse caso, que

(134)

’

onde a constante G é uma propriedade do material, conhecida como Mddulo de
Elasticidade ao Cisalhamento ou, simplesmente, Mddulo de Cisalhamento.

Analogamente, se for aplicada uma tensdo de cisalhamento 7,.,, 0 elemento sofrerd
uma distor¢do dada por

(135)

e se for aplicada uma tensdo de cisalhamento 7,,, 0 elemento sofrera uma distor¢do
Yxz tal que

1

Yor = 2Ty (136)

Figura 11 - Elemento cubico submetido a cisalhamento puro.
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Para representar o comportamento do material apareceram aqui trés constantes, a
saber, E, v e G. Mas existe uma relagdo entre elas, de forma que apenas duas sdo
valores independentes. Vamos mostrar isto no proximo item.
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11 Relacao entre o Modulo de

Elasticidade e o Médulo de
Cisalhamento

No estudo da Lei de Hooke apareceram trés constantes para representar o
comportamento do material, a saber, o Médulo de Elasticidade E, o Coeficiente de
Poisson v e o Mddulo de Cisalhamento G. Essas constantes, no entanto, ndo sdo
independentes, existe uma relacdo entre elas. Neste item vamos determinar qual é
essa relacao.

Consideremos que um ponto P de um sdlido esteja submetido ao estado de
cisalhamento puro esquematizado na Figura 11. Nessa situacao o Tensor das Tensdes

é
0 Ty O
[T] = [Txy 0 0] (137)
0 0 o

Supondo que Ty, seja positiva, entdo as tensbes principais, obtidas resolvendo o
problema de autovalor, sao

01 = Txy ,  (138)

o, =0 (139)
e

O3 = —Tyy . (140)

Consideremos, agora, um sistema cartesiano x'y’z’ coincidente com as dire¢des
principais de tensdo. Nesse sistema, o Tensor das TensGes é

o4 0 0 Txy 0 0
[T] = [0 o, 0‘ o o o (141)
0 0 o 0 0 —7y

Para esse sistema de eixos, usando a Lei de Hooke, equacdes (128), (129) e (130),
podemos escrever

1+v
[01 - V(UZ + 0-3)] = E Txy (142)

Exr =

Eyr [0, —v(oy +03)] =0 (143)

= &=
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1+v
[o5 —v(oy + 0,)] = — Ty . (144)

Note que, a partir de, (141) e da Lei de Hooke, equacgdes (134), (135) e (136),
Txryr = Txrzr = Tyrzr = 0 , (145)

e, portanto, as direcdes principais de tensdo também sdo dire¢bes principais de
deformacdo. Assim, os alongamentos principais sdao

1+v
&1 = & = —F—Tay ' (146)
& =6, =0 (147)
y
e
1+v
€3 = &y =~ Txy (148)

Os alongamentos principais também podem ser calculados a partir do Tensor das
Pequenas DeformacGes. Para o mesmo caso da Figura 11, o Tensor das Pequenas
Deformacdes é

1
0 nyy 0
[E] =1 (149)
E)/xy 0 0
0 0 0

e, portanto, resolvendo o problema de autovalor, obtemos as deformag&es principais

€1 yxy (150)
2 )
& = 0 (151)
e
1
€3 = —=Vay (152)
2 )
ou, usando a Lei de Hooke, equagdes (134), (135) e (136),
17y
= _ X 153
& G (153)
g, =0 . (154)
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1t
&3 = _E% . (155)

Comparando (153) com (146) ou (155) com (148), podemos concluir que

1+v 1 7y
T i e
e, portanto,
G = £ (157)
T 2(14v) )

gue dd a relagdo entre Mddulo de Cisalhamento, Mddulo de Elasticidade e Coeficiente
de Poisson. Por esta relacdo basta ter o valor de duas das constantes para calcular o
valor da terceira.
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12 Dilatacao volumetrica

Vamos supor que um elemento cubico sofreu alongamentos simultaneos nas diregdes
x,y e z, conforme a Figura 12. O volume inicial do elemento era

Vo = dxdydz . (158)
N
N =
V4 = L\T‘
—> +
Z
y
¥
X -
4
dy @Db

(1 + ey)dy

Figura 12 - Elemento cibico sofrendo deformagao volumétrica.

Apds a deformacao, o volume do elemento passou a ser
V=>0+ ex)dx(l + sy)dy(l +¢,)dz . (159)
Entdo a variacdo do volume foi:

V=r-V,= 1+ sx)(l + ey)(l + &,)dxdydz

160
— dxdydz (160)

Considerando que as deformacbes sdo pequenas e desprezando os termos
quadraticos nas deformagdes, a variagao do volume fica igual a

6V = (sx +&, + ez)dxdydz . (161)
A deformacgdo por unidade de volume ou deformagdo volumétrica foi

oV
e=7=ex+sy+ez . (162)

Usando a Lei de Hooke, dada pelas expressdes (128), (129) e (130), a variagdo
volumétrica pode ser escrita em termos das tensdes normais aplicadas,
1—-2v
E

e= (O'x + 0, + az) ' (163)
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Note que, se o Coeficiente de Poisson v forigual a 0,5, ndo havera varia¢do de volume,
quaisquer que sejam as tensGes aplicadas. Um material deste tipo é dito material
incompressivel. A borracha é um exemplo de um material praticamente

incompressivel.
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13 Extensometro

Para medir o alongamento em uma determinada dire¢do da superficie de um corpo,
usamos o extensometro (Figura 13). De uma maneira simplificada, o extensémetro
€ um dispositivo cuja resisténcia elétrica varia com o alongamento. Existem diversos
tipos de extensdbmetros no mercado, que devem ser escolhidos em funcdo da
aplicagdo de destino, levando em conta a precisdo necessaria, a temperatura de
aplicacdo e a faixa de alongamentos a ser medida. Em fungdo da aplicacdo, o custo do
extensdOmetro pode variar muito. A Figura 14 mostra um exemplo de aplicacdo pratica
de extensbmetros para medir alongamentos nos tenddes da armadura de tracdo de
um tubo flexivel usado na producdo offshore de petrdleo.

Figura 14 - Exemplo de aplicagdo de extensémetros.

O extensOmetro é colado a superficie do corpo de prova com uma cola forte e rigida,
de maneira que o alongamento sofrido pelo extensémetro seja o mesmo sofrido pelo
corpo de prova na diregdo em que o extensOmetro é colado. Para medir o
alongamento, uma diferenca de potencial elétrico é introduzida nos terminais do
extensOmetro e é medida a corrente elétrica induzida. A partir de uma curva de
calibracdo do extensébmetro é calculado o alongamento. Esses passos para nds serao
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transparentes, vamos enxergar o extensémetro como algo que mede diretamente o
alongamento numa dada direcado.

Para determinar o estado completo de deformagdo na superficie de um corpo de
prova, podemos usar uma roseta, que é uma associa¢do de trés extensOmetros ndo
alinhados, formando angulos pré-determinados, conforme esquematizado na Figura
15.

Figura 15 - Esquema de uma roseta.

Podem ser compradas no mercado rosetas com os extensémetros ja integrados, o
gue diminui o tamanho e aumenta a precisdo de colagem. A Figura 16 apresenta um
exemplo de aplicacdo de rosetas comerciais no estudo das deformacdes nos tubos
metalicos de um cabo umbilical utilizado na exploragao offshore de petrdleo.

Figura 16 — Exemplo de aplicagao de rosetas.

Vamos ver, agora, como utilizamos uma roseta para montar o Tensor das Pequenas
Deformagbes em um ponto da superficie de um corpo de prova. Como um
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extensdometro esta colado na superficie do corpo, podemos obter apenas uma parte
do tensor. Supondo que a superficie esteja no plano xy, poderemos montar o tensor
reduzido ao plano:

[E] = (164)

Se o extensOmetro estiver colado segundo um angulo 8 em relagdo ao eixo x
conforme a Figura 17, a sua dire¢do é dada pelo versor

= () s

Figura 17 - Extensémetro colado a um éngulo 6.

0 alongamento na dire¢3o 71, que serd medido pelo extensdmetro pode ser calculado
usando (52). Dessa forma,

€ = &, c0s* 0 + £, sen® 6 + y,,, sen 6 cos O . (166)

Podemos aplicar essa expressao aos trés extensdmetros da roseta da Figura 15. Se &,,
&p e g, forem as leituras, respectivamente, dos extensdmetros colados com angulos
04, 0p e 8. podemos montar o sistema de trés equagdes algébricas a trés incognitas:

£q = & C0S% 0, + &y sen? 0, + Yxy Sen 6, cos 6,
€p = & COS* O} + €y, sen® 6}, + Yy sen B, cos b, (167)
€ = & C0S? 0, + &, sen? O + ¥y, sen 6, cos O,

Dadas as leituras &g, € € &, O sistema (167) permite calcular €y, &y, € yy,,. Se 0s
extensdmetros ndo estiverem alinhados, ou seja, 8, # 8, # 6., o sistema tera uma
solugdo Unica. Em geral os extensdmetros estdo posicionados na roseta em angulos
defasados de 45° ou 60°. Vamos ver como fica a solugdo do sistema para esses dois
casos.
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Caso 1: Roseta a 45°

0, = 0°
Qb = 450
6, = 90°

Ex = &q
£ = &

Yxy = 2ep — (g4 + &¢)

Caso 2: Roseta a 60°

6, = 0°
0, = 60°
6. = 120°

Ex = €a
1

gy = §(2£b + 2e. — &)
23

Yxy = T(Sb — &)
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14 Exercicios Resolvidos

Exercicio 1:

z A viga ABC da figura estd contida em um
plano horizontal. Ela é formada por um
arame com segdo circular de raio R, dobrado
em dngulo de 90°, e estd engastada no ponto
A. A viga estd submetida apenas a forca
vertical P aplicada ao ponto C. Pede-se
determinar a matriz [E] que representa o
tensor das pequenas deformagdes no ponto
de coordenadas (0, L/2, R) orientada pelo
sistema de eixos indicado.

Sdo dados o modulo de elasticidade E, o
modulo de cisalhamento G e o coeficiente de
Poisson V.

Resolucdo:

Os esforgos que solicitam a seg¢do transversal que contém o ponto de coordenadas (0,
L/2, R) sdo:

PL «—

X+——

Assim, o estado de tensbGes no ponto de coordenadas (0, L/2, R) pode ser
representado pelo elemento orientado:

a1



onde:

M 2PL
v=TR=
e
T 2PL
=R =g

v v 2PL
&= TEY T TEnRe
1 12PL
& =FY T Enke
v v 2PL
&= "F% = "FrR
 Txy 1 2PL
Yoy =76 T GnR?
Yxz = Vyz = 0

Assim, a matriz [E] que representa o tensor das pequenas deformacgdes é:

2v 1 0
E G
1 2 PL
[E]=| = = 0 |=%3
G E R
0 0 2v
E

Exercicio 2:

Em um determinado ponto de uma pega em estado plano de tensdo, sGo conhecidos
os alongamentos &, = &, = 195u e a distorgdo yy,, = 200u. SGo dados o mddulo
de elasticidade E=200 GPa, o mddulo de cisalhamento G=75 GPa e o coeficiente de
Poisson v = 0,40 do material. E dada, também, a tensdo de escoamento do material
o, = 280MPa. Pedem-se, para este ponto:

a) a matriz que representa o tensor das tensées;
b) as tensdes principais;
c) o fator de sequranca em relagdo ao escoamento, usando o critério de Tresca;

d) o fator de sequranca em relagdo ao escoamento, usando o critério de Von Mises.
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Resolucéo:
a) Estado plano de tensdo= o, =0
1

& == (0, —voy)
s x = \Ox y

1
& = E(Uy —voy)

€x

Ex =& D 0x =0y =

Ty = GYxy = Txy = 15MPa

= 65MPa

cobertura

65 15 0
=>[T]=]15 65 0
0 0 O
b)
65— 1 15 0 o1 = 80MPa
15 65—1 0|=0={0, =50MPa
0 0 -1 o3 =0 MPa
c)
O, 280
FS = =—>=FS =35
oq—o3 80
V2
O'eq = 7\/(0'1 — 0'2)2 + (O-l - 0'3)2+(O-2 - 03)2 = 70MPa
o, 280
FS=—=——=SFS=4
Oeq 70
Exercicio 3:
Um vaso de pressdo esférico de metal,
] com 800 mm de didmetro e 10 mm de
Trincas na

espessura, é coberto com um verniz fragil,
que trinca quando a deformacgdo excede
300x10°%, conforme a figura. Sabendo que
o metal de que o vaso é formado tem
modulo de elasticidade 200GPa e
coeficiente de Poisson 0,25, determinar a
mdxima pressGo admissivel para o verniz
ndo trincar, adotando um fator de
seguranga 2.
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Resolucgdo:

O estado de tensao devido a pressao interna num ponto sobre a superficie externa do
vaso esférico sera:

_ —>y

oy

x ¥

onde as tensGes normais gy, 0, e g, = 0 sdo as tensbes principais no ponto (pois ndo
ha tensdes de cisalhamento nos planos diametrais) e, pela simetria, temos: g = g,,.

Impondo equilibrio de for¢as num plano diametral obtém-se:

_p.mR* _pR
T 2mRt 2t

Ox = 0y

O alongamento de uma fibra qualquer numa direcdo tangente a superficie do vaso
esférico sera entdo:

1 1 (1—-v) pR
Ex = E[O'x —VO'y —VO'Z] = E[O'x —VO'y] = TE

O fator de seguranca (em relagdo a falha por deformacao excessiva do verniz) sera:

FS:‘Sﬂ
gx

onde ., = 300x10° é o alongamento. Assim:

(1-v) pmészgﬂ(:} o 2.E. .1
E 2t FS  PmxTEg 1 ))R

Substituindo os valores dados:

Pmax = 2 X 10%Pa = 2 MPa

Exercicio 4:

O eixo da figura tem raio R e estd submetido, simultaneamente, a um momento fletor
M, um momento de tor¢do T e a uma forca de tragéo N de valores desconhecidos. Para
obter esses valores serdo colocados extensémetros no plano x=0. Pedem-se:

a) o numero minimo de extensémetros necessdrios para obter os valores dos trés
esforcos aplicados;
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b) as posicées para possivel colocacdo desses extensémetros (coordenadas e
inclinagdo);

c¢) ajustificativa da escolha das posigdes.

4 z

M
T T
N «<—— ———>X —>N y

Resolucgdo:

a) 3 (sdo trés incognitas a determinar, portanto serdo necessarias trés equagoes
independentes, ou seja, trés extensdmetros ndo alinhados)

b) Sdo vdrias as possibilidades, desde que obedecam ao exposto no item (a). Por
exemplo:

(0,0,R) na direcdo x;
(0,0,R) a 45° com a direcdo de x;
(0,-R,0) na diregao x.

c) Tanto o momento fletor quanto a forga normal produzem deformagao na direcdo
de x. Para poder separar o efeito do momento fletor do efeito da forga normal,
devem ser colocados extensdmetros em pontos diferentes. Um extensometro
colocado na linha neutra, na dire¢do de x, por exemplo, permite o calculo direto
da for¢ca normal. Conhecido o valor da forga normal o outro extensémetro
colocado na diregdo de x permite o célculo do momento fletor. O extensGmetro
colocado em direcdo inclinada em relacdo a x permite o cdlculo da tensdo de
cisalhamento e, consequentemente, do momento de torcdo, que é o Unico esforco
gue a provoca.

Exercicio 5:

A chapa indicada na figura encontra-se sob um estado plano e uniforme de tensbes
(sendo o, = 0, > 0 e Ty, = Ty, =1 0,, sendo 1 um adimensional qualquer). No
centro da chapa, um extensémetro é colado (antes da aplicagdo dos esforcos) de
modo a formar um dngulo € com o eixo horizontal Ox (ver figura). Considerando que
as hipdteses de homogeneidade, de elasticidade linear e de isotropia do material da
chapa sejam vdlidas (constantes eldsticas do material E e v dadas), pede-se:

a) obter o tensor das deformagbes completo para um ponto da chapa;
b) obter o alongamento medido pelo extensémetro em fungdo de 6,

c) obter a formula que permite obter os valores de 0 para os quais o alongamento
medido pelo extensémetro tenha um valor mdximo ou minimo;
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d) Para o caso particular em quen = 1/2 ev = 0,2, determine numericamente o
valor dos dngulos calculados no item anterior. Responda: Neste caso, para qual
valor do dngulo teremos o maior alongamento medido em valor absoluto?

1 e
- > - >

«y A o
<« . -
4—* //\6 *—b .
) T 4>
-« - X
¥ '

<+ +— 4 « «

Resolucgdo:

a) Como o estado de tensdes é uniforme, o estado de deformages também sera
uniforme. E, da lei de Hooke, temos:

1 Oy Op
Ex =E[O'x—V0'y—VO'Z] =E=F
1 v v
&y =E[0y—vox—vaz] = _EU’C = —EO'O
1 v v
& =E[az—vax—vay] =—F0x="F%
Ty  2(1+V)
Vxy =T=T-nao
TXZ
=——=0
yxZ G
T

Assim, o Tensor das Deformacdes para qualquer ponto da chapa fica dado por:

Yxy  VYxz
g — =
2 2 1 1+v)n 0
Yy Vyz 0o
[El=|5 & S |=—7|A+v) —v 0
2 2 E
Voo Vyzo 0 o
2 2 z

g

b) O alongamento medido pelo extensémetro serd: ¢ = E[1n1] - 7

onde: 71 = {cos 8, senf, 0}¢. Assim:
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o, 1 (1+v).n 0 ](cosb
E[T_)l]=f- 1+v).n —v 0 {sen@}
0 0 -l 0
: cos6 + (1 +v)nsend
ﬁE[ﬁ’]=E- 1+v)n cosH—vsenH]
0

resultando, apds calcularmos o produto escalar:
_% 2 2
=+ [cos® 6 —v.sen“6 + (1 + v)n sen(26)]

c) Derivando o alongamento em fungdo do parametro 8, teremos:

de  0,(1+v)
B F [—sen(28) + 21 cos(20)]
Os angulos desejados sdo obtidos a partir da condicao:

ds

=0
do

Assim, vira:
1
tan(20) =2n & 0= Earctan( 21n)

d) Para o caso em quen = 1/2 teremos:

20 = /4 6=m/8
20 = arctan(1) & { = {
20 =51 /4 6 =5m/8

Substituindo os valores de 6 na expressdo do alongamento e lembrando que:

1+ cos(26
cos?6 = #
2
e
1 —cos(26
sen?f = #
2
vira:
(., 1+cos(m/4) 2++2
cos“f = =
2 4
0=71/8 = {sen2g= 1 —cos(m/4) :2—\/§
2 4
V2
ksen(219) =sen(m/4) = —

2
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34+ 5v2
[ 2BV 5
8 E
o, l+cos(5m/4) 2—-+2
cos“f = =
2 4
0 =51/8 = <senzgz1—cos(51r/4)=2+\/§
2 4
V2
\sen(29) =sen(5n/4) = -5
e
3-5V2
Ell=g.&<0
8 E

Do exposto: |g;| > |g;]. Logo, 8 = /8 é o dngulo associado ao maior alongamento
possivel medido pelo extensémetro.

Exercicio 6:

A placa quadrada da figura tem lado a = 200mm e espessura t = 10mm. Sobre ela
foi colada uma roseta com extensémetros a 45°. Esta placa foi, entdo, submetida a
um estado biaxial de tenséo, com o, = 40MPa e g, = 20M Pa, conforme a figura.
Com a aplicag¢éio desse carregamento, as leituras obtidas dos extensémetros a e ¢
foram, respectivamente, ¢, = 300u e e, = 0. Pede-se:

a) determinar o médulo de elasticidade E e o coeficiente de Poisson v do material da
placa;

b) obter as deformagdes principais;
¢) calcular a mdxima distorgo;
d) desenhar os circulos de Mohr das deformagdes;

e) calcular a variacdo que houve na espessura da placa com a aplicagdo do
carregamento;

f) calcular a variagGo que houve no volume da placa com a aplicagdo do
carregamento;

g) calcular qual é a leitura €, obtida do extensémetro b.
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Resolucgdo:

a) da Lei de Hooke, como g, = 0:
1
& == (0, — Vo
X E ( X y)
1
& ==\0, — Vo
y E( y x)
COMO &y = &, € &y = &, entdo:
E =100GPa
v=20,5
b) como o material é eldstico linear e isotrépico, as dire¢des principais de

deformacgdo coincidem com as dire¢des principais de tensdo. As deformagdes
principais serdo, entdo, &, €y € &,. Da Lei de Hooke:

v
& = —E(O'x + ay) = —300u

Assim

& =300u, e, =0,e53 =—300u

C) Vmax = €1 — &2 = Vmax = 600u

49



d)

—300u 3004,

e) At =¢,t= At =-0,003mm
f) como o material é incompressivel (v = 0,5) = AV =0

8) Vxy = 28, — (g4 + &), masyy, = 0.Entdo: g, = 150u

Exercicio 7:

Foram medidos os alongamentos e distorcées em um ponto da superficie externa de
uma estrutura, segundo eixos cartesianos (x,y, z). Foram encontrados os seguintes
valores:

Ex =6, =1X1073, 6, ==1x1073,y,, =4 X 1073, ), = y,, = 0,

Sabe-se, também, que a tensdo de cisalhamento no plano (x,y) € T, = 300MPa. O
mddulo de elasticidade do material é E = 200GPa. Pede-se:

a) Determinar o coeficiente de Poisson v;

b) Calcular as tensées oy, 0y, 0,, Ty, Ty,. O estado de tensbes € plano ou triplo?
Justifique.

Resolucgdo:

a) como

Txy = nyy = myxy
tem-se:

_E _ 200 x 103

1
=y, —1="  x4x10%-1sv==C
27, 2 X 300 Y73
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b) pela Lei de Hooke:

%= arna—myld Ve tvie +e)l
E
T A+va-2v) [(1=)ey +v(e; + &)
E
9z = 1+v)A-2v) [(1 —V)e, + V(e + gy)]
Assim,com &, = &, = —¢, = £
%= Arwna—zv Ve
E
17 T a+wa-2v (1 —v)e]
E
%= T Trva a3

g,=0
Também,

E
Txy = myxy = Tyx

E
12T 20+ e T T

E
\sz = 2(1—+v)]/zx = Tyy

Como ¥y, = ¥xz = 0,entdo, Ty, = Ty, = 0

O estado de tensdes é plano (no plano xy), poiso, = 0 et,,, =

Txz = 0.
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Exercicio 8:

. A roseta da figura estd colada a um ponto P
vy oz da superficie de um corpo submetido a um
d certo carregamento. As leituras dos seus
extensémetros sGo €, = 150, €, = 100u
p — I —>X e . = 150u. Sabendo que o corpo é feito
de um material ductil, pede-se determinar
qual é o fator de seguranga no ponto em que
estd colada a roseta, para o carregamento
aplicado.

Sdo dados, para o material do corpo:
- modulo de elasticidade: E = 300GPa;
- coeficiente de Poisson: v = 0,5;

- tensdo de escoamento: o, = 200MPa

Resolucdo:

Como:
e =T[nn

aleitura de um extensémetro colocado em um angulo 8 com o eixo x pode ser escrita,
em funcdo das componentes de deformacdo, na forma:

() = &, cos® 0 + &, sen? 6 + y,,, senf cos §

A partir das leituras dos extensémetros podem-se calcular essas componentes:

& = 100u
g, =200u
Yxy = 0

Como g, = 0, da Lei de Hooke:

Oy = (ex +ve,) = 80MPa

1—v2

E
Oy = m (Sy + VSx) = 100MPa

Como Tyy = Ty, = Ty, = 0, as tensbes principais sdo:

oy = 100MPa
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0, = 80MPa
g3 = 0

Como o material é ductil, pode ser usado o Critério de Tresca:

Ge
FS = =2
01— 03
Exercicio 9:
Na figura ao lado estd representado o estado de
- tensbes em um dado ponto de um sdlido
206 deformdvel. Admitindo que o material seja
v isétropo e possua comportamento eldstico-
x linear, determine:
72 /__23(’ a) o tensor das pequenas deformacdes no
2.0 ponto;
16.8 b) a mdxima distorgdo e o mdximo
(Tensdes em MPa) alongamento possiveis de serem obtidos
neste ponto;

c) se existe uma fibra passando pelo ponto
dado que tenha um alongamento =120 u
e que ndo possua distor¢do com nenhuma
outra diregdo inicialmente ortogonal a sua.
Se existir tal fibra, indique sua diregdo,
justificando a resposta.

Sdo dados: E = 200 GPa; v = 0,25.

Resolucdo:

a) O tensor das deformacgdes no ponto é dado por:

& Yay/2 VYxz/2
[E] = yxy/z &y Vyz/2
Yaz/2 Vyz/2 &

onde as componentes do tensor sdo obtidas a partir da Lei de Hooke:

1 1

b= [0x = v(ay + 5,)] = o [168 = 0,25(29,6 + 29,6)] = 104
1

ey = £loy = v(ox + 02)| = 555[29,6 = 0,25(16,8 + 29,6)] = 90u
1 1

&, = E [O'Z - V(O-x + Uy)] = m [29,6 — 0,25(16,8 + 29,6)] =90u
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Ty 2(1+v)  2(1,25)

Yy =7~ E v = g5 6= 120k
Ty 2(1+v) 2(1,25)
Yoo = =g e =g 2= 0
T, 2(1+V) 2(1,25)
Yz =" = T 2T 105
Logo:
10 60 45
[E]=]60 90 ofun
45 0 90

b) Para o cdlculo do maximo alongamento e da maxima distor¢ao, precisamos
determinar os alongamentos principais:

10 — ¢ 60 45
60 90 — ¢ 0
45 0 90 — ¢

=0

Que leva a seguinte equacdo caracteristica:

(90 — £).(e2 — 100 — 4725) = 0
cujas raizes sdo:

& = 135u & =90u &3 = —35u

Assim, o maior alongamento possivel (tanto em valor algébrico quanto em valor
absoluto) é ¢; = 135u.

E a maior distorcdo possivel entre pares de fibras que passam pelo ponto é:

Ymax = & — & = 170u

c) Se existisse tal fibra, sua direcdo seria a de uma das dire¢Bes principais de
deformagdo (uma vez que, pelo enunciado, ndo pode haver distorg¢do entre a fibra
dada e qualquer outra que seja ortogonal a ela). Ou seja, o alongamento da fibra
deveria ser um alongamento principal. Contudo, como nenhum dos trés
alongamentos principais coincide com o valor dado de 120y, concluimos que nao
existe nenhuma fibra que passa pelo ponto e que satisfaga as duas condi¢des dadas.

Complementarmente, pode-se observar, pelos circulos de Mohr das deformacées,
que o par ordenado (g,y/2) = (120u, 0) esta situado fora da regido delimitada
pelos trés circulos de Mohr, o que significa que ndo existe fibra que passa pelo ponto
e tenha um alongamento de 120u e distor¢ao nula com as demais fibras.

54



35 90 55 > W
Exercicio 10:
"
/i Fa\ M
M T A4 /
E T \ Ny /4
/ «

A barra cilindrica da figura tem comprimento L e diGmetro d. Nos pontos A(L/2, 0, d/2)
e B(L/2, d/2, 0) foram coladas rosetas com extensémetros a 45° como a da figura, com
o0 extensémetro a paralelo ao eixo x. Com a aplicagdo simultdnea de um momento
fletor M, um momento de tor¢cdo T e uma for¢ca normal N, de valores desconhecidos,
as leituras dos extensémetros no ponto A sdo:

&, =500u &, =438u e, =-—124u
e as leituras dos extensémetros no ponto B sGo:
& =—-500u &, =62u €. =124u
Pede-se determinar os valores de M, T e N.
Sdo dados:
- didmetro da barra: d = 4cm
- modulo de elasticidade: E = 200GPa
- coeficiente de Poisson: v = 0,25

-usarm =3
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Resolucgdo:

Para uma roseta com extensdmetros a 45° (adotando um sistema de eixos local em
gue o eixo x coincide com a direcdo do extensdmetro a e o eixo y coincide com a
direcdo do extensémetro b):

Sx = ga

&y =&

Yay = 2 & — (€0 + &)
Para o ponto A:

&, = 500u

&y = —124u

Yay = (2% 438 — (500 — 124))u = 500u
Para o ponto B:

& = —=500u

gy = 124u

Yay = (2% 62 — (=500 + 124))u = 500u
i) Calculo de N:

Como a roseta A esta na linha neutra, a deformagdo €, é devida apenas a forga
normal. Assim:

N = 0,A = EAe,

A= 12cm?

= N = 120kN
ii) Calculo de M:

Para a roseta em B, a deformacdo da direcdo x é a soma da deformacdo devida a forca
normal (500u) com a deformacdo devida a flexdo. Assim, a deformagdo devida a
flexao sera:

& = —1000u
Como:
Md
%=
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o, = E¢,

I:H: 12CTn4

= M = 1200Nm
iii) Calculode T:

Para o calculo de T pode ser usada tanto a distor¢do medida em A quanto em B (elas
devem ser iguais):

Como:
Txy = nyy;
Td
Ty = o5
X7 20p
= = P
G 20+ 80GPa
Ip, = md* = 24cm*
PT gy T Am
=T =480Nm
Exercicio 11:

Em uma lata de refrigerante fechada sdo colados dois extensémetros: um na diregGo
circunferencial e outro na dire¢do longitudinal. Nessa situacdo a leitura dos
extensémetros é zerada. A lata tem diémetro externo de 60mm, espessura de 0,2mm
e é feita de aluminio com mddulo de elasticidade E = 75GPa e coeficiente de Poisson
v = 1/3. Quando a lata é aberta a leitura do extensémetro circunferencial é &; =
—100u. Pergunta-se:

a) qual é a leitura do extensémetro longitudinal quando a lata é aberta?

b) qual é a pressdo interna do refrigerante na lata fechada?

Resolugdo:
A tensdo longitudinal em um vaso de pressao cilindrico é dada por:
r
o =p—
1=7D ot
e a tensdo circunferencial por:

r
O'C=PE
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Assim, pela Lei de Hooke:

1 pr
Ec =E(O'C_V0'l) ZE(Z_V)

Entdo, arelagdoentre ¢; e €, é:

g 1-2v
g 2—-v
parav =1/3:
i 20
—_ = = —
e, 5 €1 U

A pressdo interna pode ser calculada diretamente a partir da expressao de &; ou da
expressdo de .. Assim:

_ Bt o okp
p= r(2—-v) p= ¢
Exercicio 12:

A figura ilustra um segmento de uma barra de secdo transversal circular cheia
(diégmetro d) sobre a qual atuam os seguintes esforcos (todos referidos ao sistema de
eixos Oxyz indicado):

e Uma forcanormal N = 10P;
e Um momento fletor M,, = 2,5Pd;
e Um momento torcor T = 5Pd.

O material da barra possui mddulo de elasticidade E e coeficiente de Poisson
v = 0,25. Se um unico extensémetro for colado sobre a superficie da barra no ponto
A = (0, 0, d/2) antes da aplica¢do dos esfor¢os indicados, determine:

a) otensordas tensbes e o tensor das deformagdes no ponto A apds a aplicagdo dos
esforgos;
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b) os alongamentos principais no ponto A;

¢) amelhor orientagdo do extensbmetro para que a leitura (em valor absoluto) seja
a maior possivel.

Resolucgdo:

a) o estado tensional no ponto A fica dado por:

Ox

Superficie livre

onde:

_ AN Myedd 4N 32M,

Ox nd2+ nd4 2 nd2+ nd3

T d 16T
2

Yy = T nd*/32) nd®
ou seja,
_ 40P N 80P 120P
Ox = nd?2  mwd? md?
80P
Ty = T

Assim, o tensor das tensdes no ponto A fica dado por:

3 -2 0
-2 0 0
0 0 O

40P

7] = md?

Pela Lei de Hooke, teremos:

1 o. 120P
Ex =E[0x—v(ay+az)] =Fx=W

1 Vo 30P
8}1 =E[O'y —V(O'x +O'Z)] = —?xz —m

1 Vo 30P
&, :E[O-Z —V(O'x +O'y)] = _Tx: —m
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2(1+v) 2,5 80P 200P
Yoy =7 fw T ?(_ ndz) = T E.nd?
2(1+v)
Yxz = T‘[xz =0
e
2(1+v)
Vyz = T-Tyz =0

Logo, o tensor das pequenas deformagdes fica dado por:

12 =10 07 10p
[E]=|-10 -3 0 :
o o -3fm™

b) os alongamentos principais no ponto A sdo dados por:

128 — ¢ —-108 0
[[E]—e.[I]]=]| —108 =3 —¢ 0 =0
0 0 —38—¢
onde:
_ 10P
T E.md?

€ uma deformagdo de referéncia (ou seja, todas as demais deformacées sdo multiplos

de f).

Desta forma, teremos a equacao caracteristica e seus auto-valores:

e=-3f
—(BB +¢).(e2—9Be—136p%2) =0> .o 9B + 258
===
S]_ - 17B
= &y = _3ﬂ
&3 = _8ﬁ

ou, de forma explicita,

_170P
&= E.md?
_30P
&2 = E.md?
80P
&= E.md?
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c) O maior alongamento possivel que pode ser registrado pelo extensémetro deve ter
a dire¢do de 71, (dire¢do principal associada ao alongamento £; = 178), a qual é
dada por:

. -5 —-10 0 Nyx1 0
([E]=&.[ID.{Hi1}=0 & |-10 —-20 0 [.{7%y1{=10
0 0 —20
De onde temos as relagdes:
nx1 + Z.ny1 == 0
Ny, =0

ou seja,

2-10 {2\/3 V5 }t
ny = N

Exercicio 13:

Uma roseta com 3 extensémetros a 45° (nomeados A, B e C) é utilizada para
determinar as deformagcbées em um ponto da superficie de uma dada estrutura,
conforme indicado na figura, sendo obtidos os valores: ¢4 = e, = 210y, €g =
420u. Admita condigées de linearidade geométrica e que o material seja homogéneo,
isétropo e tenha comportamento eldstico-linear com constantes eldsticas E = 280 GPa
ev = 0,4. Pedem-se:

a) o maior e o menor alongamento que pode ser medido neste ponto com auxilio de
extensémetros e as direcbes em que eles ocorrem (indique estas direcées em
relagdo aos extensémetros A, B e C através de desenhos);

b) a maior distorcdo entre as fibras que passam pelo ponto e cujos versores
(tangentes as fibras) sGo paralelos a superficie da estrutura. Indique estas dire¢oes
em relagdo aos extensémetros A, B e C em um desenho;

¢) o valor da maior tensdo de cisalhamento no ponto (considerando todos os planos
possiveis que passam pelo ponto) e as normais aos planos em que ela atua;

d) considerando que o material tenha comportamento ddctil com tensdo de
escoamento 350 MPa, o fator de seguranga com relagcdo ao inicio de escoamento
no ponto utilizando um critério apropriado. Justifique a escolha do critério
adotado!
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Resolucgdo:

a) Consideremos o sistema de eixos Oxyz como indicado abaixo (com o eixo Oz
ortogonal a superficie da estrutura):

O estado tensional no ponto em questao fica dado por:

T %

VX
o
T Oy

\ xy

J

Superficie livre

Consequentemente, o estado de deformagdes no ponto fica (utilizando a Lei de
Hooke):

6 = £lo, —voy]
ey = g1y ~var]
g, = —%[ax + 0y

O tensor das deformagdes, no sistema xyz, fica entdo dado por:
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&  Yo/2 0
[E]=|vy/2 & O
0 0 &,

E o alongamento segundo uma fibra cujo versor tangente seja dado por
= {cos® send 0} ficadado por:

&(8) = {n}* [EN7}

Resultando:

[E].{1} = |vxy/2 & 0 |ysenb( = {yxycos8/2 + &,senb
0 0 5 A 0

&  Yay/2 0 {0059} £xC0S0 + Yyysend /2
E, finalmente:
£(0) = &,c05%0 + &,5en*6 + Yy, cosOsend
Pelos dados do problema, temos:
e(0)=¢,=¢4
e(m/2) =¢, =¢c

& +&, +
e(n/4) = %”w — &y
Assim, obtemos:

& =210u , &, =210u , vyxy =420u

Finalmente, das trés primeiras equacgdes constitutivas, € imediato mostrar que:

& = _%[Jx"'ay] = _ﬁ(3x+sy)

LOgO.

E o tensor das deformacGes fica:

210 210 O
[E]=[210 210 0 ]u
0 0 —280

Os alongamentos principais correspondem aos autovalores do tensor das
deformacdes obtidos por:
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210—¢ 210 0
[[E]—¢€[I]l=0 =| 210 210-—¢ 0 =0
0 0 —280—¢

Resultando:
e=420u =&
—(280 + £).(e2 — 4208) =0 > { e=0=¢g,
e=—-280u =&

Os circulos de Mohr das deformagdes ficam:

Y A
z(ﬂ)

-280 420 e ()

Do exposto, podemos afirmar que:

i) O maior alongamento que pode ser medido na superficie da estrutura por meio de
extensémetros é 420u e sua diregdo é a do extensémetro B (que coincide com a
direcdo principal 71, );

ii) O menor alongamento que pode ser medido na superficie da estrutura por meio de
extensémetros é Ou e sua diregdo é ortogonal a diregdo do extensémetro B (que
coincide com a dire¢do principal 71,).

Esquematicamente:
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Direc¢do do maior
alongamento no plano

Diregido do menor
alongamento no plano

b) dos circulos de Mohr podemos observar que a maior distor¢ao entre as fibras que
passam pelo ponto e cujos versores (tangentes as fibras) sdo paralelos a superficie da
estrutura vale:

Ymax,plano = €1 — €2 = 420u

Tal distor¢do ocorre entre as fibras que formam angulos de 45° com as direcOes
principais 71; e 71,, ou seja, ird ocorrer justamente entre as dire¢des x e y do sistema
de coordenadas Oxyz. De fato, vemos que:

Ymax,plano = Vxy = 420u

c) Aplicando novamente a Lei de Hooke, mas utilizando agora as dire¢Oes principais
de tensdo e deformacao, teremos:

1

& = B [01 —v(0z + 03)]
1

2% [0z —v(0y + 03)]
1

B % [o3 —v(0y + 03)]

De onde obtemos (alternativamente):
0 =AM + e, +63)+ 26
0, = A(e; + &, +&3) + 2Ge,
03 =A(e; + &, +&3) +2Ge;
onde:

4= VE _0,4.280
S (A+v)(1-2v) 1,402

GPa = 400 GPa
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E 280

= =2 GPa=100GP
20+v) 214 ¢ @

G

Dai:

(400.140 + 200.420)
1000

MPa = 140 MPa

0-1 = 1(81 + 52 + 83) + 2G€1 =

(400.140 + 0)

1000 MPa = 56 MPa

gy, = A(El + & + 83) + 2682 =
(400.140 — 200.280)

1000 MPa =0 MPa

g3 = A(El + & + 83) + 2683 =

Os circulos de Mohr das tensdes ficam entdo dados por:

(MPa) 4

0 56 140 o (MPa)

Do exposto verifica-se que a maior tensdo de cisalhamento, considerando-se todos os
planos que passam pelo ponto sera:

01 — 03
Tmax = 2

= 70MPa

A mdxima tensao de cisalhamento ocorre sempre em planos cujas normais formam
45° entre as dire¢des principais 71; e 713. Neste caso, como as dire¢des principais de
tensdo e de deformacdo sdo as mesmas, teremos:

Wz VzZ )

n=y—,—,0
2 2

ﬁ’3={0,0,1}t

Assim, a maxima tensao de cisalhamento ocorre nos planos cujas normais sdo:
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V2 . 11 2
{Z’Z'_ 2}

ﬁ=7(ﬁ1—n3) =

d) Para materiais com comportamento ductil podemos utilizar o Critério de Tresca
(critério da maxima tensdo de cisalhamento) ou o Critério de Von Mises (critério da
maxima energia especifica de distor¢cdo). O primeiro fornece resultados mais
conservativos e, portanto, serd o critério escolhido. Neste caso, o fator de seguranca
com relagdo ao inicio de escoamento no ponto sera:

O 350

—=—=25
oy —o3 140

(FS) =

Exercicio 14:

Um dinamémetro de alta capacidade, projetado para medir cargas de tra¢éo de até
2000kN em sistemas de amarragdo de navios, é construido a partir da usinagem de
uma peca de aco carbono, liga SAE4340 (ABNT4340), de alta resisténcia. O
dinamémetro é inserido na linha através de duas manilhas ligadas a dois tornéis
(distorcedores). Os pinos das manilhas, inseridos nos olhais, transmitem ao
dinamémetro a carga de tragdo F, a ser medida. Os tornéis ddo liberdade de giro ao
conjunto, de forma a minimizar a aplica¢éo de tor¢do. O sensoriamento da carga de
tragdo € feito indiretamente, através da medida de deformacdes, utilizando-se rosetas
de extensémetros elétricos, que sdo coladas a superficie do “pescogco” da pe¢a, em sua
se¢do intermedidria. SGo 4 conjuntos de rosetas, instalados a 90° entre si e ligadas
eletricamente de forma a compensar deformagdes decorrentes de esforcos outros que
ndo os de tragdo. A calibragdo do dinamémetro é realizada em aparato de ensaio de
tragdo.

Na fase de dimensionamento do dinamémetro, uma das preocupagdes do projetista
é a defini¢do do didmetro D. Por um lado, deseja-se grande sensibilidade. Por outro,
requer-se a resisténcia necessdria. Admitindo que ndo haja qualquer imposi¢Go de
flexdo e que o material seja isotropico e linear-eldstico.

a) atensdo normal a se¢do, a,., associada a tragdo F;

b) a tensdo de cisalhamento, Ty, associada a um torque residual, de magnitude T;
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¢) otensor das tensées [T], segundo os eixos locais (x,y,z);

d) as tensoes principais;

e) a madxima tensdo de cisalhamento correspondente;

f) as deformagées principais.

Resolucdo:

a)

b)

c)

d)

e)

F F 4F
A mR? mD?

TR TD/2 16T

=T wD*/32  7D?

Ox Txy O 4F /mD? 16T /mD?® 0
[T] =1y, O O|=[|16T/nD3 0 0
0 0 0 0 0 0

64T2
= a=pz |t [T e
0-2:0
_0x t oy Ox — Oy\?2 5
=73 _J( 7) t
_ I
2o =pz|t T |1 T D2

0, — 03 F 64T?
Tmix =5 = ppz |1 (M e
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f)

&
&2

&3

portanto

&

[y

&2

E

1 v
= E(UZ —v(oz3+0y)) = _E(Ul +03)

1

= E(O-g —v(oy +03)) = E(Js —voy)

AF 64T?
= —5I7F A-v+0+v) 1+F2D2
_ 4F v

D% E

AF 64T?2
=Wﬁ A=-v)—-1Q+v) 1+W

1
=—=(0y —v(oy +03)) = £ (01 —voy)
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