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1 Apresentacao

A presente apostila apresenta a primeira parte das notas de aula da disciplina
Mecanica dos Sdlidos Il, que corresponde a uma introducdo ao estudo das tensdes. O
conteudo aqui presente é baseado no curso que venho ministrando ha varios anos
em parceria com o Prof. Dr. Roberto Ramos Jr. Boa parte do conteldo desta apostila
se baseia em notas de aulas ministradas pelo Prof. Ramos. Os exercicios aqui
apresentados sdo questdes de provas aplicadas nas disciplinas de Mecanica dos
Sélidos.




2 Conceito de Tensao

Seja o sdlido genérico S representado na Figura 1, submetido a um sistema de forcas
externas F; equilibrado.

Figura 1 - Sélido genérico S submetido a um sistema equilibrado de forgas F;.

Consideremos, agora, que o sélido S seja cortado por um plano a que passa por um
ponto P e é perpendicular aum versor 7 (Figura 2). Para que a parte que foi separada
de S continue em equilibrio, é necessario que existam forgas distribuidas sobre a drea
A que garantam esse equilibrio. Essas forcas sdo chamadas de forgas internas. Essas
forgas representam a maneira como os esforcos externos se distribuem pelo sélido.
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Figura 2 - Sélido genérico S submetido a um sistema equilibrado de forgas F;.

Um elemento de érea infinitesimal A tomado sobre @ em torno do ponto P estara
submetido a uma forga interna infinitesimal Sﬁ(Figura 3). Essa for¢a depende nao sé




do ponto P, mas também da direc3o 71 do corte considerado. A rigor deve-se colocar
essa forca como funcdo desses dois parametros:

SF = SF(P,7) N )

S

Figura 3 - Forga interna 5F em um elemento de drea 5A.

A forga interna § F é um vetor que pode ter qualquer dire¢do, mas, como todo vetor
pode ser decomposto em duas componentes: uma, F,;, que tem a dire¢do do versor
7 e outra, F;, que é paralela ao plano do corte a. Assim:

8F = 8F,7i + 6F,t V)
onde t é um versor paralelo a .

A tensdo no ponto P, que atua no plano perpendicular ao versor 7, é o vetor:

SF(P,7)
5A

p(P,7) = lim (3)
p( ) 6A-0

Note que a tensdo tem a dimensdo de forca por unidade de drea e que ela é uma
propriedade do ponto P e da direc3o 7i. Para conhecer o estado de tensdo no ponto
P é necessario conhecer o vetor p em todas as direcdes. Cada ponto de um sdlido
pode estar submetido a um estado de tensao diferente.

O estudo das tensdes que ocorrem nos pontos de uma estrutura é fundamental para
saber se ela é capaz de resistir aos esforcos externos aplicados sem sofrer nenhum
dano.

Assim como a forca interna, o vetor tensdo p também pode ser decomposto em duas
componentes:

p=on+rtt , (4)
onde
SF,,
= lim —* 5
o= lm 32 ©)




7= lim OF ) (6)
§4—0 6A
A componente ¢ recebe o nome de tensdo normal e a componente T recebe o nome
de tensdo cisalhante ou tensdo de cisalhamento. A decomposi¢do da tensdo nessas
duas componentes ndo tem apenas significado geométrico pois os materiais tém
limites de resisténcia diferentes quando submetidos a tensdes normais ou tensdes de
cisalhamento.




3 Notacao de Timoshenko

Vimos que a tensdo é uma propriedade de um ponto P do corpo e que a tensao varia
com o plano de corte, dado pelo seu versor normal 71 e que para conhecer o estado
de tensdo em um ponto, é necessario conhecer o valor de g para todas as direcdes.

Normalmente o estado de tensdo em um ponto é representado por um elemento
cubico de dimensdes infinitesimais. Imagine esse elemento como um cubo muito
pequeno que foi retirado do corpo e que contém o ponto P. Como as suas dimensées
sdo infinitesimais, no limite este cubo tende ao préprio ponto P. Associado a esse
elemento de tensdo, pode ser construido um sistema de coordenadas cartesianas
Oxyz, conforme a Figura 4.
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Figura 4 — Elemento cubico infinitesimal.

No caso geral, cada face deste elemento estara submetida a uma tensdo normal e a
uma tensado de cisalhamento. Para cada face esta perfeitamente definido um versor
normal 71, mas para cada face pode haver infinitos vetores tangentes t. Entdo, para
representar bem a tensdo normal em uma face, é necessario um Unico nimero, mas
para representar bem a tensao de cisalhamento sdo necessarios dois nimeros. Assim,
para representar as tensdes em todas as fases do cubo, serdo necessarios seis valores
de tensGes normais e doze valores de tensGes de cisalhamento e o problema de
representacao das tensdes comega a ficar complicado!

Com essa finalidade, Timoshenko, que foi um grande cientista russo na area da
Mecanica dos Sdlidos criou uma notagcdo que ficou conhecida como Notagdo de
Timoshenko. A Figura 5 apresenta as tensdes normais e as componentes de tensdo de
cisalhamento com seus sentidos positivos seguindo essa notagdo. As tensdes normais
sdo indicadas por g, onde u é o eixo do sistema cartesiano que é ortogonal a face
onde ocorre essa tensdao normal. Uma tensao normal é convencionada como positiva




se for uma tensao de tragdo e é convencionada como negativa se for uma tensdo de
compressao.
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Figura 5 — Notacdo de Timoshenko — Faces Positivas.

Ja as componentes de tensdo de cisalhamento sdo representadas por dois indices,
Tyw, Onde u é o eixo ortogonal a face onde atua esta componente e v é o eixo que
tem a mesma dire¢do da componente.

As faces positivas do cubo sdo as que estdo indicadas na Figura 5. Nelas o sentido
positivo de uma tensdao normal corresponde ao sentido positivo do eixo paralelo a ela.
Nas faces positivas o sentido positivo das componentes de tensao de cisalhamento
corresponde ao sentido positivo dos eixos que sdo paralelos a elas.

A Figura 6 traz o sentido positivo das tensdes normais e das componentes de tensao
de cisalhamento para as faces opostas. As faces opostas sdo aguelas em que uma
tensdo normal de tragdo (positiva) tem sentido contrario ao do eixo correspondente.
Nessas faces, o sentido positivo das componentes de tensiao de cisalhamento é
contrdrio ao sentido positivo do eixo correspondente. Compare a Figura 5 com a
Figura 6, para identificar a diferenca. Note que para identificar as tensdes nas faces
opostas, foi usando um apdstrofo ().

A notacdo de Timoshenko é muito pratica e é largamente utilizada. Note que para o
ponto P foram representadas na nota¢do de Timoshenko seis tensGes normais e doze
componentes de cisalhamento. Mas foram considerados apenas os planos que
formam o elemento cubico e sdo perpendiculares aos eixos coordenados. Mas e os
outros planos, aqueles que sdo inclinados em relagdao aos eixos? Veremos mais
adiante o que acontece.
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Figura 6 — Notagdo de Timoshenko — Faces Opostas.




4 Estado Plano de Tensao

O estado de tensdao em um ponto P é um estado plano de tensdGo quando todas as
componentes de tensdo em uma determinada dire¢do sdo nulas. A Figura 7 apresenta
um elemento cubico correspondente a um estado plano, olhado de frente.
Comparando com a Figura 5 e com a Figura 6 nota-se que todas as componentes de
tensdo que tem z no indice sdo nulas e n3o estdo representadas. As dezoito
componentes de tensdo do estado completo ficaram reduzidas a oito no estado
plano. Na Figura 7, X e Y sdo forgas distribuidas por unidade de volume aplicadas ao
elemento cubico. Essas forcas sdo forcas de campo, isto é, forcas que atuam a
distancia como forcas gravitacionais ou magnéticas.
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Figura 7 — Estado Plano de Tenséo.

O elemento cubico da Figura 7 esta em equilibrio. Entdo a soma de todas as forcas a
ele aplicadas que tem a dire¢do x é nula. Considerando que forca é igual a tensao vezes
a area em que ela estd atuando e que a diregdo z é perpendicular ao plano da figura,
resulta que:

—0xdydz + oydydz + 1,,dxdz — Ty, dxdz
+ Xdxdydz = 0

(7)
Dividindo-se essa equagdo por dz, obtém-se:

—0xdy + oxdy + T, dx — Ty dx + Xdxdy = 0 . (8)
Fazendo dy — 0 na equagdo (8) conclui-se que:

Tyx = Tyx . (9)

Fazendo dx — 0 na equacao (8) conclui-se que:




0'32 = 0y . (10)
O equilibrio na dire¢do y fornece uma relagdo semelhante:

—Tyydydz + 1, dydz + 0,dxdz — 0, dxdz

+ Ydxdydz =0 (1)
Dividindo-se essa equacao por dz, obtém-se:
—Txydy + Tyydy + 0ydx — 0, dx + Ydxdy = 0 . (12)
Fazendo dy — 0 na equagdo (12) conclui-se que:
gy =0, . (13)
Fazendo dx — 0 na equacdo (12) conclui-se que:
Tyy = Txy - (14)

Por ultimo, o equilibrio dos momentos das forgas aplicadas em relacdo ao ponto O
fornece a equagdo:

dx
aydxdz7 — Tyxdxdzdy + Ty, dydzdx

d
— o, dydz 7},

' dxd dx
— oydxdz—
TE (15)
+a,2dydz7

dx
+ Ydxdydz -

dy
— Xdxdydz -5 = 0

Dividindo (15) por dxdydz e levando em conta (10) e (13) obtém-se:

dx d
—Tyx+rxy+Y7—X7y=O - (16)

Fazendo dx — 0 e dy — 0 conclui-se que:
Tyx = Txy . (17)

Note que (9), (10), (13), (14) e (17) permitem concluir que sé existem trés
componentes de tensdo distintas gy, 0, e Ty, no estado plano. Assim a Figura 7 pode
ser transformada na Figura 8. Muitas vezes a Figura 8 é ainda simplificada,
identificando as componentes distintas apenas uma vez, como na Figura 9. Note,
também que as conclusdes aqui obtidas independem das for¢as de campo X e Y, pois
elas desapareceram no processo de limite.
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Repare, agora, no sentido das tensdes de cisalhamento na Figura 9: este é o sentido
positivo. Se o sentido da tensdo de cisalhamento for alterado em uma das faces,
obrigatoriamente serd alterado nas outras.

9y
Txy i)
Txy
Oy €«—— l T—) Oy
Txy
0 D — ‘[xy
i l
~l—x %

Figura 8 — Estado Plano de Tensdo
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Figura 9 - Estado Plano de Tenséo.

Vamos estudar, agora, o que acontece em um plano que esta inclinado em relagdo
aos eixos x e y. Para isso, em vez de retirar do corpo um elemento cubico, vamos
retirar um elemento na forma de um prisma triangular como na Figura 10, onde a face
AB esta inclinada de um angulo 8 em relacdo ao plano vertical. A direcao da face AB
sera indicada pelo seu vetor normal 71. A face AB estara sujeita a uma tens3o normal
o e a uma tensdo de cisalhamento 7. Estas tensdes podem ser calculadas a partir de
Oy, 0y € Ty, montando as equagdes de equilibrio do prisma. Note que na Figura 10
nao foram consideradas forcas de campo porque ja sabemos que elas vao
desaparecer no processo de limite.

Na direcdo x teremos, ja simplificando a dimensao dz:
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—0xdy — Tyydx —Tsenfds +ocosfds =0 (18)
e nadiregdo y:

—Tyxydy —0oydx + Tcosds +osenfds =0 . (19)

Figura 10 - Estado de tensdo em um plano inclinado.
Como:

dx = dssenf (20)

dy = dscosf , (22)
a equacado (18) pode ser rescrita como:

—0,C0s0 — Tyy,senb —tsen 6 + o cosf = 0 (22)
e a equacdo (19) como:

—TyxyC0sO — g,send + 7cosf + asend =0 . (23)

Multiplicando (22) por cos 8 e somando com (23) multiplicada por sen 8 chegamos
a expressado que fornece o valor da tensdao normal em fungdo do angulo 6:

0(0) = g, cos? 0 + o), sen® 6 + 21y, sen 6 cos 6 (24)
e multiplicando (22) por —senf e somando com (23) multiplicada por cos 6
chegamos a expressao que fornece o valor da tensao de cisalhamento em funcdo de

0:

7(0) = —(ax - ay) sen@ cos 0 + ‘L'xy(COSZ 6 —sen?0) . (25)

12



5 Tensor das Tensoes

Consideremos, agora, um estado completo de tensdes. Olhando a Figura 5 e a Figura
6 verificamos que, para representar as tensées em todas as faces de um elemento
cubico em torno de um ponto P de um corpo, precisariamos de dezoito componentes
de tensdo: gy, Oy, Oy, Oy, Oz, Oz, Txy, Txys Txzs Txzr Tyxr Tyxer Tyzs Tyzs Tzaer Toxs Tzy
e T;y. Mas o estudo do equilibrio das forcas que atuam sobre um elemento cubico,
aliado a um processo de limite como que foi feito para o estado duplo no item
anterior, permite concluir que muitas dessas componentes sao iguais. Assim:

Oy = Oy ,  (26)

gy =0y, ,  (27)

g, = 0y , (28)

Ty = Tay = Tyx = Tyx , (29)

Tz = Taz = Tzx = Tzx , (30)
e

Ty = Ty = Tzy = Ty . (31)

Ovu, seja, das dezoito componentes iniciais apenas seis sdo valores distintos. Usaremos
apenas dy, 0y, 0z, Ty, Txz € Tyz-

Vamos, agora, estudar as tensdes em um plano inclinado em relagcdo aos eixos, assim
como fizemos no estado plano. Para isso vamos considerar um tetraedro retangular
de dimensdes infinitesimais que contém o ponto P, como estd indicado na Figura 11.
Nessa figura, p é o vetor tens3o aplicada a face ABC e que pode ser descrito por suas
coordenadas cartesianas:

Px
p = 1Py (32)
Pz :

O versor 71 é o versor normal a face ABC e que também pode ser descrito por suas
coordenadas cartesianas:

Ny cosa
n={nyt={cosp (33)
n, cosy ,

onde a, f e y sdo os angulos que o versor normal forma, respectivamente, com os
eixos x, y e z, conforme a Figura 12.
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Figura 11 - Tetraedro infinitesimal em torno de P.

X

Figura 12 - Angulos que o versor normal forma com os eixos.
Para calcular o vetor g vamos considerar o equilibrio do tetraedro. Na Figura 13 est3o
identificadas as componentes de tensdo que atuam nas faces OAC, OBC e OAB. As

componentes de for¢a que estdo aplicadas a essas faces sdo as componentes de
tensdo multiplicadas pelas respectivas areas. Sejam:

e dS—adreadaface ABC
e (S, —adreadaface OBC

° dSy —a area da face OAC

14



e dS, —aareadaface OAB.

Figura 13 - Componentes de tensao nas faces.

O equilibrio de todas as forcas aplicadas ao tetraedro na dire¢ao x fornece a equagao:

PxdS — 0,dSy — TyydS), — T5,dS, =0 . (34)
Mas

dS, = dScosa =n,dS

dS, = dScosp =n,dS (35)

dS, =dScosy =n,dS
Entdo:

Px = Ox COSQ + Tyy COS B + T,y COSY , (36)
ou seja,

Px = OxNy + TyuNy + Ty, . (37)
De forma analoga, podemos montar as equagdes de equilibrio na diregdo y:

Py = TxyNy + 0yNy + TN, (38)
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e na dire¢do z:
Pz = TugNy + TyzNy + 0N, . (39)

As equagoes (36), (38) e (39) podem ser agrupadas na forma matricial, levando em
conta (29) a (31),

Px Ox  Tyx Txz](Mx
py = Txy 0. y Ty z ny (40)
Pz Txz Tyz 0z ]\Ny

Usando esta express3o, dado o valor da normal 71 que mede a inclinagdo do plano em
relacdo ao sistema de eixos cartesianos, podemos calcular o vetor tens3o p.

Mas que tipo de grandeza é, entdo, a tensdo que atua em um ponto P de um corpo?
N3do é uma grandeza escalar, como a temperatura, que é medida apenas por um
numero real. Também ndo é um vetor, como a velocidade ou a aceleracdo, que sao
medidas por trés numeros reais, as suas componentes em um sistema cartesiano.

A tensdo em um ponto P é uma grandeza conhecida como tensor. Para representa-
la é necessdria uma matriz quadrada de ordem trés. Vamos representar o tensor das
tensdes pela matriz:

Ox Txy Txz
[T]=[T]" = [Txy Oy Tyz (41)

Txz Tyz Oz

Em uma notagdo mais compacta (notagdo tensorial) podemos colocar a expressdo
(40) na forma:

p=Tn] . (42)

Que pode ser lida como: a tensdo p € o tensor T aplicado a 1. Mas é s6 uma notac3o.
A expressdo (42) equivale a operacdo indicada em (40).

Lembrando de (4) e usando (42), podemos escrever a tensdo normal no plano de
normal 71 como:

o=T[n] -7 ,  (43)
gue corresponde a operagdo algébrica:
N\ 10x  Txy Txz](Nx
o={Ny} |Txy 0y Tyz|{n, (44)
ng, Txz Tyz 0z ]\Ng
Conhecida a tensdo normal apodemos calcular a tensdo de cisalhamento . De (4):
p? =0?+ 12 (45)

e, portanto,
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T=4/p%—0? . (46)

Enquanto o sinal da tensdo normal é muito importante, porque muitos materiais tém
comportamento diferentes quando submetidos a tensGes de tracdo ou tensées de
compressao, o sinal da tensdao de cisalhamento ndo desempenha um papel
fundamental.

A expressdo tensorial (43) ou sua contrapartida matricial (44) sdo absolutamente
gerais, valem para qualquer caso. Em particular, podemos aplica-la ao estado plano
de tensdo contemplado no item anterior.

Voltado a figura Figura 10, a normal 71, no estado plano representado, pode ser
escrita como:

cos 6
7 =1{senf (47)
0

e, portanto, de (40) ou (42):

Oy Txy 0 cos 6
p=T[i] = |1y, o, Ofsend (48)
0 0 0 0
e, portanto,
0Oy COS 6 + Ty, sen 6
p= {Txy cos 0 + gy, sen 9} (49)
0
Usando (49) em (43):
0y C0S 6 + Ty, sen @ tcosd
o= {Txy cos 6 + g, sen 9} {sen 9} (50)
0 0
e, entao,
0(0) = g, cos? 0 + o), sen” O + 21y, sen 6 cos O . (51)

gue é exatamente igual a (24).
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6 Tensoes Principais

Um plano é chamado de plano principal de tensdo se a tensao de cisalhamento neste
plano é nula. A direcdo da normal a um plano principal de tensdo é chamada de
dire¢dio principal de tensdo e a tensdao normal que atua em um plano principal é
chamada de tensdo principal. No préximo item veremos por que as tensdes principais
sdo importantes, neste item aprenderemos a calcular as tensdes e as direcOes
principais de tensao.

Se a tensdo de cisalhamento em um plano é nula, entdo, de (4)
g =on (52)
ou

-

g—oni=0 (53)

ou, ainda, de (40),

Ox  Tyx Txz] (M Ny 0
Tey Oy Tyz|{Ny:— 0Ny =10 (54)
Txz Tyz 0z]\Ng ng 0

ou, finalmente,

Ox =0 Tyy Tez (N 0
Txy Oy — 0 Tyz ny =40 (55)
Txz Tyz 0, —0]\n, 0 ’

que € um sistema de trés equagdes a trés incognitas 1y, n,, e n,.
O sistema linear de equagdes (55) obviamente tem uma solugao trivial,
nx:ny:nz:0 ’ (56)

mas esta solu¢do n3o tem significado geométrico pois, como 71 é um versor, ent3o,
obrigatoriamente,

nz4+ni+nz=1 . (57)

Entdo o sistema (55) tem que admitir mais de uma solug¢do. Mas, para que um sistema
de equacdes algébricas lineares como esse admita mais de uma solucdo, é necessario
gue o determinante de sua matriz seja nulo, ou seja,

Oy — 0 Tyy Tyy
Txy Oy—=0 Tyz | =0 (58)
Tyy Ty, 0,—0
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Buscam-se entao, quais s3o os valores de o para que isso acontece.

O determinante (58) pode ser expandido algebricamente, resultando na equacdo
polinomial de terceiro grau, conhecida como equacao caracteristica:

03 —Lo*+Lo—-13=0 ;o (59)
onde
L =o0x+0,+o, , (60)
L= Ox Txy Ox Txz | Oy Tyz (61)
2 Txy Oy Tyz Oy Tyz Oz
e
I; =|T| . (62)

Como a matriz [T] é simétrica, prova-se, na Algebra Linear, que a equagdo
caracteristica (59) admite sempre trés raizes reais 01, 0, e 03. Essas raizes ndo sdo
necessariamente distintas e podem ser negativas, nulas ou positivas. Elas sdo as
tensdes principais, que foram definidas anteriormente, que correspondem as tensées
normais que atuam nos planos em que as tensdes de cisalhamento sdo nulas e agora
sabemos que sdo apenas trés.

Convenciona-se a seguinte ordem para as tensdes principais:
01 = () = 03 (63)

e esta convenc¢do ndo é opcional, é obrigatdria, deve ser sempre seguida porque é
universal. Assim g; serd sempre a maior tens3do principal em valor algébrico e g5 sera
sempre a menor delas.

Falta, agora, calcular as dire¢cbes principais, que serdo trés, cada uma delas
correspondente a uma das tensdes principais. Vamos batizar as dire¢des principais de
1n,, 7, e 13, correspondendo, na ordem, a 01, 0, € 3.

Vamos determinar 7. Sejam 71, n, e n, as suas componentes, isto é,
ﬁx
1y =7y (64)

ng

Para calcula-las temos que substituir o por oy e 71 por 71; na expressdo (55) :

Oy — 071 Tyx Txz Ty 0
Txy Oy =01 Tyz [{My =10 (65)
Txz Tyz 0z — 01]\n, 0

e resolver esse sistema. Mas note que o determinante da matriz é nulo, porque nds
mesmo impusemos. Entdo o sistema é indeterminado. Para resolvé-lo temos que
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considerar apenas duas das equagdes que sejam independentes e adicionar uma
terceira que é a condi¢do que imp&e mddulo unitario ao versor 71 :

ny+ny +n; =1 (66)

e completa o sistema de trés equacdes.
As direcdes principais 71, e 715 s3o determinadas de forma andloga.

Se vocé se lembrar da Algebra Linear, vocé deve ter percebido que acabamos de
resolver um problema de autovalores e autovetores: as tensdes principais sao os
autovalores da matriz [T] e as dire¢des principais s30 o0s seus autovetores e, como
[T] é simétrica, os seus autovetores sdo ortogonais entre si, ou seja,

A, L7y L )

Esta propriedade pode ser usada no calculo das dire¢des principais. Por exemplo, se
n, e 1, forem conhecidas, podemos calcular 715 pelo produto vetorial:

ﬁ3 = ﬁl A ﬁz . (68)

Note, também, que definimos dire¢des principais e ndo sentidos principais. Entdo se
7, representa uma dire¢do principal, entdo —7i; representa a mesma direcdo
principal, ou seja, a ordem dos fatores no produto vetorial (68) ndo importa.

Uma outra propriedade importante, que pode ser mostrada com o uso de alguma
algebra é que os coeficientes I, I, e I3 da equagdo caracteristica (59) sdo invariantes
em relagdo ao sistema de eixos cartesianos que foi usado. Ou seja, se tomarmos um
elemento cubico em torno do ponto P com outra orientacdo, ou seja, com outro
sistema cartesiano, as componentes de tensdo e, consequentemente, a matriz [T']
podem ser diferentes, mas, a equagdo caracteristica serda a mesma, as tensdes
principais serdo as mesmas e as direcdes principais também serdo as mesmas.
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7 Circulos de Mohr

Como vimos no capitulo 5, podemos calcular o vetor tensdo p para qualquer dire¢do
em torno de um ponto P usando (42). Mais quais serdo as tensGes normais maxima e
minima em P? Qual serd a tensdo de cisalhamento maxima? Para cada valor de 71
temos um par (o, 7). Sera que temos que calcular o vetor tensdo para todas as
dire¢des 71, para determinar os valores maximos e minimos das tensdes normais e de
cisalhamento? Para responder a essas perguntas, vamos determinar qual é o lugar
geométrico de todos os pares (g, T) possiveis.

A Figura 14 traz um elemento cubico orientado com as dire¢des principais, de forma
que os eixos x, y e z tém, respectivamente, as dire¢des de My, M, e 3. Com essa
orientacdo, as faces do elemento sdo planos principais e ndo havera tensdao de
cisalhamento em nenhuma delas.

VA

/y

/

X

Figura 14 - Elemento cubico orientado segundo as dire¢bes principais.

Nessa condigdo, a matriz [T] que representa o tensor das tensdes sera diagonal:
Oy 0 0 [} 0 0
[T1=[0 o O =[0 5, 0 (69)
0 0 o, 0 0 o3

~ - . ~ bd s
e a tensdo p, para uma dada diregdo n sera:

Px o 0 07Mx 01Ny
ﬁ = py =10 (op) 0 le = Uzny (70)
Pz 0 0 o3l1\ng 03N,

Entdo a tensdo normal o podera ser escrita como:
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o =p 1 =0yn%+0n5 + o3n; . (71)

Por outro lado, como

p? =0?+ 12 ,  (72)
entdo, usando (70),

ofni + ofnj + oini = g% + 12 . (73)
Por outro, lado, como 71 é um versor,

nZ+ni+nz=1 . (74)

As equac0es (71), (73) e (74) podem ser agrupadas no sistema de equacdes algébricas:

o o o31(n% o
[012 o’ 0'32] njz, = {0‘2 + Tz} (75)
11 11(p2 1 :

onde as incégnitas sdo n2, nf, e nZ que, obviamente, tem que ser positivas. Ou seja,
dado o par (o, T), o sistema permite calcular a qual normal 71 ele corresponde. Para
resolver esse sistema vamos supor que as tensdes normais sao distintas, ou seja, que

01 > 0y > 03 . (76)

Podemos fazer essa hipdtese sem perder a generalidade, porque analisaremos mais
tarde os casos em que ha tensGes principais repetidas. Colocada esta hipdtese,
podemos resolver (75), obtendo:

(60 —0,)(0 —03) + 12

2 = 0 77
nx (01 — 02)(01 — 03) = , 77)
(0 —03)(0 —0y) + T2
2 — 0 78
my (02 — 03)(0, — 1) = 8]
e
_ _ 2
nZ = (c—0)(c—0y)+7 >0 (79)

(03 — 01)(03 — 03)

Em virtude de (76), o denominador de (77) é positivo, entdo o seu numerador
também tem que ser positivo ou nulo, ou seja,

(c—0y)(0—03)+12>0 . (80)

Também em virtude de (76), o denominador de (78) é negativo, entdo o seu
numerador tem que ser negativo ou nulo, ou seja,
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(6—03)(0—0))+12<0 . (81)

Por ultimo, em virtude de (76), o denominador de (79) é positivo, entdo o seu
numerador deve ser positivo ou nulo, ou seja,

(c—0)(0—0,)+122>0 . (82)

As expressoes (80), (81) e (82), apds transformagdes algébricas, podem ser rescritas,
respectivamente, como:

e S

() =)
e

-5 =) -

facilitando a sua interpretacdo geométrica. Assim a expressao (83) é a equagdo da
regido externa ao circulo de centro

o, + o
Cl=(22 3,0) (86)

eraio

0, — O:
Ry = ——— (87

incluindo a sua borda. A expressdo (84) é a equacdo do circulo de centro

o1 + o
CZ:(1 3,0) (88)
2
eraio
o4 — O
Ry =——— (89)

incluindo a sua borda e a expressao (85) é a equacdo da regido externa ao circulo de
centro

oy + o
6= (P570) (90)

eraio
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01 — O
Ry =——— i

incluindo a sua borda.

O lugar geométrico dos pares (0,7) tem que obedecer, simultaneamente, as
inequacodes (83), (84) e (85). Este lugar geométrico esta representado na Figura 15. E
forma os chamados Circulos de Mohr. Nessa figura, a regidao cinza corresponde aos
pares (o, T) possiveis em um determinado ponto P da estrutura. Cada ponto dessa
regido corresponde a uma certa direcdo 7i. Note que os sinais das tensdes principais
nela desenhadas sdo totalmente arbitrarios. Todas as tensbes principais podem ser
negativas, nulas ou positivas.

Tmax

/-
N\

03 02 01

Omin Omax

Figura 15 - Circulos de Mohr.

Os Circulos de Mohr permitem calcular os valores limite da tensdo normal e da tensdo
de cisalhamento. Podemos concluir, diretamente da Figura 15 que o maior valor da
tensdo normal é g; e que o menor valor da tensdo normal é g5. O valor maximo da
tensao de cisalhamento corresponde ao raio da circunferéncia mais externa, ou seja,

01 — 03
Tmax = 1T . (92)

Note que os Circulos de Mohr ndo permitem determinar, diretamente, a qual valor
de 71 corresponde um determinado ponto (o, 7) mas, para determinar esse valor
podem ser usadas as expressoes (77) a (79). Mas as circunferéncias que delimitam o
lugar geométrico da Figura 15 tém uma interpretacdo geométrica simples. Assim, a
circunferéncia de centro C; e raio R, corresponde a n, igual a zero na base
(14,75, M3), ou seja, a todos os versores 71 que sdo ortogonais a 71, (lembre que a
inequacdo (83) veio da inequacdo (77)). Da mesma forma, a circunferéncia de centro
C, e raio R, corresponde aos versores 71 que s30 ortogonais ao versor 71, e a
circunferéncia de centro C; e raio Rz, aos versores que s3o ortogonais a 7i5.
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Também os Circulos de Mohr permitem concluir que a tensdo de cisalhamento
maxima corresponde a um valor de tensdo normal no centro do circulo externo, ou
seja,

01 + 0'3

o=—"" . (93)

Substituindo esse ultimo valor, juntamente, com o valor da tensdo de cisalhamento

maxima, que aparece em (92), nas expressoes (77), (78) e (79), conclui-se que o valor
maximo da tensdo de cisalhamento, em mddulo, ocorre para:

=(+%0+7) e

na base (7i4,7,,73) . Ou seja, ocorre para dire¢des de 71 que estejam a 45°
simultaneamente das dire¢bes de 71, e 7i5.

Para deduzir os Circulos de Mohr, fizemos a hipdtese de que as trés tensdes principais
eram distintas (ver (76)). Vamos retirar essa hipétese, considerando que pode haver
tensGes principais iguais. Trés casos podem ocorrer:

|) (5} > 0, = 03
||) g1 = 0y > g3
|||) 01 = 0y = 03

Nos dois primeiros casos existe uma tensao principal repetida. Este caso é conhecido
como estado duplo de tensdo. No terceiro caso, todas as tensdes principais sdo iguais:
é o estado hidrostdtico de tensdo. Para determinar o que acontece nesses casos, basta
aplicar um processo de limite aos Circulos de Mohr da Figura 15. Assim, para o caso i
facamos o3 — g, e obteremos a circunferéncia da Figura 16 e para o caso ii é s6 fazer
04 — 05 para obter a circunferéncia da Figura 17. Ou seja, no estado duplo de tensdo
os Circulos de Mohr degeneram-se em uma circunferéncia.

0, = 03 o1

Figura 16 - Circulo de Mohr para 61 > 05 = 03.
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I

03 01 =03

Figura 17 - Circulo de Mohr para 6, = 65 > 03.

Finalmente, para o casoiii, estado hidrostatico, os Circulos de Mohr degeneram-se em
um Unico ponto, como na Figura 18. Note que, para o estado hidrostdtico, ndo existe
tensao de cisalhamento para nenhuma direcao.

01 = 0 = 03

Figura 18 - Circulo de Mohr para o estado hidrostatico.
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8 Circulos de Mohr - Estado Plano

Vamos voltar ao estado de tensdo que estudamos no Capitulo 4, o estado plano
representado na Figura 8. Como ndo ha tensao de cisalhamento no plano ortogonal a
z, esse plano é um plano principal de tens3o e a dire¢do z é uma diregao principal.
Entdo os versores normais que sdo paralelos ao plano xy sdo ortogonais a uma das
diregdes principais, ou seja, os pares (g, T) correspondentes a esse estado plano
podem ser representados por uma circunferéncia, conforme vimos no capitulo
anterior. Suponhamos, por exemplo, que a diregao z corresponda a diregao principal
73. Nesse caso, o estado plano de tens3o estara representado pela circunferéncia da
Figura 19.

Figura 19 - Circulo de Mohr - estado plano.

Suponhamos que 0 seja o angulo formado entre um versor qualquer 71 paralelo ao
plano xy e a dire¢do principal 71, . Entdo, usando (24), podemos escrever:

0(0) = g, cos? 0 + o, sen? § . (95)

Usando as relagdes trigonométricas:

1+ cos 260
cos?f = —— (96)
2
e
1 —cos 26
sen’f = ——— (97)
2 ,
entdo:
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o1 + o; gy — O
0(0) =—2+-1 20520 (98)
2 2 .
Por outro lado, de (25),
_ _ (01 —0y)
7(8) = —(0; — 0,) senf cos O = —————sin 26 - (99)

Se trocarmos o sinal de (99), teremos
01 — O
w(0) = %% Gin2g ~ (100)

As expressoes (98) e (100) sdo as equacles da circunferéncia da Figura 19
parametrizada no angulo 6. A troca de sinal foi necessdria, uma vez que os Circulo de
Mohr no estado plano as tensdes de cisalhamento ndao obedecem a notacdo de
Timoshenko. No Circulo de Mohr, a tensdo de cisalhamento sera positiva se tiver o
sentido hordrio e negativa se tiver o sentido anti-horario.

Vamos considerar o estado de plano de tensdo representado na Figura 20, onde o
eixo x forma um angulo @ com 71, e o eixo y forma um angulo 8 = a + 90° com a
mesma dire¢do. Entdo, os pontos (0y,Tyy) e (ay, —‘L'xy) sdo diametralmente
opostos no Circulo de Mohr.

Figura 20 - Elemento de tenséo - estado plano

Dai surge o Método Grdfico para desenhar o Circulo de Mohr no estado plano.
Conhecidos ay, 0, e Ty,, basta plotar os pares (0, Tyy) € (ay, —‘L'xy) e unir esses
dois pontos para definir o centro C e o raio R do Circulo de Mohr, conforme a Figura
21. Este é o chamado Método Grdfico para construir o Circulo de Mohr.
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Figura 21 - Circulo de Mohr - método gréfico.
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9 Vasos de Pressao de Parede Fina

Como uma aplica¢do do estudo das tensdes, vamos estudar neste capitulo os Vasos
de PressGo de Parede Fina. Vasos de pressdao sdo recipientes projetados para
armazenar ou transportar fluidos (liquidos ou gases) sob pressdo. A nossa volta,
podemos observar varios exemplos de vasos de pressado: botijoes de gas, cilindros de
oxigénio, cabines de aeronaves, corpos de submarinos, tubula¢des etc. Os vasos de
pressdo normalmente sdo esféricos ou cilindricos. Os vasos de pressdo esféricos
podem resistir a pressdes mais altas. A forma esférica é a forma “natural” de um vaso
de pressdo, veja, por exemplo, uma bola de sabdo. Mas os vasos cilindricos acabam
sendo mais praticos para muitas aplicagdes porque sdo mais faceis de transportar e
armazenar.

Um vaso de pressao é dito de parede fina quando a espessura t de sua parede é muito
menor que o seu raio médio 7;,64. Usualmente dizemos que um vaso é de parede fina
guando

Tméd

> 10 ~ (101)

Para estudar o estado de tensdo em vasos de pressao de parede fina podem ser
usados modelos aproximados em que a espessura t é desprezada face ao raio médio
Tméd- S€ Text fOr 0 raio externo do vaso, 1,64 for o seu raio médio e r;,+ 0 seu raio
interno, esses modelos consideram que todos esses valores sao aproximadamente
iguais, ou seja,

Text = Tméd ETint =T (102)

e, por isso, vamos utilizar unicamente a letra r para representar o raio do vaso de
pressao.

Devemos notar que a teoria a ser aqui apresentada ndo serve para representar as
tensdes que ocorrem em pontos de singularidade dos vasos de pressdao, como na
proximidade de orificios e valvulas, onde a concentragdo de tensdes requer modelos
mais sofisticados para a sua analise.

9.1 Vasos de Pressao Esféricos de Parede Fina

A Figura 22 apresenta um esquema de um vaso de pressdo esférico de raior e
espessura t submetido a uma pressdo p. Entenda-se, aqui, a pressdo p como a
diferenca entre a pressdo interna e a pressao externa.

Facamos um corte diametral no vaso de pressdo, que contém o fluido em seu interior,
resultando na Figura 23. Sobre toda a area do corte atua a pressdo p. Sobre a parede
do vaso atuam tensdes de tragdo a,, cuja resultante deve equilibrar a resultante P da
pressdo. Pela simetria do problema, podemos concluir que a tensdo a,, é constante
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ao longo da circunferéncia. O modelo de parede fina assume, como hipétese, que gy,
também é constante ao longo da espessura. A tensdo g,,, assim definida é conhecida
como tensdo de membrana.

Da Figura 23 a resultante das forgas de pressao P é

P =mr?p (103)

Figura 22 - Vaso de presséo esférico.

Om

Figura 23 - Corte diametral do vaso esférico.
e a resultante das tensdes de membrana é
R = 2nrtoy, . (104)
O equilibrio impd&e que:
R=P . (105)

e, portanto, de (103) e (104),
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pr
Om = o ~ (106)
Note que, dada a simetria perfeita da esfera, o resultado obtido ndo depende do corte
que foi efetuado. Assim, um elemento cubico infinitesimal na superficie do vaso
esférico terd a representacao da Figura 24. Se esse elemento cubico for retirado da
superficie, teremos a representacao da Figura 25.

Figura 24 - Tensées na superficie do vaso esférico.

superficie externa _
1y 0y =0p

—_— X

Figura 25 — Elemento cubico retirado da superficie externa.

Este elemento cubico permite concluir, diretamente, que as tensGes principais em
qualquer ponto da superficie externa do vaso sdo:

r
0, =0, =0y = rr (107)

T2t

0;=0 . (108)

Assim, a tensao de cisalhamento maxima, em qualquer ponto da superficie é
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01  Opm DpPr
Tay & — = — = — 109
max-— 9 2 4t . (o)
Um elemento cubico retirado da superficie interna do vaso esta representado na
Figura 26. A Unica diferenga que aparece é a pressao p aplicada a face interna do vaso.

y
‘ O'y =0nm
superficie interna
Oy = Oy
/ '
0z =P
Z

Figura 26 - Elemento cubico retirado da superficie interna.

O elemento cubico da face interna permite concluir, diretamente, que as tensdes
principais em qualquer ponto da superficie interna do vaso sado:

_Pr

= (110)

01 = 0y = 0Oy

3 = —p . (112)

Assim, a tensdo de cisalhamento mdxima, em qualquer ponto da superficie é

oo+p pr p pr ( Zt)
= = 414+ 112
Tmix = =gty =TT 12

Mas, o modelo de parede fina, despreza a espessura quando comparada com o raio
€, assim,

pr
Tmax = E . (113)

Podemos, entdo, concluir que as tensdes na superficie externa e na superficie interna
s30 as mesmas.

Vasos de Pressao Cilindricos de Parede Fina

Um trecho de um vaso cilindrico de parede fina estd representado na Figura 27. Na
sua superficie externa esta representado um elemento de tensdo com faces paralelas
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e perpendiculares ao eixo de simetria do cilindro. Note que agora nao temos apenas
um valor de tensdo, como a tensdo de membrana no vaso cilindrico, mas dois, a
tensdo circunferencial . e a tensao longitudinal g;. Para calcular cada uma delas,

faremos um corte diferente no vaso.

m 14
o
,' f ,'
i i
i 01+ —> O x t
i i
I‘ l I‘
.\ \
\ O .
n q
}4 b nl

Figura 27 - Vaso de pressao cilindrico de parede fina.

Primeiramente cortamos o trecho de vaso de comprimento b por um plano vertical
gue contém o eixo do cilindro, conforme a Figura 28. A tensdo circunferencial o, é
constante ao longo do comprimento do cilindro, por simetria. A hipétese de parede
fina supdoe, também, que ela seja constante ao longo da espessura da parede.

* b ”

KT

AT
SIS

Figura 28 — Corte por um plano vertical que contém o eixo do cilindro.

Assim, a resultante da tens3o circunferencial pode ser escrita como:

R. = 2tba, (114)

e a resultante da pressao aplicado ao elemento como:
Pc = 2rbp (115)

O equilibrio impde que:
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R, =P (116)

e, portanto,

o, =— (117)
t .

Para calcular a tensdo longitudinal o; fazemos um corte por um plano vertical

ortogonal ao eixo do cilindro, conforme a Figura 29. Por simetria, a tensdo longitudinal

é constante ao longo da circunferéncia e a hipdtese de parede fina assume que ela

seja constante ao longo da espessura.

g

Figura 29 - Corte por um plano vertical ortogonal ao eixo do cilindro.
Assim, a resultante das tensdes longitudinais pode ser escrita como:
R, = 2mrtoy (118)
e a resultante da pressao, como,
P, =nr’p . (119)

O equilibrio impde que:

R =P (120)
e, portanto,
pr
o= (121)

Um elemento cubico retirado da superficie externa do vaso de pressdo estd
esquematizado na Figura 30. A partir desse elemento e das expressoes (117) e (121)
podemos calcular as tensdes principais em um ponto qualquer da superficie externa
do vaso de pressao:

pr

01 =0, = T ' (122)
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gy =0 =2 (123)

Assim, a tensdo de cisalhamento mdaxima, em qualquer ponto da superficie externa é

0, —03 Ppr
Tmax = > = 2t ] (125)

superficie externa
— 1 5 0x =0

— X

Figura 30 — Elemento cubico retirado da superficie externa.

Um elemento cubico retirado da superficie interna do vaso estd representado na
Figura 31. A Unica diferenga que aparece é a pressao p aplicada a face interna do vaso.

superficie interna _
— 1y o0r,=0

Y .

0, =—p

/

Z

Figura 31 - Elemento cubico retirado da superficie interna.

O elemento cubico da face interna permite concluir, diretamente, que as tensdes
principais em qualquer ponto da superficie interna do vaso sdo:
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0, =0, = - ' (126)
pr
= = — 127
03 = 0; ot (127)
e
03 =—p . (128)

Assim, a tensdo de cisalhamento mdxima, em qualquer ponto da superficie externa é

o, —03 pr p pr( t)
y=——— == (14— 129
Fméx 2 2 2 2\ Ty . 1)

Mas, o modelo de parede fina, despreza a espessura quando comparada com o raio
e, assim,

pr
Tmax = z . (130)

Podemos, entdo, concluir que as tensdes na superficie externa e na superficie interna
sa0 as mesmas.
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10 Critérios de Resisténcia

Critério de Resisténcia ou Critério de Falha é uma funcdo matematica que visa a
guantificar se um determinado material resiste aos esforcos aplicados sem falhar.
Uma falha, ou ndo resisténcia é um termo muito genérico que depende do tipo de
material e do tipo de aplicacdo de uma estrutura. Falha pode ser fratura,
esmagamento, escoamento, deformacado excessiva, deslocamento excessivo etc.

Neste curso, um critério de falha é uma funcdo de componentes do tensor das
tensdes, que indicaremos por F([T]) tal que:

e F([T]) < ¢ © o material resiste aos esforcos aplicados

e [F([T] = c © o material alcancou seu limite de resisténcia

e [F([T]) > c © o material ndo resiste aos esforgos aplicados
onde ¢ é uma constante do material.

O fator de seguranca F'S pode ser escrito como:

FS = (131

io de Tresca (1868)

O Critério de Tresca ou Critério da Tensdo de Cisalhamento Mdxima é um critério
empirico que foi desenvolvido para materiais ducteis. Um material ductil é um
material que sofre escoamento antes de romper, ou seja, apresenta uma grande
deformagdo antes de romper. Grande parte dos metais tém comportamento ductil.

O Critério de Tresca supGe que a tensdo de cisalhamento maxima é quem governa a
resisténcia dos materiais. De forma matematica, para o critério de Tresca,

01 — 03

> (132)

]F([TD = Tmax =
A constante c é calculada a partir do ensaio de tracdo de uma barra representado na
Figura 32. A partir desse ensaio é obtida a curva da tensao de tra¢do g, em fungdo da
deformagao &, apresentada de forma simplificada na Figura 33. A partir dessa curva
é possivel obter a tensdo de tragdo g, correspondente ao escoamento do material.
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Fe— | : F z

Figura 32 - Ensaio de tragao de uma barra.

O¢

rgz

Figura 33 — Curva tensdo-deformacgao simplificada.

No instante em que o material atinge a tensao de escoamento, o estado de tensao
em um ponto da barra pode ser representado pelo tensor das tensdes:

0 0 O
[T] = !0 0 0] (133)
0 0 o,
Nesta situagao, as tensdes principais sao:
01 = 0, (134)
e
0y = 03 = 0 . (135)

A tensdo de cisalhamento maxima, quando o material atinge o escoamento é, entdo,

01 —03 O

Tméx = 2 7 (136)

Este valor é escolhido como tensdo de cisalhamento limite no Critério de Tresca, ou
seja,

c==; (137)

O fator de seguranca (131) no Critério de Tresca €, entdo, dado por:

FS = . (138)
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10.2 Critério de Rankine (1876)

O Critério Rankine é um critério empirico que foi desenvolvido para materiais frageis.
Um material fragil € um material em que ocorre ruptura abrupta, como uma fratura,
antes de aparecerem deformacGes grandes. Como exemplos de materiais frageis,
podemos citar materiais ceramicos, como o vidro, concreto, pedra e ferro fundido.

Segundo o Critério de Rankine a material sofre ruptura quando a tensdo de tracdo
atinge um valor limite. De forma matematica, para o critério de Rankine,

F([T]) = oy (139)

c=f . (140)
onde f; € o limite de ruptura a tragdo do material, determinado experimentalmente.

Para o Critério de Rankine o fator de segurancga (131) é, entao,

_fe

01

FS (141)

10.3 Critério de von Mises (1913)

O Critério de von Mises ou Critério da Energia de Distor¢cdo Mdxima é um critério que,
como o Critério de Tresca foi desenvolvido para materiais ducteis. O Critério de von
Mises postula que um material ductil atinge seu limite de resisténcia quando a energia
de distor¢do atinge um valor limite. Ainda ndo estudamos a energia de distor¢ao, mas
podemos apresentar uma definicdo matematica do Critério de von Mises e aplicar
essa definicdo. Assim, para o Critério de von Mises,

F([TD = Oeq , (142)

onde g, € a Tensdo Equivalente de von Mises ou, simplesmente, Tensdo de von
Mises, dada pela formula:

Oeq = ?\/(01 —02)? + (01 — 03)% + (0, — 03)° . (143)

Como no Critério de Tresca, a constante ¢ é determinada a partir do ensaio de tracao.
Aplicando as tensGes principais determinadas em (134) e (135) na férmula da Tensdo
de von Mises, obtemos:

c=o, . (144)
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Assim, o fator de seguranga no Critério de von Mises é:

O-e
F§S =— (145)

Oeq

a1



11 Exercicios Resolvidos

Exercicio 1:

7 A viga ABCD da figura estd
contida em um plano horizontal.
Ela é formada por um arame
com segdo circular de raio R,
dobrado em dngulos de 90°, e
estd engastada no ponto A. A
viga estd submetida apenas ao
seu peso proprio q por unidade
de comprimento. Pedem-se:

a) os diagramas de esforcos
solicitantes na viga;

b) o estado de tensdes no
ponto de coordenadas (0, O,
R) representado em um
elemento cubico orientado
segundo os eixos xyz.

Resolucgdo:

4qL

2qL

™) ™
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(M

11qL?

2

3ql?
ql? ?
S
2

M)
Obs:

1) os momentos estio desenhados do
lado tracionado

ii) o diagrama é formado por trechos
de pardabolas
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Exercicio 2:

A viga ABC da figura é horizontal. O trecho BC forma um dngulo de 90 °com o trecho
AB. A viga é prismdtica, tem secdo circular com 2cm de raio e tem as dimensbes
indicadas na figura. Na sua extremidade C estéo aplicadas duas forcas com os sentidos
indicados: uma forga vertical de magnitude 300N e outra, horizontal, paralela ao
trecho AB e de magnitude 600N. Pede-se determinar o estado de tensdo nos pontos
P, e P, da se¢do A cujas posigbes estdo indicadas na figura. As tensdes devidas a forca
normal e a forca cortante podem ser desprezadas, por serem pequenas. Adotar a
aproximagéo = 3.

N

J
!
N '
2cm-=>< 2cm |
y

Resolucdo:

Ponto P4 Ponto P,
z z
75 MPa
—)
/4_.200 MPa ‘--.300 MPa
75 MPa
X/ X/
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Exercicio 3:

Sdo dados:

- raio r do arame: 2cm

- drea da segdo transversal do arame:

12cnm?
- momento polar de inércia: 24cm*
- for¢a P: 600N

- comprimento L=2m

Resolucdo:
a)

A estrutura da figura é formada por uma
barra dobrada de secdo circular e peso
desprezivel. Os comprimentos indicados
sdo medidos ao longo do eixo do arame.
Pede-se:

a) montar os diagramas de esforgos
solicitantes;

b) representar o estado de tensdo, por
meio de um cubo orientado pelo
mesmo sistema de eixos indicado,
para cada um dos pontos abaixo:

Pi=(-L/2,L,L+r); P>=(0,L+r,L/2);
P3=(0/L/2/r); P4=(’-/L/2/0)

PL

45




PL

PL

PL

b)

P1=(-L/2,LL+1)

PL
0y = —71 =100MPa

21
a, =0
o, =0
4p
Ty = Tx =737
= —0,67MPa
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P,=(0,L+5,L/2)

o, =0
gy = 0
PL P
o, = ZT 7 =99,5MPa

Ty = Tyx = 0
PL

Txz = Tgx = —75T7

IP
= 100MPa

Tyz =Tzy =0

X

Ps=(0,L/2,1)
o, =0
PL P
20 A
= 100,5MPa

O'y=

o, =0
PL
Ty =Tyx = =T
p
= —100MPa

Tyz =Tz =0

Tyz =Tzy =0
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g -

z
)\ 199,5
X y

P4=(r,L/2,0)
o, =0
PL P
Oy =—FT—7= 199,5MPa
o, =0
Ty = Tyx = 0

Tyz = sz =

I
= 99,33MPa

Exercicio 4:

z
{ 20 MPa

o
A

48 MPa

—_—
AMPa

Resolucgdo:

24 —48 0
a) [T]=|-48 -4 0] MPa
0 0 20

O cubo elementar da figura representa o
estado de tensGes em um ponto P de um
corpo. Pede-se, para esse ponto:

a)

b)

c)

d)

e)
f

montar a matriz T que representa o
-
tensor das tensdes na base (1, ], k);

calcular as tensdes principais a,,0, e
03,

. ~ . . . bd bd
calcular as diregdes principais nq{, n, e
nz;
calcular a mdxima tensdo de
cisalhamento;

montar os circulos de Mohr;

sendo 71 a normal a um plano em que a
tenséo normalé 0 = —10MPaea
tensdo de cisalhamento €, em médulo,
7 = 30MPa, obtenha a relagdio entre
7 e as diregcdes principais 14, 1, e i3,
usando os circulos de Mohr.
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b) 0 = 60MPa; oJ, =20MPa; o3 = —40MPa
c) 1; =(-0,8;0,6;0); 1, =(0;0;1); nz =(0,6;0,8;0)
d)

01 — O
Tmax = 12 2 = 50MPa

f) Os pontos em questdo correspondem exatamente aos pontos da circunferéncia
de centro

O'2+0'3
2

eraio

03 — 03
2

que estao mais distantes do eixo dos . Portanto:
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Exercicio 5:

5 o O cubo elementar da figura representa o estado de
a

’ tensées em um ponto P de uma estrutura. A tenséo

de escoamento do material dessa estrutura é de

/4_41 - 150MPa em tragdo e de 50MPa em cisalhamento.

12MPa .y Seu limite de resisténcia G compressdo é de 100MPa.
za Pede-se:
x‘/ a) determinar qual é o fator de sequranca nesse
ponto;

b) calcular as direcées normais aos planos em que
ocorre o valor mdximo da tenséo de
cisalhamento.

Resolucdo:

a) Para conhecer as tensGes maximas de compressdo, tracdo e cisalhamento, é
necessario calcular as tensdes principais:

34 —-12 0
[T1=|-12 41 0]
0 0 30

34—) —12 0 o1 = 50MPa

—12 41-1 0 =0=>{02=30MPa

0 0 30—2 o3 = 25MPa

Como todas as tensdes principais sdo positivas, ndo hd compressdao em nenhum
plano.

A tensdo maxima de tragdo é o;. Assim, o fator de seguranca a tragdo sera:

g 150150 _
‘T o 50

A tensdo maxima de cisalhamento é:

01 — O-
Tmax = 12 2 = 12,5 MPa

Assim, o fator de seguranca ao cisalhamento é:

s = 50 50 4
U Tmax 125

O fator de seguranga da estrutura no ponto considerado serd o menor valor entre os
fatores de seguranca calculados:
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FS = min{FS;, FS;} = min{3,4} = 3

b) Os planos em que ocorrem as tensdes de cisalhamento maximas sdo ortogonais a
7, e suas normais formam angulo de 45° com as dire¢des 71, e 7i3:

V2

n= iT(ﬁH + 7i3)

Para calcular essas dire¢des, é necessario calcular primeiro as dire¢ées principais:
34 - A —-12 07 (Mx,i 0
[ —12 41— 0] {ny,i} = {O};
0 0 30—A;1\Nz; 0
ni+n;+ng; =1

Resultando em

N _(3 4 0)
nl_ 5; 51

?lz = (0,0,l)

Assim:
V2
V2
n=+ T (1,7,0)
Exercicio 6:
z O cubo elementar da figura representa o
T 20 MPa estado de tensdes em um ponto P de um corpo.

| Pede-se, para esse ponto:

a) montara matriz T que representa o tensor

das tensoes;
/41—4 MPa
48 MPa ~ ..
— >y b) calcular as tensées principais;
24 MPa . . L. . .
¢) calcular as direcées principais de tensdo;
/ d) calcular a mdxima tensdo de

cisalhamento;

e) montar os circulos de Mohr;
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f) sendo 1l a normal a um plano em que a
tensdo normal é o =-10MPa e a tenséo de
cisalhamento, em modulo, é
| T | =30MPa, obtenha a relagdo entre il

e as diregbes principais, usando os circulos
de Mobhr.

Resolucdo:

24 —48 0
a) [T]=|-48 -4 0]
0 0 20

b) 0, = 60MPa; o, = 20MPa; o; = —40MPa

) 1, =(—0,8;0,6;0);7, = (0;0;1); i3 = (0,6; 0,8; 0)

d)

01 — O
Ty = ——— = 50MPa

e)

40 20 60

f) Os pontos em questdo correspondem exatamente aos pontos da circunferéncia
de centro

O'2+0'3
2

eraio

0z — 03
2

gue estao mais distantes do eixo dos o. Portanto:
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tn=+ 7112 + 7113
Exercicio 7:
F T

0 eixo homogéneo da figura tem didmetro d e estd submetido a uma forga axial F
e a um momento de tor¢do T. Pedem-se:

a) as tensGes em um ponto da superficie do eixo representadas em um elemento
orientado segundo os eixos indicados;

b) o tensor das tensdes no mesmo ponto;

c) as tensoes principais;

d) amdxima tensdo normal de tragdo;

e) amdxima tensdo normal de compressdo;

f) amadxima tensdo de cisalhamento.

Resolucdo:

a)
z F 4F
[ WETATY T T
Td
T, Txy =75
Ty /é—ay o2
— —y
nd* 16T
Y =3 T T
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b)
16T
— 0

4F
md?

nd> 0oy A _2S6T7\
B d? n2dé |

d)
2 5 T2
Omax,tragio — 01 = Td? —-F+ [F*+ 64;

e)
2
Omax,compressio — los| = Td2 F+ |F?+ 64?

f)

01 — 03 2
Tmax = ) =— F2+64ﬁ
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Exercicio 8:

10F

A estrutura plana da figura é formada por barras de diferentes comprimentos, mas de
mesma segdo transversal (se¢Go circular cheia com didmetro d = 2r). A se¢Go D
encontra-se engastada e sobre a secdo A atua uma forca vertical (perpendicular ao
plano da estrutura) de intensidade F. Na se¢do C atua uma forgca horizontal, de
intensidade 10F, na mesma diregdo e sentido do eixo y. Pede-se:

a) obter os diagramas de esforgos solicitantes da estrutura (M, T, Ve N);

b) indicar num elemento infinitesimal 3D, com lados paralelos aos eixos xyz, o estado
de tensdes no ponto P de coordenadas P = (0, O, r) que se encontra na se¢do D.
Pede-se indicar os eixos xyz junto ao elemento e, no elemento, os sentidos corretos
das tensbes e a magnitude das mesmas;

¢) com base no estado de tensées obtido construa, graficamente, os circulos de Mohr
das tensoes;

d) determine os valores da madxima tensdo de compressdo, da mdxima tensdo de
tragdo e da mdxima tensdo de cisalhamento que atuam no ponto P, e os planos
sobre os quais estas tensbes atuam.

Dados: F=500 N, | =400 mm, d = 2r =25 mm
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Resolucgdo:

a)

M T
3FI/4 Fiz2
Fl/4
FI2
Fi/4 Fl/4
74 N
F
b)
H O S T 102+ 978MP
‘ O =2 Ty mr o ’ a
4
> 0, = 108,0MPa
/4—>108,0 MPa
32,6 MPa y Fl r
Txy = ?W = Txy = 32,6MP(1
2
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\\(108,0;32,6)

-9,1 o

0:-32,6)K

Centro da circunferéncia externa: (0;54,1) MPa
Raio da circunferéncia externa: 63,1 MPa

d) dos Circulos de Mohr:

0, = 117,1MPa
o, = 0MPa
o, = —9,1MPa

Portanto:

i) maxima tensdo de compressdo: |a;| = 9,1MPa
ii) maxima tensdo de tragdo: 0; = 117,1MPa

iii) maxima tensdo de cisalhamento:

01 — 03

= 63,1MPa

iv) normal ao plano de maxima tensao de tragéo:

tan2a = a =15,6° = 1, = +(—0,27;0,96; 0)

32,
1080
2
v) normal ao plano de maxima tenséo de compressao:

77)12 = (O, O, 1), ns 1 ?lz e ng 1 ?ll = ﬁ3 = i(0,96, 0,27, 0)

vi) normal ao plano de maxima tenséo de cisalhamento:
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V2 V2

n=4+—n +—-1n
to Mt

Exercicio 9:

Um tanque cilindrico estd sendo projetado para uma pressdo interna de 12MPa,
com um fator de seguran¢a 2,0 em relagdo ao escoamento. A tensGo de
escoamento do seu material é de 300MPa em tragdo e 180MPa em cisalhamento.
Se o didmetro do tanque for 150mm, qual serd a espessura de parede exigida?

Resolugdo:
A tensdo de tracdo admissivel é:
300
Ut,adm = T = 150MPa

e a tensdo de cisalhamento admissivel é:

180
Tadm = T = 90MPa

Para um vaso de pressdo de parede fina, submetido apenas a uma pressao interna, as
tensdes principais em um ponto da parede sdo:

PR
O'1=0'C=T
___PR
O'Z—O'L—Zt
0'320

A tensdo de tragdo maxima g . Entdo, para respeitar o limite de tragdo admissivel, a
espessura minima devera ser:

PR 12 X 75
t= = = 6mm
Ut,adm 150

A tens3o de cisalhamento maxima é:

_0p—03 DR
Tmax =5 = gp

Assim a espessura minima que o tubo deve ter, para respeitar a tensdo de
cisalhamento admissivel é:

pR 12X 75

= = =5
2Toqm  2x90 O

t
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O valor minimo da espessura que respeita os dois limites é 6mm.

Exercicio 10:

Cilindro
r—
‘ Q)]

LA

Pistao

Resolucdo:

Pressdo do dleo:

_F_4F
p_A_ndz

Um cilindro cheio de dleo é
pressionado por um pistéo de
diGmetro d, ao qual estd
aplicada uma forca F, como
mostrado na figura. A mdxima
tensGo de  cisalhamento
admissivel na parede do
cilindro é t,4y, . Determine a
espessura minima que deve ter
a parede do cilindro.

TensGes principais (note que, neste caso, a tensdo longitudinal é nula):

pd
0'1=JC=E

Tensdo de cisalhamento maxima:

op—o3 pd F

tmax =7 4t mtd

;0'2:0'L=0;0'3=0

A tensdo de cisalhamento maxima deve ser menor que a tensao admissivel:

Tmax < Tadm = td < Tadm

F

>t> ——m
TdTaqm

59



Exercicio 11:

Solda helicoidal

Um vaso de pressdo cilindrico é construido
a partir de uma placa de aco longa e fina,
enrolando-se a placa de aco em torno de
um mandril e entdo se soldando ao longo
das bordas da placa para fazer uma jungéo
helicoidal, conforme a figura. A solda
helicoidal faz um dngulo o = 452 com o eixo
longitudinal. O vaso tem raio internor=1,8
m e espessura da parede t=20mm. A
pressd@o interna p é 800 kPa. Pede-se
calcular:

a) a tensdo circunferencial na parede cilindrica do vaso;

b) a tensdo longitudinal na parede cilindrica do vaso;

c) atensdo de cisalhamento mdxima na parede cilindrica do vaso;

d) atensdo normal que age perpendicularmente a solda;

e) atensdo de cisalhamento que age paralelamente a solda.

Resolucdo:
a)

_pr 800 + 1,8
%= T 0,02
b)
o, = EO'C = 0, = 36 MPa
c)
0y = 0¢; 05 = 01,03 =0;
01 — 03
Tmax =
d)ee)
72 0 O
[T]=]10 36 0
0O 0 O

kPa = 0. = 72MPa

= Tax = 36MPa

]; n=cosal—senaj,

p=T[n]=72cosai—36senaj;

o=p-n=72cosa’*+36sen’a;a = 45° = g,, = 54MPa




12 =p?—-0?>r1, =18MPa

Exercicio 12:
z A figura representa o estado de tensGes em
[ 80 MPa um ponto P de um sdlido. Sabendo que a

47 tensdo de escoamento do material de que é

feito esse sdlido é o, = 400M Pa, pede-se:

- eowmpa| @) determinar o fator de seguranga usando o
y critério de Tresca (Mdxima tenséo de
ﬁ) MPa cisalhamento) para o ponto P;

/ b) determinar o fator de sequranga usando o
X critério de Von Mises (Mdxima Energia de
Distorgdio) para o ponto P.

Resolucdo:

As tensdes principais sao:

g1 = 80MPa, 0y = 10MPa, 03 = —60MPa

a)
Ue
FS = = 2,86
01— 03
b)
o V2o,
F§=—2 = = = 3,30
Ocq /(01 — 02)? + (01 — 03)% + (02 — 03)?
Exercicio 13:
y Um vaso de pressdo cilindrico
de  parede  fina com
Iy AT M extremidades  planas  estd
i T J submetido a uma pressdo
e ] * | interna p, a um torque T e a
um momento fletor
: M conforme a figura. O raio
externo do cilindro é R e a
Dados: espessura de sua parede ét. E
dado o momento polar em
p =4 MPa R=40cm

relacdo ao centro da secdo
T=128nrkN.m t=1cm transversal do vaso: Ip =

3
M=32nkN.m o, =270MPa  2TR°C
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Pede-se determinar o fator de
seguranga em um ponto P
situado na parte mais inferior
da superficie externa do vaso (y
=-R), distante das tampas.

Resolucdo:

Estado de tensdo no ponto P:

y S
Txz
Oy t— /—'—’O-x
X Tyx|e——
z Uz‘/
onde:
PR MR
oy = en +m = (80 + 20)MPa = o, = 100 MPa
PR
0, = e = 0, = 160MPa
TR
sz =sz = —m:>= —4‘0Mpa

Assim, o tensor das tensdes no ponto P fica dado por:

Ox Txy Txz 100 0 -—40
[T] =[%*yx Oy Tyz|=>[T]=] 0 0 O ]
Tzx Tzy Oz —40 0 160

As tensdes principais no ponto P s3o:

o1 = 180MPa
o, = 80MPa
g3 = 0

Como o material é ductil, pode ser usado o critério de Tresca:

Ue
FS = =15
01 — 03
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Exercicio 14:

Um tanque cilindrico pressurizado com extremidades esféricas é carregado por
torques T = 128nNm e forcas de tracdo F = 4,8mkN conforme a figura. O
tanque tem raio médio r = 40mm e espessura de parede t = 2mm. A pressGo
interna é p = 3MPa. Sabendo que a tensdo de escoamento do material do tanque
é o, = 200MPa, pede-se determinar o fator de seguranga em um ponto da
parede lateral do tanque.

Nota: usar a formula do momento polar de inércia para um tubo de parede fina
(Ip = 2nr3t)

Resolucdo:

Usando o Critério de Tresca: FS = 2,5

Usando o Critério de Von Mises: F'S = :ﬁ = 2,89

Exercicio 15:

O eixo da figura é formado por dois
T <<—< ( ( ()—’>T materiais. Nas extremidades o material é
ductil, com tensdo de escoamento g, =
300MPa. Na parte central o material é
fragil, com tensGo de ruptura o, =
200MPa. O eixo tem didmetro d =
2cm e momento polar Ip = 1,6cm*.
Sabendo que estd aplicado ao eixo um
torque T = 160Nm, determine qual é o
fator de seguranca.

Resolucdo:

Um ponto de um eixo em tor¢do pura esta submetido a um estado de tensdo que
pode ser representado pela matriz:

0 7 O
[T 0 0]
0 0 O

Assim as tensdes principais serao:
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0-2:0

o3 = —T
onde

_Tr

T—IP

As maiores tensdes principais ocorrerdao na face externa do eixo e serdo dadas por

Td 160 x 2 X 1072

=— = X 1076 = 100MP
AL, T 2x16x10-8 ¢
0-2 == O
Td
03 = —E = —100MPa

i) Como as extremidades sdo feitas de um material ductil, um critério de falha
adequado é o Critério de Tresca:

ay _ gy _ oylp
op—0o3 2t Td

FS =

em valores numéricos:

_3oo><106><1,6><10-8_15
N 160 X 2 X 102 o

(alternativamente pode ser adotado o critério de von Mises)

ii) Como a parte central é feita de um material fragil, um critério de falha adequado é
o critério de Rankine:

o oy2l,
FS=—=——+
01 Td

em valores numéricos:

_200><106><2><1,6><10‘8_2
B 160 X 2 x 1072 h

iii) O fator de seguranca do eixo serd o minimo entre i e ii, entdo:

FS=1,5
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Exercicio 16:

Um tubo de raio R é construido a partir de
Solda helicoidal uma chapa de ago longa e fina, de
espessura t K R, enrolando-se a chapa
de aco em torno de um mandril e
soldando-se ao longo das bordas da chapa
para fazer uma jung¢bo helicoidal,
conforme a figura. A solda helicoidal faz
um dngulo @ com o eixo longitudinal e é
feita com um material ductil, com tensdo
de escoamento o,,. Determinar a faixa de
valores de a para que o fator de
seguranga na solda seja no minimo igual a
FS, quando o eixo estd submetido a um
momento de tor¢cdo T.

Dados: m =3, t=1mm,
R =4cm, FS =2,
T =2,4kNm, o, =500MPa

Resolucdo:

A maxima tensdo de cisalhamento T devida ao momento de torcdo T ocorre na
superficie externa do eixo. Entao

TR

T=—
Ir

Comot < R, entdo

Ip = 2tR3
e, portanto,
- — 250MP
LRy @

O estado de tensdo em um ponto da superficie externa do eixo pode ser representado
pela matriz

0 7 O
[T]=]tr 0 O
0 0 O

Se 7 for um versor paralelo a linha central do eixo e J, o versor ortogonal a solda é
dado por:

= - -
n = senat + cosaj
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Entdo o vetor tensdo em um ponto da solda é

pw = t(cosat + senay)
A tensdo normal sera:

Ow = Py 'L = 2T sena cosa = T sen2a
a tensao tangencial serd dada por:

Ty = +/pd — 02 = t1cos2a

Supondo que a falha ocorra por cisalhamento na dire¢do da solda:

y
< 2
T

e, portanto,

o 1
|cos2al < 2FysT =2 = 60° < 2a <120° = 30° < a < 60°

(Outros critérios de falha poderiam ser adotados, como, por exemplo, maxima tensdo
de tragdo na solda)
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