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1. Conceito de Estabilidade

Em linhas gerais, dizemos que um sistema € estdvel quando pequenas

perturbacbes causam pequenos efeitos...

E que o sistema é instdvel quando pequenas perturbacbes causam grandes

efeitos...

18/11/2025 PME-3211 / Mecanica dos Sélidos Il / Aula #24



Escola Politécnica da Universidade de SGo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

2. Estabilidade estrutural

Do ponto de vista da Mecanica dos Solidos:

As “pequenas perturbacoes” podem ser entendidas como pequenas variacoes
aos carregamentos aplicados as estruturas e os “grandes efeitos” sao aumentos
consideraveis nos esforcos solicitantes internos (momentos fletores, momentos
de torcao, forcas cortantes), nos deslocamentos transversais e nas deformacdes,
qgue, em geral, podem fazer com que a estrutura deixe de cumprir seu papel (ou

seja, suportar esforcos e transmitir esforcos, sem a ocorréncia de falhas).
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Exemplo 1:

Fig.1: Instabilidade estrutural de um tanque cilindrico
pela formacao acidental de vacuo interno [1]
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Fig.2: Instabilidade estrutural da armadura de tracao de um duto
flexivel [2] (a esquerda) e camadas de um duto flexivel (a direita).
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Fig.3: Instabilidade estrutural em
barras de uma torre trelicada [3]
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Exemplo 4:
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Fig.4: Falha de uma torre de transmissao por
instabilidade estrutural pela acao do vento [4].
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Fig.5: Instabilidade de trilhos de trem (railway track buckling) [5,6]
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Fig.6: Instabilidade estrutural de dutos
(pipeline upheaval buckling, pipeline lateral buckling) [7].

PME-3211 / Mecanica dos Sdlidos Il / Aula #24

10



Escola Politécnica da Universidade de SGo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

3. Exemplos com estruturas idealizadas [8]

Para ilustrar alguns conceitos fundamentais de estabilidade
estrutural, vamos analisar inicialmente uma estrutura
idealizada, formada por duas barras rigidas (indeformaveis)
AB e BC, de comprimento L/2 cada, articuladas em A (apoio Rigid
fixo) e em C (apoio mével) e unidas em B por um pino. Para bar
evitar o movimento da estrutura como um mecanismo, uma
mola de torcao, de dimensdes despreziveis, e com

: . : . B
comportamento linearll), liga a extremidade superior da
barra AB a extremidade inferior da barra BC. A constante de Rigid
tor¢do da mola é By. bar

(1) Isto significa que um momento é transmitido de uma viga para a outra por
meio da mola de torcdo, sendo tal momento proporcional ao angulo de
rotagdao (¢) relativo formado pelos eixos centrais das duas barras: Mg = [,-¢,
sendo [Br] = N.m (no S.L.).

18/11/2025 PME-3211 / Mecéanica dos Sdlidos Il / Aula #24




18/11/2025

Escola Politécnica da Universidade de SGo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

(a) (b)

FIG.11-2 Buckling of an idealized
structure consisting of two rigid bars
and a rotational spring

PME-3211 / Mecanica dos Solidos Il / Aula #24

12



18/11/2025

Escola Politécnica da Universidade de Sdo Paulo

Departamento de Engenharia Mecdnica

ZFx=O & Hy = H,
ZFy=O o V=P
szélO,A=0 L= HcLCOSH=O

Logo: H,=H;=0, V,=P
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oo L
Equilibrio da barra BC: Mg = P —senf

2

Por outro lado:

Mg = Br(26)
/”— ~\\\
/ \
L \
Logo:( P—senf = [r(20)
\\ 2 /,

— -

N

Equacao Governante
(ndo linear)
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Formas de resolver a equacdo governante:

1. Pela linearizacao da equacao:

No caso em tela, a Unica nao linearidade é geométrica, ja que o braco para o
calculo do binario formado pelas forcas P leva ao aparecimento da funcao
senf. Linearizando a func¢do f(6) = senf, em torno da posicdo de equilibrio
(trivial) @ = 0 (o que pressupde a hipdétese de pequenos deslocamentos e

pequenas rotacdes na configuracdo deformada), teremos:

f(@) =send = f(0)+ f'(0).6

f(0) =senf =6
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s \\

L l/ 4ﬁR \
— = > P——]0=0

stenH 260 ' < 3 /:

Equacdo Governante (linearizada)

As solucoes da equacao governante linearizada sao:

g =0 —— Solugdo trivial (sempre presente, mas sem interesse)

P=P., = » Solucao nao-trivial (carga critica da estrutura)
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Podemos representar o comportamento da estrutura por meio de um
diagrama, onde ficam indicados os tipos de equilibrio (estavel ou instavel):

P/PcrA

#

'\ Equilibrio instavel: P> P,
:'Zb (com solucdo trivial 8 = 0)

— -

Equilibrio estavel: P< P,
I (solucdo trivial 8 = 0)

)

Equilibrio estavel: P = P,
(solucdo nao trivial, com valor indefinido para 0)
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2. Pela aproximacio da funcido f(8) = senf com mais termos:

3

0?2 93
f(6) = send = £(0) + f'(0).6 +f”(0).7 +f”’(0)_§ — 09 -—

L 03 45
sten9=2,8R9 |:> P<0_?>=T8

As solucoes da equacao governante aproximada sao:

g =0 —— Solugdo trivial (sem interesse)

2
P<1—0—2>:% —— 1—0 :PCT
6 L 6 P

18/11/2025 PME-3211 / Mecanica dos Sélidos Il / Aula #24



Escola Politécnica da Universidade de SGo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

g2 P P

1—— =" ¢ 02=6(1—ﬂ> = 9=+ 6(1—
6 P p

Conclusoes:

1. Se P<P., & P./P>1, entdo: ndo hd valores reais de &

(solucao trivial é a Unica solucao possivel);

2. SeP=P., © P../P=1,entdo: 8 = 0 (solugdo trivial continua
sendo a Unica solucdo possivel);
3.5 P>P, © P,/P<1, entio: 6=+,6(1—P.,/P)

(equilibrio na configuracao de referéncia (solucao trivial) passa a
ser instavel; perturbacdes fazem com que o sistema busque
outras configuracdes de equilibrio).
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Agora o diagrama de equilibrio fica melhor representado, pois, ao abrir mao da
linearizacao, é possivel determinar a relacdao entre carga e deslocamento (ou
rotacao) nos casos em que a carga excede a carga critica (solu¢des nao triviais):

P>P_,
6 =0:
Equilibrio instavel.

com solucgao trivial

P> P_,com solucdo nao

P> P, , com solugao ndo > P
trivial 8 < 0O: P tr|V|.a,I 0_> 0:,
Equilibrio estavel. Per Equilibrio estavel.

04 P<P_, com solucdo trivial 8 = 0):

Equilibrio estavel.

a
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3. Pela solucao exata da equacao governante nao linear:

L 4':8R Pcr
P=senf = 280 L R
- senf = 2y > send 0 =—70=ko

________.____-___h...‘ﬁ_.____-_.__ S |

._.E.._ﬁ.._.
sengm—— =] 5 m—i] w—a=(}.8
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Observacao:

63\ 4 63\ P
Soluc¢ao aproximada (2): P(H——)=ﬁ9 ®(9——)=%9

6 L 6

cr

P 92\ "
Desconsiderando a solucdo trivial (6 = 0): _—__ _— <1 _ _>
6

P 0

Solugdo exata (3):  senf = P—Z{H = %3 < P, ~ Send
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Comparacao:

Sk it 0 |
L2

I

sof exata

sol aprox
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Observacoes:

1.

18/11/2025

Para obter a carga critica, & necessario impor o equilibrio da estrutura na
configuracao deformada (o estudo na configuracao inicial nunca permitira

determinar a carga critica);

A equacao governante deve, portanto, ser obtida considerando-se o
equilibrio na configuracao deformada;

A determinacao da carga critica pode ser feita pela linearizacao da equacao
governante, mas neste caso nao é possivel determinar o deslocamento (ou
rotacao) final para uma dada carga superior a carga critica;

A solucao exata da equacao governante ou sua aproximacao (usando série
de Taylor com mais termos) permite determinar o deslocamento (ou
rotacao) final para uma dada carga superior a carga critica.
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4. Exercicios

11.2-3. A figura mostra uma estrutura idealizada consistindo em duas barras rigidas,
AB e BC, de comprimento L/2, vinculadas por pinos € molas torcionais lineares de

constante ;. Determine a carga critica da estrutura. Resp.: P.. = 6 Bz /L
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Solucgao:

D.C.L. da estrutura na configuracao deformada (admitindo-se que a flambagem

tenha ocorrido):
Equacdes de equilibrio:

Hy, = H¢ )
Vy=P (ii)
My + H:LcosO = My (iii)
Equacdes Adicionais:

My = Br6 (iv)
M¢ = Bro (v)

De (iv), (v) em (iii) e (i): H, =0=H,
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D.C.L (barras AB e BC): Equilibrio:
¥ _pl
M.= B0 Mq + Mg —PEsenH
_ L
My =200 30Rr0 = stené?
A
P , o
Linearizagao:
P L
Y M,=2B.0 3Br0 = P=6

2
(68r — PL)8 = 0

6Bx

=0 ou cr 7

18/11/2025 PME-3211 / Mecanica dos Sélidos Il / Aula #24 27



Escola Politécnica da Universidade de SGo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

11.2-7. A figura mostra uma estrutura idealizada consistindo em uma estrutura rigida
ABC em forma de L, apoiada por uma mola elastica linear (de constante ), em C, ¢

vinculada a uma mola torcional linear de constante fr = 38L?/2 em A. Determine a

carga critica da estrutura. Resp.: P,,. = 7BL/4

P

L Elastic
supporl

BR =3BL2%/2
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Solucgao:
D.C.L. da estrutura na configuracao deformada (admitindo-se que a flambagem

tenha ocorrido):
Equacdes de equilibrio:

HA=O

VA‘I'VC:P

L
My + V. (E cosf + LsenH) =
I / = PLsenf
Elastic
supporl

Eqgs. Adicionais:

=312 3
BR 3BL7/2 My = Br6 = EﬁLZH

L
Ve =P (EsenH + L(1 — COSH))
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Da equacao de equilibrio de momentos e das duas equacodes adicionais, resulta:

VL
M, + KB (cosf + 2senf) = PLsenf &

3 senf L
S E,BLZH + BL ——t 1 — cosO 5 (cosf + 2senf) = PLsen6

Linearizando a equacao governante em torno de 8 = 0, vira:

3 L? 7
B126 +ﬁTe —pg <—) ZPLE-PE=0

(Z[)’L—P)9=O <:> ou

7
P = F, =Z.8L
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