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Agenda:

1. Estruturas simétricas sob carregamentos antissimétricos;

2. Exemplos de estruturas simétricas sob carregamentos
antissimétricos;

3. Exemplos de aplicacao;
4. Estruturas simétricas sob carregamentos quaisquer;

5. Exemplo de aplicacao.
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1. Estruturas simétricas sob carregamentos
antissimeétricos

Lembramos que:

No curso, vamos explorar apenas as estruturas formadas por barras, mas os
conceitos aqui apresentados sao gerais e validos para quaisquer outras
estruturas simétricas (formadas, p. ex., por placas, cascas, sélidos, ou até
mesmo uma combinacao de varios elementos estruturais).

O primeiro passo na andlise de uma estrutura simétrica é identificar o(s)
plano(s) de simetria existente(s). No curso vamos explorar apenas as
simetrias axiais que sao aquelas em que o eixo (ou plano) de simetria
funciona como um espelho de tal forma que cada parte da estrutura (em
cada lado do eixo, ou do plano, de simetria) é a imagem espelhada da parte
correspondente em relacao ao eixo (ou plano) de simetria considerado.
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Como vimos na aula anterior, no caso de estruturas simétricas, deve-se
atentar que a simetria (em relacdo ao plano considerado) deve
envolver:

11/11/2025

Simetria de topologia (numero e distribuicdo de barras ou outros
elementos estruturais como molas, molas de torcdao, cabos ou
tirantes);

Simetria na distribuicdo dos apoios (reacdes vinculares que eles
oferecem);

Simetria na distribuicdo de alivios (como alivios de momento e alivios
de cortante);

Simetria nas propriedades geométricas de barras simétricas (que
devem possuir as mesmas propriedades seccionais);

Simetria nas propriedades mecanicas de barras simétricas.
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O segundo passo é verificar se o carregamento aplicado a estrutura
simétrica é antissimétrico em relacdao ao plano de simetria que sera
explorado. Neste caso, devemos ressaltar que:

i) Para forcas (concentradas ou distribuidas): os carregamentos aplicados
em pontos simétricos devem ser a imagem espelhada (em relacdo ao
plano de simetria) um do outro, mas com sentidos contrarios ao da
imagem espelhada;

ii) No caso de bindrios (concentrados ou distribuidos), devemos lembrar
qgue bindrios antissimétricos sao representados por vetores simétricos. A
representacao dos binarios antissimétricos por “setas curvas” facilita o
entendimento (causam menos confusao);

iii) As reacdes vinculares também devem ser antissimétricas (em relacao
ao eixo de simetria considerado), mesmo que os vinculos ndao sejam
exatamente idénticos, como explicado na aula anterior.
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2. Exemplos de Estruturas Simétricas sob
Carregamentos Antissimétricos

do do

1
|
1
P —m st -mmmmmmeeee oo - R el  ——
1
|
1
1
1
=T~ | i S
C | Cwm
% ! 7, |

\\ // 1 \s__//

1

= =

(eixo de simetria)

11/11/2025 PME-3211 / Mecanica dos Sélidos Il / Aula #22



Escola Politécnica da Universidade de SGo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

Note contudo, que, modificando o apoio do lado direito, nao teremos mais reacdes
antissimétricas (reacdes vinculares sao diferentes), nao sendo, portanto, um caso
de estrutura simétrica sob carregamento antissimétrico:

do E do
[

(eixo de simetria)
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(eixo de simetria da
estrutura e do

carregamento)
(eixo de simetria da estrutura e
do carregamento)
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p (eixo de simetria da
estrutura e de

antissimetria do
carregamento)

antissimetria do carregamento)
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Observacoes uteis para a analise de estruturas
simeétricas sob carregamentos antissimétricos:

A deformada deve ser sempre antissimétrica em relacao ao(s) plano(s)
considerados (leia-se: plano de simetria da estrutura E de antissimetria
para o _carregamento). Casos em que ocorra instabilidade estrutural
fogem ao escopo destas analises (a deformada, nestes casos, ndao sera
necessariamente antissimétrica);

As reacoes de apoio serdo também antissimétricas (em relacdo ao
mesmo plano de antissimetria do carregamento);

Os pontos (dos eixos centrais das barras) que estdo sobre o eixo de
simetria_da estrutura (e de antissimetria do carregamento) terao
rotacoes nao nulas e o Unico deslocamento impedido (ou seja, nulo) é o
deslocamento na direcao paralela ao eixo de simetria da estrutura;

Os pontos (dos eixos centrais das barras) que estdo fora do eixo de
simetria podem sofrer rotacdo (que sera igual e no mesmo sentido ao da
rotacdao observada no ponto simétrico);
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5. As tensOes existentes na secao (transversal ou ndo transversal) que passa
pelo eixo de simetria da estrutura (e de antissimetria do carregamento)
geram apenas esforcos de natureza antissimétrica. Em outras, palavras,
s6 podemos encontrar tensdes cisalhantes nestas secdes (que geram
uma forca paralela ao plano de simetria da estrutura);

6. Nao existem tensOes normais nas secdes que passam pelo plano de
simetria da estrutura (e de antissimetria do carregamento), nao havendo,
portanto, componente de forca que seja ortogonal ao plano de simetria,
nem momento fletor nesta secdao. Note, contudo, que estamos aqui nos
referindo aos esforcos internos (ndo aos externos).
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3. Exemplos de aplicacao

Ex.1: Dados:

P,R,EI

Obter:
Mméx
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M(6) = VRsenb

(oses%)

R\/?_PR
2 2

My =V
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Ex.2: O portico ABCD ilustrado na figura é formado por duas colunas de
comprimento L e uma viga de comprimento 2L. Todas as barras possuem a
mesma rigidez flexional El. Considerando que o apoio A do podrtico sofra um
pegueno recalque vertical igual a 6, determine o maior momento fletor no
portico decorrente deste recalque. Dados: E/, L, 6.

B C
A D

7/
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Solucdo: O problema pode ser interpretado como o de um duplo recalque
de apoio: um recalque vertical (para baixo) de §/2 no apoio A e um
recalque vertical (para cima) de /2 no apoio D, resultando em uma
deformada antissimétrica.

B ! ¢
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1
|
|
|
|
|
A ! 2 "1 6/2
6/21 - - — i i
7 |
1

(plano de simetria da estrutura e
de antissimetria do carregamento)
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2 L
T aF 2EI , El oF ©°

=1 \0

Momento na viga (trecho C’' = B):

My(s) =F 0<s<lL oM _
1(s) =Fs (0<s<1l) 3 =S
Momento na coluna (trecho B 2 A):
M,(s)=FL (0<s<L) oM _,
oF
L L
5 _jFS s + Fde _4-FL3 o)
vo = R T ) BT T 3R 2
0 0
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AFL3 § 3EIS
—— = {—» F=——
3 EI 2 8 L3
— 3EIS
— E— Mméx=FL=§7
2 7,
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M,

Ex.3:

g=9+4-6=7

Z 7

(grau de hiperestaticidade da M ‘ M,
estrutura sem utilizar _os 0 -
conceitos de simetria. Vide :
aula anterior) :
|
|
|
|
O : O
|
|
|
I

(eixo de simetria da estrutura e de antissimetria do carregamento )
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E.I.F. possivel:

oU”

Sk =0
v,

M, oU*
> R =0 =0

av,
z Mpc’)loA =0
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4. Estruturas simétricas sob carregamentos quaisquer

No caso de termos uma estrutura simétrica e considerando que seja
possivel aplicar o Principio da Superposicao (i.¢, o material é elastico-
linear e existe linearidade geométrica), podemos transformar um
carregamento qualquer aplicado a estrutura na superposicao de um
carregamento simétrico e outro antissimétrico.

Analisando a estrutura para cada um destes carregamentos, podemos
aplicar o Principio da Superposicao para determinarmos o resultado final
para o carregamento dado originalmente.
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5. Exemplo de aplicacao

Dados:
P B C D P, L EI

2L

7 7

Determinar:

a) Deslocamento horizontal do ponto B;

b) Rotacao do ponto C;

c) Energia complementar total da estrutura.
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P B C D
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Desprezando o efeito de compressao (muito pequeno) da viga BCD
decorrente da parcela simétrica do carregamento, basta analisar a parcela
antissimétrica do carregamento. Assim, nomeando F = P/2:

F B C D F F B C
=

> e

A E H
— 11y
7 % A
8 M, "3~
Va
g:4—3:
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Escolhendo V- como incégnita hiperestatica do problema, teremos a
seguinte E.I.F.:

Aplicando o Principio da Energia

F _ B L C Complementar Minima, vira:
Tv 2. (¢
L v, . Elov, " |~
=1 \0
. Hy
7 L L
M, le M, +jM2 oM,
e — ——as =
V4 ) EI oV, ’ EI 0V,
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Momento no trecho C = B:

oM;

Ml(s) = VCS aVC -

S (0<s<L)

Momento no trecho B 2 A:

oM,

21 (0<s<lL
v, O=s<1)

Mz(S) — VcL - FS

‘ ‘ 3F 3P
j(Vcsz)dS + j(VcLZ —FLs)ds =0 > Ve = 3~ 16
0 0
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Determinacao do deslocamento horizontal do ponto B:

L L
au* 1
F> B L C Sup =~ = j(Vcs)(O)dS + j(VcL — Fs)(—s)ds
0 0

5 _FL® VL3
HB ™ 3p1  2EI

1 p _ 3P
_ 7 PL3
HE ™96 EI
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Determinacao da rotacao do ponto C:

e v 1/ ¢
F
_ B L C> HC = aMC — E] j(VCS +MC)(1)dS +
0
v
C
0
W <-—H
Zi A
. —_— = —_—m— e j—
V, Como: F > ¢~ 716 C
B 1 PL?
€732 EI
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Determinacdo da energia complementar total da estrutura:

P B C D

s

Z Z

Péyp P 7 PL> 7 P23

X =
2 2 96 EI 192 EI

U=U=W=W"*=
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