Escola Politécnica da Universidade de SGo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

PME-3211 - Mecdnica dos Solidos I/
Aula #21

Prof. Dr. Roberto Ramos Jr.

05/11/2025



Escola Politécnica da Universidade de SGo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

Agenda:

1. Estruturas simétricas na Engenharia;
2. Estruturas simétricas sob carregamentos simétricos;

3. Exemplos de aplicacao.
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1. Estruturas simétricas na Engenharia

Motivacdo: O numero de estruturas simétricas utilizadas em diversas
areas da Engenharia (e também encontradas na natureza) é
significativo. Como exemplos podemos citar meios de transporte
(automodveis, Onibus, navios, avides, etc.), equipamentos mecanicos
(vasos de pressao, pontes rolantes, tubulagdes, comportas industriais
etc.), estruturas civis (galpOes, pontes, edificios) e outros (silos de
armazenamento, etc.). As figuras a seguir ilustram esta grande
variedade.

Objetivo: o objetivo desta aula é explorar o uso da simetria para
simplificar a analise de estruturas simétricas seja por métodos analiticos
(vistos no curso) ou por métodos numéricos (como o método dos
elementos finitos).
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Fig.1: Plano de simetria em um automovel.
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Fig.2: Aviao cargueiro Antonov 124 (AN-124)
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Fig.3: Vaso de pressao.
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Fig.4: Silos para armazenagem de graos ou outros produtos.
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Fig.5: Estruturas metalicas.
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Fig.6: Comporta vagao.
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2. Estruturas simétricas sob carregamentos simétricos

No curso, vamos explorar apenas as estruturas formadas por barras, mas os
conceitos aqui apresentados sao gerais e validos para quaisquer outras
estruturas simétricas (formadas, p. ex., por placas, cascas, sélidos, ou até
mesmo uma combinacao de varios elementos estruturais).

O primeiro passo na anadlise de uma estrutura simétrica é identificar o(s)
eixo(s) de simetria existente(s). No curso vamos explorar apenas as
simetrias axiais que sao aquelas em que o eixo de simetria funciona como
um espelho de tal forma que cada parte da estrutura (de cada lado do eixo
de simetria) é a imagem espelhada da parte correspondente em relacao ao
eixo de simetria considerado.
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No caso de estruturas simétricas, deve-se atentar que a simetria (em
relacao ao plano considerado) deve envolver:

* Simetria de topologia (numero e distribuicdo de barras ou outros
elementos estruturais como molas, molas de torcdao, cabos ou
tirantes);

* Simetria nas reacoes vinculares oferecidas pelos apoios;

» Simetria na distribuicao de alivios (como alivios de momento e alivios
de cortante);

* Simetria nas propriedades geométricas de barras simétricas (mesmas
propriedades seccionais);

» Simetria nas propriedades mecanicas de barras simétricas.
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O segundo passo é verificar se o carregamento aplicado a estrutura simétrica
também é simétrico em relacao ao plano de simetria que sera explorado.
Neste caso, devemos ressaltar que:

i) No caso de forcas (concentradas ou distribuidas), os carregamentos
aplicados em pontos simétricos devem ser a imagem espelhada (em relacao
ao plano de simetria) um do outro;

ii) No caso de bindrios (concentrados ou distribuidos), devemos lembrar que
binarios simétricos sao representados por vetores antissimétricos e vice-
versa. A representacao dos binarios simétricos por “setas curvas” facilita o
entendimento (causa menos confusao);

iii) As reacdes vinculares devem ser também simétricas (em relacao ao eixo
de simetria considerado), mesmo que os vinculos ndo sejam exatamente
idénticos.
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Exemplos de Estruturas Simétricas
sob Carregamentos Simétricos

do do
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(eixo de simetria)
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Note que os apoios a direita e a esquerda n3ao sao efetivamente simétricos,
mas, como a reacao horizontal do apoio a esquerda é nula (pelo fato de o
carregamento ser totalmente simétrico), as reagdes vinculares serao também
todas simétricas.

do do
[
[
P —_— - == —— : ————————————————— [ — P

[
[
I
I

- " ™ I

7 N | -—1= o

I 7
I \\__//é/

(eixo de simetria)
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do

(eixo de simetria)
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- (eixo de simetria)

(eixo de simetria)
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Observacoes uteis para a analise de estruturas
simeétricas sob carregamentos simétricos:

A deformada sera sempre simétrica em relacao ao(s) plano(s) de simetria
considerados (leia-se: plano de simetria da estrutura E do carregamento).
Casos em que ocorra instabilidade estrutural fogem ao escopo destas
andlises (a deformada, nesses casos, nao sera necessariamente
simétrica);

As reacOes de apoio serao igualmente simétricas;

As secoes transversais que estdao sobre o eixo de simetria terao rotacoes
nulas (salvo se houver alivio de momento ou mola de tor¢cdo com rigidez
finita neste ponto) e o Unico deslocamento possivel ocorre na direcao
paralela ao eixo de simetria (ou seja, o deslocamento na direcao
perpendicular ao eixo de simetria deve ser nulo);

Os pontos (dos eixos centrais das barras) que estdo fora do eixo de
simetria podem sofrer rotacdes (que serao iguais e em sentidos opostos
aos das rotacoes observadas nos pontos simétricos);
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Os deslocamentos dos pontos (dos eixos centrais das barras) que estao
fora do eixo de simetria e que tenham direcao perpendicular ao eixo de
simetria serao iguais (em magnitude e direcao) aos deslocamentos
observados nos pontos simétricos, mas com sentidos opostos (ambos se
aproximam do eixo de simetria ou se afastam dele);

Os deslocamentos dos pontos (dos eixos centrais das barras) que estao
fora do eixo de simetria e que tenham direcao paralela ao eixo de
simetria serdo iguais (em magnitude, direcido e sentido) aos
deslocamentos observados nos pontos simétricos;

As tensdes normais existentes na secao (transversal ou nao transversal)
que passa pelo eixo de simetria geram apenas esforcos de natureza
simétrica (momento fletor e forca de direcao ortogonal ao plano de
simetria);

Nao existem tensdes cisalhantes nas secdes que passam pelo plano de
simetria (da estrutura E do carregamento).
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3. Exemplos de aplicacao

Ex.1:
P Dados:

P, L EI

Obter:

D.F.N.;
D.F.C,;
D.M.F;
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Solucao:

Notamos que a estrutura possui 4 planos de simetria, mas somente dois
deles sao planos de simetria da estrutura e do carregamento ao mesmo
tempo: sao os planos que passam por AC e por BD:
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Considerando as observacdes feitas nos slides anteriores, podemos
analisar apenas o lado AB, inserindo vinculos apropriados que

representam as acdes que as demais barras da estrutura irdo exercer na
barra AB:

F,: esforgo ficticio criado para facilitar
o calculo de 0y, a posteriori.
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Com base na estrutura simplificada (lancando mao da simetria), o 2¢
passo é determinar o grau de hiperestaticidade estrutural:

g=4-3=1 é'
H ,
EF_X:O @HA:FB

:2@=0@%=a

V2 V2
EMP()IOA — 0 L= FB7L+V37L =MA+MB

V2 V2
& FB7L+FA7L — MA +MB
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Escolha da E.I.F. = Escolha da incdgnita hiperestatica:

Escolhendo Mz como incégnita

hiperestatica do problema: é |
H

L A
aU” ]M M,
oMy El aMB
0

V2 V2
M(s) = —Fgs +—F,;s — Mg

2 2

0

L
[Lj( Fgs + 2/F/SV—MB)(—l)ds=O
0
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L
1 V2 Nz A2
— (—7F35+M3>ds=0 G— Mp = - Fpl =—-PL

V2 V2
Como: Fg—-L+Fy— L =M+ Mp

. V2 V2 V2
vira: TPL:MA‘F?PL <:> MA=?PL
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V2 V2
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Deslocamentos: para o calculo dos deslocamentos basta aplicar o
Teorema de Crotti-Engesser utilizando a E.I.F. escolhida (vide slide #27):

L
s _OU*_jMaMd
HE = 9p. = ) EIoF,
0
V2 V2
M(s) = —Fgs + —F,s — My
2 2
1 [ (V2 VZ
6H,B - E <7FBS - MB) (75) dS

0
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Oyp = i <\/—EFBS — MB> <g5> ds

2
0

| Fpl? N2Mpgl?
BB 6EI 4 EI

Como: P
Fg == PL3
’ OB = 78E]
M —\/EPL
B g
5. = PL3
Portanto: BD — 2AE]
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s OU*_jMaMd
va= g, ~ ) EIOR, ™
0

V2 V2
M(s) = —Fgs +—F;s — Mg

2 2

L
Oy 4 = ! \/EF M V2 d
T 5 BS B 25 S

0
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Oy a = i (N/—EFBS — MB> (?S) ds

El 2
0

| Fpl? N2Mpgl?
VAT 6EI 4 EI

Como: P
Fg == PL3
’ Ov.a = 18E]
My = \/EPL
B g
PL3
Portanto: Ouc =

24E1
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Ex.2:

Sem utilizar os conceitos de simetria,
o grau de hiperestaticidade estrutural
é igual a:

g=9+4—-6=7

Num. Esf. Solic. internos em cada secao

passando pelo eixo de simetria: 9 M
Numero de reacdes de apoio: 4 0
Numero de eqs de equilibrio: 6 (=3 x 2) (trés

eqs p/ cada metade da estrutura)

|

|

|

|

|

Ou ainda: :
=44+6-3=7 :

/ l \ ’ :

|

ReacBes de Inc. Hlperest _ Numero de Eqgs. Z :
Apoio Adicionais (dois Equilibrio :

quadros fechados) (eixo de éimetria)
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M
Utilizando os conceitos de o | a T
simetria, teremos um grau D ﬁ 1
menor de hiperestaticidade P l
estrutural, dado por: ' M,
ey
9_1_1
g=8-3=5 ol ’
I
... € um nimero menor de M y s
) 0 = H
trechos para analisar! ‘ < E) 3
_
I
[
I
I
I
[
I
() =— !
H, '
:
Vs (eixo de simetria)
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(eixo de simetria)
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our 0
0H,
our 0
0H,
our 0
0H;
oU* 0
oM,
oU* 0
oM,
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