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1. Teorema de Crotti-Engesser

Consideremos um sistema estrutural em equilibrio sob a acdo de n
esforcos externos (forcas ou binarios) independentes e designados
genericamente por P;, com 1 < i < n. Seja 6; o deslocamento (linear ou
angular) correspondente ao esforco aplicado P; (ou seja, §; € o
deslocamento medido no mesmo ponto de aplicagao de P;, e na mesma
direcao e sentido deste esforco). Pelo Teorema de Crotti-Engesser, o
deslocamento §; (i fixo) é dado por:

U

d 0P,

...onde U* corresponde a energia complementar de todo o sistema
estrutural (nos casos em que existe simetria, é possivel fazer
simplificacdes aproveitando as simetrias da estrutura e do carregamento).
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Demonstracao:

Seja o sistema estrutural conforme descrito no enunciado e
consideremos que a um (e somente a um) esfor¢o, denominado P;,
seja dada uma variagao dP;, enquanto todos os demais esforgos sao
mantidos fixos (sem qualquer variacao).
O acréscimo no trabalho complementar do sistema sera devido
apenas ao acréscimo dP; e é dado por:

> dW* = 5idpi

0;
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Por outro lado, sendo a energia complementar uma funcao de todos os
esforcos externos aplicados, a variacao correspondente desta energia em
virtude da variagao (Unica e exclusivamente) dada ao esfor¢o externo P;

vt = (2L ) ap
“\ap, )

sera:

Considerando que nao haja qualquer tipo de dissipacao de energia, temos
(para qualquer variagao dP;):

ouU*
dw* =du* {——>  §;dP;, = (ap- ) dP;
l

oU”
Logo: i = 9P
l
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2. 12 Teorema de Castigliano

Consideremos um sistema estrutural em equilibrio sob a acao de n
esforcos externos (forcas ou binarios) independentes e designados
genericamente por P;, com 1 < i < n. Seja 6; o deslocamento (linear ou
angular) correspondente ao esforco aplicado P; (ou seja, € o
deslocamento medido no mesmo ponto de aplicacao do esforco, e na
mesma direcdo e sentido do esforco). Pelo 12 Teorema de Castigliano,
temos:
au

P, =—
L7986,

...onde U corresponde a energia de deformacao de todo o sistema
estrutural (hnovamente, nos casos em que existe simetria, é possivel fazer
simplificacoes aproveitando as simetrias da estrutura e do
carregamento).
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Demonstracao:

Seja o sistema estrutural conforme descrito no enunciado e
consideremos que a um (e somente um) deslocamento, denominado
0; seja dada uma variagao do;, enquanto todos os demais
deslocamentos sao mantidos fixos (sem qualquer variacao).

O acréscimo no trabalho de deformacdao do sistema sera devido
apenas ao acréscimo do; e é dado por:

»dW :Pid5i

0;
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Por outro lado, sendo a energia de deformacao uma funcao de
todos os deslocamentos correspondentes aos esforcos aplicados,
a variacao correspondente desta energia em virtude da variacao
(Unica e exclusivamente) dada ao deslocamento 9; sera:

av = (2% as
—\as;)

Considerando que nao haja qualquer tipo de dissipacao de energia,
temos (para qualquer variagao do;):

oU
dWw =dU {——)> Pdé; = <£> ds;
l

ou
Logo: P; = 5.
l
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3. 22 Teorema de Castigliano

O 22 Teorema de Castigliano decorre da aplicacao do Teorema de Crotti-
Engesser, porém considerando que a estrutura (como um todo) possui
comportamento elastico-linear. Nesse caso, sabemos que a energia de
deformacdao e a energia complementar sao numericamente iguais. Se
expressarmos a energia de deformacao em funcao dos esforcos externos
(ao invés de expressa-la em funcao dos deslocamentos correspondentes),

teremos:
Ur=uU
logo: &= (2L m— o
08" = \op, = \ap,
Sendo: U = U(Pl,Pz,...,Pj,...,Pn)
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4. Exemplos de aplicacao

Ex.1. O suporte ABC ilustrado na figura sustenta uma carga horizontal P; = 5 kN e
uma carga vertical P, = 20 kN. Ambas tém area de secao transversal A=20cm? e
sao feitas de aco (E = 200 GPa).

a) Determine o deslocamento horizontal e vertical da junta B;

b) Verifigue que o trabalho complementar é igual a energia complementar.

MO

DO
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Solucao:

Como se trata de uma estrutura isostatica, o calculo da energia complementar
pode ser feito sem dificuldades, bastando determinar os esforcos solicitantes
(forcas normais) em cada barra. Deve-se ressaltar que, para a aplicacdo do
Teorema de Crotti-Engesser, os esforcos externos aplicados devem ser
considerados independentes. As for¢cas normais nas barras sao dadas por:

P
Ny = sent Pq
> — - — — -
P
Ny =P
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E a energia complementar total do sistema é dada por:

_ NZL; NZL,

v 2EA * 2EA
L P; P;  2PP,
Resultando: U* = + p2 4+ _
2EA [senZHCOSH 1 " tg20  tgo

Pelo Teorema de Crotti-Engesser:

cotgfd = —0,15mm

oUu” P;L P,L
5H,B =01 = O_Pl =

T EA EA
5 5 = oU*\  PL t0+P2L cos360 + 1 - 072
B m2 T \ar, ) EA cOtg EA \sen6cosg ) — "4
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Deve-se observar que:
1. Tendo a estrutura comportamento elastico-linear, as relacdes entre

deslocamentos e esforcos sao todas lineares;
2. Os sinais diante de cada esforco mostram diretamente seu efeito sobre

cada deslocamento. Observe:

Fazendo P, = O:

OO

P;L
5H,B =0; = ﬁ
P,L % B P,
6V,B = 62 = ——COth / =>
EA //
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P2L<cos39 + 1)

Oyr =0, =+
v.B 2 sen?6cos0

EA
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Finalmente, determinando o trabalho complementar (que, nesse caso,
serd igual ao trabalho de deformacao):

2 2
7 2\EA EA oty 2 EA oty EA \sen?6cos0
W= W = P{L PyP,L A P, P, L . 0+P22L cos30 + 1
— W T\2EA” 2E4 %Y 2EA “°"97 T 2EA\ sen?6c0s6

L
O que mostra que: W* = U* = —|P? +

P?(cos360 +1) 2P,P,
2EA

sen?0cosb tgb
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Na forma matricial as relacdes entre as forcas e os deslocamentos nodais

ficam escritas como:
{P1} _ k14 k12] {51}
P, ky1 ka2l (6,

Onde os elementos k;;, que fornecem a matriz de rigidez do sistema

sao, nesse caso, dados por:

EA
ki, = - (1 + cos30)

EA
ki, =k, = T(SQTLQCOSZQ)

EA
ky, = - (sen?OcosH)
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Ex.2. A barra AB, engastada em A e livre em B, esta submetida a um
momento fletor M, na extremidade B. Determine o angulo de rotagao
05 pelo Teorema de Crotti-Engesser.

v
I

]
/

~

Dados: M,, L, EI.
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Solucao:

E imediato verificar que a barra esta submetida a flexdo uniforme>
Logo:

M(X)z—Mo, 0<x<L

A energia complementar sera:
[ M2 M2 MEL
X

2EL (%) 2EI 2EI
0 0

| oU*  M,yL
Pelo Teorema de Crotti-Engesser: 05 = oM. El
0
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Ex.3. Determine o deslocamento vertical e a rotacdao da secao B da viga
engastada-livre AB indicada na figura. Despreze a parcela da energia
complementar devida as forcas cortantes no calculo.

Sao dados: g, L, EI.

A
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Solucao:

Para a aplicacdao do Teorema de Crotti-Engesser é necessario termos esforcos

correspondentes aos deslocamentos que desejamos calcular. No caso em

tela, queremos determinar:

* o deslocamento vertical da secao B (o que exige a presenca de uma forga
vertical aplicada em B) e

* arotacdo dasecdo B (o que exige a presenca de um momento fletor
aplicado em B).

Como estes esforcos ndo fazem parte do carregamento (original) aplicado na

estrutura, é necessario cria-los:

N
A
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A energia complementar (devida apenas a flexao) é dada por:
LM2 )

S
j z( s

U* =
2EI

0

2

2

(0<s<L)

le

|
‘I
'

|
, L
I
1

oU” 0. =
Pelo Teorema de Crotti-Engesser: Oy p = B —

aP
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Resultam:

L
5 av_ijzz B EACAR
V.B = OP OP \ 2EI
0 0

0 ([ M?2 0 (MZ\oM, M,oM,
Como: — = =

0P \ 2E1 oM, \2EI] OP El 0P
Teremos:

L
o (U _jMzaMZd
v =\p )~ ) El 9P

0
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oUu” M, oM,
E, analogamente: Op = j ds

dMpg EI oMg
Resultam:
L L
M, 1 qs?
VB—jE— Ej —T—PS—MB (—S)dS
0 0

1 <qL4 pI3 MBL2>

1
Sy = 4+ Ps? + Mys | ds +—+
v.B EI]( +S+BS> “EI\8 ' 3 ' 2
0
_ql*

. p — — 0 Son=
Como temos: P =0, Mg = 0: V.B = SE]
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El 0M, El 2

L L

M, oM 1 s?

eB=j—Z stz—j(—q——Ps—MB>(—1)ds
0 0

L
1 qs? 1 (ql® PL?
QBz_j _+PS+MB dS= + +MBL

El 2 EI\ 6 2
0
Como temos: P = 0, Mg = 0: 0, = qL’
P BT e

Obs: Os sinais positivos encontrados para o deslocamento vertical e para a
rotacao indicam que os sentidos destes deslocamentos correspondem aos
mesmos sentidos arbitrados para os esforcos correspondentes.
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