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Agenda:

1. Expressao geral da energia complementar para sistemas
formados por barras;

2. Limitacdes do uso do Principio do Trabalho e da Energia no
calculo de deslocamentos e rotacoes;

3. Exemplos (Aplicacdes do Principio do Trabalho e da Energia).
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1. Expressao geral da energia complementar para sistemas
formados por barras (com comportamento elastico-linear)
Como vimos na ultima aula, a expressao geral da energia complementar para

sistemas estruturais formados por m barras (todas com comportamento
elastico-linear), em condi¢des de L.G., é dada por:

ds + ds + -+

m L
. NZ(S) fy (S) fzvz( )
v _2 Oj 2EA(S) ZGA(S) ch(s)

=1

m /L
M3 (s) Z(s) T2(s)
+2 szmy(s) d5+12151 Ok +szclt(s) ds
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Quando em uma determinada barra atuam, simultaneamente, diversos
esforcos solicitantes (forcas normais, forcas cortantes, momentos fletores
e momentos torcores), as parcelas mais significativas sdo, em geral,
aquelas relacionadas aos momentos fletores e momentos torcores e,
neste caso, as parcelas associadas as forcas normais e forcas cortantes
podem ser desprezadas (nesta barra).

Contudo, se, em um dado elemento estrutural (barra, cabo, fio ou mola),
tivermos um unico esforco solicitante atuando, deve-se, naturalmente,
considerar este Unico esforco para o calculo da energia complementar do
elemento; caso contrario, a solucao encontrada partira do pressuposto de
gue a rigidez associada a este elemento estrutural (e que corresponde ao
esforco aplicado a ele) é infinitamente grande (vide exemplo #1 - slide #9).
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2. Limitacdes do uso do Principio do Trabalho e da
Energia no calculo de deslocamentos e rotacdes

Nas aulas anteriores foram apresentados os conceitos de trabalho (W e W™) e
energia (U e U") bem como algumas aplicacdes simples visando ao cdlculo de
deslocamentos e rotacdes utilizando o Principio do Trabalho e da Energia.

As principais limitacdes deste método sao:

SO pode ser empregado se um Unico esforco concentrado (forca ou binario) for
aplicado sobre a estrutura;

* SO pode ser empregado se o deslocamento a ser calculado for correspondente
ao esforco aplicado (leia-se: deslocamento no mesmo ponto de aplicacao do
esforco, e medido na mesma direcao e sentido do esforco aplicado).

» Salvo raras excecoes, nao pode ser empregado quando ha esforcos distribuidos
aplicados sobre a estrutura.
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P1 A B

Dada a geometria da estrutura (no caso, isostatica), as propriedades dos
materiais, as propriedades seccionais das barras, e os valores das forcas
externas, é perfeitamente possivel determinar a energia complementar (U”")

do sistema, mas:

P16H,A + P26V,B

W=w:=
2 2

Assim, pelo Principio do Trabalho e da Energia, ficaremos com uma unica
equacdo e com duas incognitas (g 4 e Oy p)!
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Novamente temos uma estrutura
isostatica e é simples determinar
a energia complementar (U*) do 1 L
sistema, mas... W=W=*= —Ej q(x)v(x)dx =7
0
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Nesse caso, sO € possivel aplicar o Principio do Trabalho e da Energia se
quisermos determinar o deslocamento vertical do ponto B. Qualquer
outro deslocamento ou rotacao nao pode ser obtido desta forma, pois:

. P5V,B

w=w=
2
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3. Exemplos (Aplicacdes do P.T.E.)

1) A viga ABC possui rigidez flexional E/ e esta simplesmente apoiada em A e presa
a um cabo de rigidez axial (EA). e comprimento L em C. A viga esta submetida a
uma forca concentrada de magnitude P aplicada em B. Determine o deslocamento
vertical dos pontos B e C em funcao dos parametros fornecidos.

Resp.:
5 Pa? L +b2(a+b) %
"F 7 (a+Db)?2|(EA),  3EI DO---1-
EA), L
P PalL P (EA)
ne (EA).(a + D) B CO---7-
l El !
Z i b :
7 -
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2) A estrutura ABC é formada pelas barras AB e BC, de secao transversal circular
cheia e diametro d. O material das barras é elastico-linear, com moddulo de
elasticidade E e coeficiente de Poisson v dados. Considerando que a secao A esteja
engastada e que uma forca concentrada de magnitude P seja aplicada em C,
determine o deslocamento vertical em C pelo Principio do Trabalho e da Energia.

_ 3PL3 PL® 3f.PL PI3
Resp.. 6vC — + + — —
“ " 8EI " 4GIL, 2 GA  EI

st 2 T

Desprezivel face
aos demais termos.
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3) O eixo central do arco AB possui raio de curvatura R e sua secao transversal é
quadrada de lado a. O material das barras é elastico-linear, com maddulo de
elasticidade E. Considerando que a secao A esteja engastada e que uma forca
concentrada de magnitude P seja aplicada em B, determine o deslocamento
vertical neste ponto em funcao dos parametros fornecidos usando o Principio do
Trabalho e da Energia. Obs: Considere também as parcelas devidas a forca normal
e a forca cortante no calculo da energia complementar e verifigue em quais

condicOes tais parcelas podem ser desprezadas.

Resp.: .

_I_
36

R

S = —
v.B 2Bl T 2EA T 2GA 2E]

_ 3mPR® mPR mnfPR 3mPR’ ) 1 (a)z N (1+v) (a)z
15 R -~ 2EI
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4) A viga AB possui comprimento L e rigidez flexional E/ (constante). A extremidade
A estad conectada a uma mola de tor¢ao (de comportamento linear) com constante
k: (dada). Considerando que uma forca concentrada de intensidade P seja aplicada
na extremidade livre B, determine o deslocamento vertical neste ponto pelo
Principio do Trabalho e da Energia, em funcao dos parametros fornecidos.
Considere valida a hipdtese de linearidade geométrica.

PL?® PL* PL3 3EI
Resp.: 6,5 = =

3EI T k., 3EI
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