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Agenda:

1. Trabalho de deformacao (W) e trabalho complementar (W ™) na
flexao uniforme de barras;

2. Expressoes da energia complementar e da energia de deformacao
para barras submetidas a flexao uniforme;

3. Expressao da energia complementar na flexao nao uniforme
composta (flexo-tracao ou flexo-compressao);

4. Expressao da energia complementar na flexao simples de barras;
5. Exemplos de aplicacao;
6. Expressao geral da energia complementar para barras.
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1. Trabalho de deformacao (W) e trabalho complementar (W ™)
na flexao uniforme de barras

D
=
(a)
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Definimos o trabalho de deformacao (W) W*
realizado pelo momento externo M por: M , /4
M el e >
0, L E——T1 |
|
W = j Mdoe !
0 : - W
|
|
...e 0 trabalho complementar (W™) por: | ; .
04 6
My
W+ = j 6dM
0
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No caso particular em que a estrutura possui comportamento elastico-
linear, a relacdao entre o momento aplicado e a rotacao do eixo central da
barra (no ponto de aplicacdo do momento aplicado) é dada por:

M

M=kt {—p =%

0, 0, My w-
k6? /
W=jMd8=j(k0)d0=T Ml___7 _i
0 0 7 |
ﬁ/ |
|
= [oa= [ (M)aw = v
B ) \k - 2k :
0 0
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Ainda nesse caso (em que a estrutura possui comportamento eldstico-

linear), também ¢é imediato perceber que os dois resultados sao
numericamente iguais:

61 61 2 M1 — k@l
k6?
W=jMd9=j(k9)d9= >
0 0

Mlel
W =
) W=

M,
My My 2 81 —_— -
W = j OdM = (M> i = o1 : we = 1%
B ) \k - 2k > 2
0 0
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2. Expressoes da energia complementar e da energia de
deformacao para barras submetidas a flexao uniforme

Hipoteses admitidas:

O material da barra (em cada segmento analisado) é homogéneo,
isdtropo e possui comportamento elastico-linear;

* CondicOes de linearidade geométrica serao admitidas na solucao dos
problemas, de tal modo que os esforcos solicitantes internos podem
ser determinados simplesmente pela aplicacao das equacdes de
equilibrio (para estruturas isostaticas) considerando que a
configuracao deformada e de referéncia sao muito proximas;

O momento fletor ndo varia ao longo do comprimento da barra;

* Asecao transversal é uniforme ao longo do comprimento da barra.
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Como vimos anteriormente (para os casos em que as densidades de energia
variam ao longo da estrutura):

W = v fffu
U* = u dv
u AlI}r—r}O AV av s

_ o AU _dU
o =y
|4

No caso em tela, temos apenas tensdes uniaxiais, dadas por: o0, = ——y
¥ Y

Cq A

%)
_Y
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Assim a densidade de energia complementar e a densidade de
energia de deformacao ficam dadas por:

Ox Ox
Ox . j ] de o2 (M,)? 5
> U = E —  — — —
x4 0x E“°* T2 2E0)2”
0 0
7 Ex Ex E 2 E 2
£ K
- uzfaxdexszexdexz =2y
2 2
0 0
-
gx

Obs: Note que as expressoes acima sao validas apenas se o material
possuir comportamento elastico linear (vide grafico acima).
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L

Logo: U —ﬂju dV—jZE )2 ﬂy dA |dx
14 0 A
(1 (M)’ F M2
M
U*=j 2| dx :} *:] z
0

E, de forma analoga para a energia de deformacao:

L

L
Fic2 El,K2
v = [[[wav = [ZZ( [[ y2aa )ax =) U= [ ax
2
v A 0

0
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3. Expressao da energia complementar na flexao nao
uniforme composta (flexo-tracao ou flexo-compressao)

Hipoteses:

e Barras submetidas a flexao nao uniforme composta, com estados de
tensao uniaxiais;

* Material homogéneo, isotropo e com comportamento elastico linear;

 Admite-se a existéncia de condicOes que garantem a linearidade
geométrica (pequenas deformacgdes, pequenas rotacdes e pequenos
deslocamentos);

* Problemas decorrentes de instabilidade estrutural nao fazem parte
do escopo, tampouco os efeitos de momentos de 22 ordem na flexo-
compressao.
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Ox Ox 2
O-X O-X
No caso em tela, teremos: u' = j Exday, = j —doy = -7
E 2F
0 0

Para um sistema de eixos locais, com origem no centroide de uma dada
secao transversal da barra, e sendo os eixos Cy e Cz eixos centrais e principais
de inércia, a distribuicao de tensdes normais na flexao composta é dada por:

Y NoMy M,
Oy =—+——Z——Yy
A I,
My
- M, N
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O L [ND? | (My() 7 (My()%
Logo: D28 2E|[(AS)? T (1(s)° ()

N(s)My(s) NG MZ(S) M, (s) M, (S)
[A(S) L) TAG) L&) T L,6) LEG)

_|_

s |
. jﬂ u*dV=% Oj gggj (ﬂ dA)d +j((1‘1” ((j)) (ﬂ ZZdA> ds_
(e 35 )+
SR (o [ o)
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[ L L L

. 1[N M5 (s) MZ(s) -
U" = ]A(s) dS+0,[1y(S) ds+ojlz(s) ds

r
L[ N2(s) R M2(s) L M2(s)
U*=|j ds: +|jy—ds :+|jz—ds
I | ZEIy(S) |
10 | 0 !

|

Energia devida as En~erg|a devida g Energia devida a
flexao em torno do flex3o em torno do

forcas normais _ o
eixo principal Cy  eixo principal Cz
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4. Expressao da energia complementar na
flexao simples de barras

b~ 7T

e — —
—_— —_—— e o ——

= —
—

—
—
—

——
——
—
— —
e e —— ——
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Em barras submetidas a carregamentos transversais aplicados no plano xy,
e que sao simeétricas em relacao a esse mesmo plano, a flexao ocorre no
proprio plano xy (denominado plano de flexao). Nesse caso, temos apenas
duas tensdes agindo nas secdes transversais:

* As tensdes normais g, associadas aos momentos fletores e

* As tensdes cisalhantes 7, (ou 7,,) associadas as forgas cortantes.

Cq A

. H
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YT VAV VvV
<«—
n TT l’T
T —7_)
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Se o material € homogéneo, isdtropo e possui comportamento elastico
linear, a densidade de energia complementar nesses casos fica dada por
(vide Aula #15, slides 16-17):
. 0-9? _l_Ta%y_l_Ta%z

2E  2G 2G

u

Para simplificar um pouco, vamos considerar apenas 0os casos em gque temos
apenas as tensdes cisalhantes 7,,, considerando, por exemplo, que as
secOes transversais sdo retangulares, como no exemplo abaixo:

7 A

I
1
I
1
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«  Ox Txy
Nesse caso: °F 20

M, (x) (e, y)

%= ) " = L Wb, y)

. MZ(x)y? N ()  Q*(xy)
~ 2EI2(x) 2G  12(x)b%(x,y)

o= Jffear= [ (’Z’Eﬁfii} + )

( M2()
Oj 2EL(x) "
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A parcela devida apenas as forcas cortantes (associadas as tensdes
cisalhantes) fica dada por:

L

. _ () Q*(x,y) I RZACI) Q2(x,y)
v = w( 2G IZZ(x)bZ(x,y)) dV_jZGIZZ(x) j)bz(x,y) dA | dx

0 A(x

_Ax ()
20 J) )

Denotando: f dA

X

L
fV7(x)
Obt : 5 =
emos U j 26AG) dx
0
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Logo, a expressao completa da energia complementar para este caso fica
dada por:

L L
jMzz(x) g fV (x)

U* = x + dx

2E1L,(x) 2GA(x)
0 0

O fator f, denominado fator de forma, € um adimensional que depende
apenas do formato da secdo transversal. Para secOes transversais
retangulares, por exemplo, pode-se mostrar que f = 6/5.

Pode-se verificar também que este fator de forma é um fator de
correcao (para o calculo da energia) que leva em conta o fato de que as
tensdes de cisalhamento nao sao distribuidas uniformemente nas secoes
transversais.
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Nota:

Se considerassemos, no calculo da parcela Uy, da energia complementar,
apenas as tensOes de cisalhamento médias na sec¢ao transversal,

teriamos:
=[] (&)
2G
1%
V., (x
Sendo: Tyy = Ty = j((x))

[ V2R

L
Logo: U EOJZG (Ayz(x))/l(x)dx j U _jZGA(X) i

0
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5. Exemplos de aplicacao

Ex.1. A barra AB, engastada em A e livre em B, esta submetida a um
momento fletor M na extremidade B. Determine o angulo de rotacao 05
pelo Principio do Trabalho e da Energia.

y
7 El A
S M
A ! Os_ [Ny
: L :
Dados: M, L, EI.
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Solucdo: Para estruturas que possuem comportamento
elastico linear, vale:
M\ w* M6
/ W=W*=
M|—~
4 A energia complementar por sua vez é dada por:
‘ M? ‘ M? MZ?L
X
- W U*:jAdx:j dx =
2E1,(x) 2E1, 2E1,
_ 0 0
o 0

Logo, pelo Principio do Trabalho e da Energia (aplicado a estruturas com
comportamento elastico linear):

ML

: R — M6y _ ML D Op=—
W=w"=U=U > = 28T T
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Ex.2. A barra AB, engastada em A e livre em B, esta submetida a uma
carga concentrada P na extremidade B. A barra possui secao transversal
retangular (b X h). Determine o deslocamento vertical 6,5 do ponto B
pelo Principio do Trabalho e da Energia.

Dados: P,L,E,b,h,f =6/5,v=0,3.
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Solucdo: Para estruturas que possuem comportamento
P, w* elastico linear, vale:
L _,/_ PS
P 7 Ww=w*=-—=
7 2
ﬁ/ A energia complementar por sua vez é dada por:
o W L 5
M (s) f Vy (S)
U* = j 2 gy
> ZEIZ(S) ZGA(S)
) ) 0
y S
T - 1 (5)
: - Mz(s>(
1P vP

P
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Do equilibrio de forcas e de momentos para o trecho de comprimento s,
obtemos:

V,(s) =P M,(s) = —Ps

L L
P22 [IZ P2I3  fP2[
Assim: [U* = d +j ds = +
j 2EL " ] 264™ T 6EL T 264
0 0

Logo, pelo Principio do Trabalho e da Energia (aplicado a estruturas com
comportamento elastico linear):

2713 2
w=w=v=v <— P5”B Y i >

~ 6EI, ZGA

L fPL

e— 5”3_3151 GA
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De posse dos dados adicionais do problema (formato da secdo e
coeficiente de Poisson do material), vamos analisar qual é a importancia
relativa da parcela do deslocamento devida as forcas cortantes frente a
parcela devida aos momentos fletores:

PL® fPL PL3 3fEL,
® 3El, GA 3EI, GAL?
_3fEl, _ _E I, bh3

Seja: n = 3f(2 + 2v)

— — 3f—
GAL? G AL? 12 bhL?

1/n\> 6 __1(h) h\2
r=rae3(g) =5025(;) <oe(3)

Como as vigas possuem, em geral, relagées h/L < 0,1, nota-se que a parcela do
deslocamento devida as forcas cortantes pode ser desprezada em quase todos
0S Casos praticos.

14/10/2025 PME-3211 / Mecéanica dos Sdlidos Il / Aula #17

28



14/10/2025

Escola Politécnica da Universidade de SGo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

PME-3211 / Mecanica dos Sélidos Il / Aula #17

29



Escola Politécnica da Universidade de SGo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

Considerando que em uma secao transversal genérica de uma estrutura
formada por barras, possam existir trés componentes de forca (a forca normal
N(s) e as duas componentes de forgas cortantes, segundo os eixos principais
de flexdo da secdo, V,(s) e V;(s)) e trés componentes de momento (os
momentos fletores M,,(s) e M,(s) e o momento de torgdo T(s)), a expressao

“geral” para o calculo da energia complementar de um dado segmento de
barra fica dada por:

L
. _ [ N%(s) fW (s) fzvz(s)
v _JZEA(s)dHO 2640 BT ZGA(S) S

L

L L
M3 (s) Mz (s) TZ(S)
+ Oj 2EL,(s) ds + Oj 2B ST j 261.(s) &
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