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Agenda:

1. Trabalho de deformacao (W) e trabalho complementar (W ™) na
torcao de barras de secao circular;

2. Energia de deformacao (U) e energia complementar (U™);

3. Densidade de energia de deformacao (u) e densidade de energia
complementar (u*) na torcao;

4. Expressao da energia complementar para barras de secao circular
submetidas a torcao;

5. Expressao da energia de deformacao para barras de secao circular
submetidas a torcao;

6. Angulo de torcdo para tubos de parede fina;

7. Exemplos de aplicacao.
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1. Trabalho de deformacao (W) e trabalho complementar (W ™)
na torcao de barras de secao circular
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Definimos o trabalho de deformacao (W) W *
realizado pelo torque externo T por: T\ /
T, F—F———— ==
1 1 ——f—1 :
W = j Td¢ I
0 : - W
I
...e 0 trabalho complementar (W™) por: j : -
. b @
w = [ gar
0
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No caso particular em que a estrutura possui comportamento elastico-
linear, a relacdao entre o torque externo e o correspondente angulo de giro
da secao em que o torque foi aplicado é dada por:

ki
¢1 ¢1 Y. Ty [W*

w= [ Tdg = [ Geegdip == r, b==5£5

0 0 / :

ﬁ/ |

T: T / I
W*_f dT—f Mar = I — W

=) 2= )Y T, :

0 0 ,
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Ainda nesse caso (em que a estrutura possui comportamento elastico-
linear), também ¢é imediato perceber que os dois resultados sao
numericamente iguais:

$1 Ty = kid
w= [ Tdg = j(ktqb)dcb— kot —— w =12
0
; Il
Ty Ty T T; qbl:k_i o
W*=qude=Oj(k—t)dT—2kt >W*— 121
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2. Energia de deformacao (U) e energia complementar (U™)

Como vimos na aula anterior, a energia complementar e a energia de
deformacao sao definidas, respectivamente, a partir dos esforcos internos
(tensdes normais e cisalhantes) e das deformacdes (alongamentos e
distorcOes) associadas. Vimos também que, se considerarmos despreziveis as
dissipacdes de energia da estrutura (por atrito ou qualquer outra causa),
podemos estabelecer que:

wW=U e w*=U*"
Veremos que as energias totais (seja a de deformacdo ou a complementar)

sao obtidas pela integracao no volume das correspondentes densidades de
energia.
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3. Densidade de energia de deformacao (u) e
densidade de energia complementar (1*) na torcao

Vimos na aula anterior que, no caso de um estado uniaxial de tensao,
onde comparece apenas uma tensao normal o0, que causa um
alongamento ¢, das fibras que estao alinhadas com a direcao de
aplicacdo da tensdo, a densidade de energia de deformacdo (u) e a
densidade de energia complementar (1) ficavam definidas por:

Ox
Ox A - v = | edo (densidade de energia
77X complementar)
Oy ’// 0
Ex

.- u:fﬂxdgx (densidade de energia

. de deformacao)

Ex Ex
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De forma analoga, para um estado de cisalhamento puro, onde temos
apenas a tensdao de cisalhamento (1) que causa uma distorcao y entre
duas fibras (antes ortogonais entre si), a densidade de energia de
deformacao (u) e a densidade de energia complementar (u*) ficam
definidas por:

T1
T ) .-yt = j vdr (densidade de energia
L _ } complementar na torcao)
(51 —— 0
-~
V1
- = f rdy (densidade de energia de
deformacao na torc¢ao)
0
I -
Y1 14
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Para os casos em que o material da barra segue a Lei de Hooke, teremos:

T
=6y < Y=g

T1 T1 . ,l_2
T - u*=fydr=f(5)drzi
1, b=sl==o 0 0
/ )41 V1 2
" - u=jwh/=j(61/)d)/=l
0 0
I -
V1 14
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4. Expressao da energia complementar (U™) para
barras de secao circular submetidas a torcao

Hipoteses:

08/10/2025

O material da barra (em cada segmento analisado) é homogéneo,
isdtropo e possui comportamento elastico-linear;

Condicoes de linearidade geométrica serdao (geralmente) admitidas na
solucdo dos problemas, de tal modo que os esforcos solicitantes
internos podem ser determinados simplesmente pela aplicacao das
equacoes de equilibrio (para estruturas isostaticas) considerando que a
configuracao deformada e a de referéncia sao muito proximas;

O carregamento € aplicado de forma quase-estatica;

No caso de barras com secdes transversais varidveis, a variacao da
geometria ocorre de forma gradual (baixos angulos de conicidade).
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Como vimos na aula anterior, para os casos em que a densidade de
energia complementar varia ao longo da estrutura, a energia
complementar total € obtida pela integral da densidade de energia
complementar no volume da estrutura:

AU" _ dU” j> ﬂj
= - U* = ||| uav
u' = lim —0r = —5 “

V
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No caso da torcao de secdes circulares, temos apenas tensdes cisalhantes
agindo nas se¢des transversais, causadas pelos torques internos T = T(x), e
dadas por:

T(x)

Ip(x)p O=<p<=r)

2 1 (T(x))?

Ut = — = pz
2G 2G (Ip(x))z

Logo (vide slide #10) :

Integrando a densidade de energia complementar em todo o volume da barra,
teremos:
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L
[feor= [ o

A(x)

L (1 (W) ()’
U :JZG( )le(x)dx :} U ZGIx(x)

E, no caso em que a estrutura é formada por varias barras (ou por varios
segmentos de barra), cada qual com um maddulo de elasticidade G;, com
comprimento L;, e com uma variagdo de momento de inércia polar I,; =

L, i (x;), teremos:

l

n n Lj
N ; Ui = on z(gz(:fag

=1
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5. Expressao da energia de deformacao para barras de
secao circular submetidas a torcao

De forma analoga ao estudo apresentado no item anterior
(considerando as mesmas hipoéteses), podemos determinar também a
expressao da energia de deformacdao de uma barra de secao variavel
submetida a carregamentos torcionais que variam ao longo da barra
como abaixo:

A
t~
4
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Como a densidade de energia de deformacao varia ao longo da estrutura,
a energia de deformacao total deve ser obtida pela integral da densidade
de energia de deformacao:

MW —> j j j
u= lim-w =" )

Mas, no caso em tela, teremos (vide slide #10):

Y1 Y1

GZ
u=frdy=j(Gy)dy=%
0 0

Lembrando que as distorcdes estao relacionadas ao angulo de giro por unidade
de comprimento, ou taxa de torcdo (d¢/dx), de cada secdo transversal, em
relacdo a uma secao de referéncia, na forma:
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\ i
N B p X >~ \
y T // — Y I, > Y
[, | vl dod
] ! [ (. i -
(— | 1 | )1
i /o1 p I/

~N—_— e e~

A
S

A
&

A
~
A

oweros. = [[fuar = [ (3 (o) Jov
U = f%(—) ﬁpsz dx > U=OjLGI"2(x) (fg:)zdx

A(x)
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E, no caso em que a estrutura é formada por varias barras (ou por varios
segmentos de barra), cada qual com um médulo de elasticidade G;, com
comprimento L;, e com uma variagao de momento de inércia polar

L,; = I, ;(x;), teremos:

p.1
S LG d
X
U = 2 Ui j pl( ) ¢ dxl
. dx;
=1 10
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6. Angulo de torc3o para tubos de parede fina

Este topico complementa o estudo iniciado na disciplina PME-3210, sobre a tor¢ao
de tubos de parede fina. As hipoteses admitidas sao:

Tubo é cilindrico em forma: secbes transversais nao variam ao longo do
comprimento e seu eixo central é reto;

A espessura do tubo n3ao é necessariamente constante, podendo variar ao
longo da segdo transversal: t = t(s);

A espessura da parede deve ser pequena quando comparada as dimensdes
caracteristicas da sec¢do transversal (digamos, t/a < 0,1);

O tubo esta submetido a torcao pura com torques T agindo nas extremidades;

O material do tubo é homogéneo, isotropo, e possui comportamento elastico-
linear;

O tubo fechado é uma estrutura unicelular (formado por uma uUnica célula);

O empenamento é livre (ndo ha tensdes normais atuantes nas S.T's que
impecam o empenamento).
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Das hipoteses estabelecidas, observamos que:

* As tensoes de cisalhamento em qualquer secao transversal devem gerar um
torque igual (em magnitude) ao torque T aplicado nas extremidades;

 As tensdes de cisalhamento nas sec¢des transversais tém a direcdao dos
versores tangentes a curva definida pela linha de meia espessura da secao
transversal;

e Como o tubo é de parede fina, podemos admitir que as tensdes de
cisalhamento s3ao praticamente uniformes ao longo da espessura.
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\ 4 S
\7
v o
§/

Admitindo a inexisténcia de outras tensdes (que ndao as de cisalhamento

indicadas na figura) e impondo o equilibrio de forgas na dire¢cao longitudinal
para o elemento abcd, encontramos:

Fb = FC & Tb(tbdX) = Tc(tch) & Tbtb = TCtC
Conclus3o: f =1(s)t(s) = cte

Denominamos f fluxo de cisalhamento. Unidade no S.I.: [f] = N/m.
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Calculando o torque interno associado ao fluxo f teremos:

Lm Lm
T = f dT = j fr(s)ds = fj r(s)ds

ds.r(s
Mas: dA= T() & r(s)ds = 2dA

Lm
T=f¢ r(s)ds=2f ¢dA & T=2fA,
f o= g

Logo: 7(8s) = 24 £(5)
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Cdlculo do dngulo de giro (¢)

Pelas hipoteses admitidas, o trabalho de deformacao e o trabalho
complementar serao iguais e podem ser calculados pela expressao:

_T¢

w=w-
2
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Por outro lado, a energia complementar total do tubo pode ser obtida pela
expressao (ver slides #10 e #12):

o= [ var= [ (3)a

E, como vimos, no caso em tela, vale: 7(s) =

2A,,t(s)
. * 1 T i T2 1 i
logo: [J :jlﬂ Te <2Amt(s)) dV:8GA,2n ﬂ (@) t(s)dsdx
o L T ds
_8GA$nj t(s)
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Entdo, pelo Principio do Trabalho e Energia (aplicado a este caso):

W=W*"=U*"=U

Lm Lm
T¢: T?L f ds :> b = TL f ds
2 SGA’Z’”O t(s) 4GA,2,,10 t(s)
Logo: Gl [ = 4A%,
A

Obs: Nao confundir L com L,,,, nem A,, com A!!
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7. Exemplos de aplicacao

DN

Exemplo 1:
emplo Dados:
Ip T, G, Ip, L.
z T
./ — > Pede-se:

I

| — —
| [
| L |
e >
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W* Para estruturas com comportamento
[ linear, vale:
T ,
// T}
W=W"=—
ﬁ/ 5
“w
-
¢ )

Por outro lado, a energia complementar para este caso fica simplesmente:

(T(x))’ x=f 2 _ T

U* = d =
j 2G 1L, (x) 2G1, 2G1,
0 0

L
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Desta forma, pelo Principio do Trabalho e Energia:

Logo:

08/10/2025

2
W*=U*"=U > o 14

2 2GI,

_TL _ (G
qb_G_Ip > T—(L>¢—kt¢
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Dados:
T,G,d,L.

I, = md*/32
Pede-se:

¢ =7 k., =?

29
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w* Para estruturas com comportamento
linear, vale:
To
W=W*"=—
2
W

-
¢ ¢

Ja a energia complementar para este caso fica dada por:

2L/3 , L/3 ,
(T1 (x)) (Tz (x))
dx + dx

U* =
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Como: Ti(x) =T,(x)=T L (x) =1, L,,(x) = 161,
Teremos:
2L/3 L/3
- j Tzd +] T? . TZL(1+1) 11T2L
= X xX=— I _-4+—]|=——
) 261, ") 326, GI,\3" 96) " 324l

Desta forma, pelo Principio do Trabalho e Energia:

T 11 T?L 11 TL 16GI
P D =171 T=(——”¢=
2 32GI, 16GI, 11 L
16 GI, o
Logo: k; = 11 (aumento de 45,5% na rigidez, comparado ao Ex.
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Exemplo 3: Dados:
T,G,L,d.
Didmetro = 2d I, = md*/32

/ Diametro = d
/ Pede-se:

T b =2

kt =?

I

I

I
| I
: I
- >
I 1
I
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Solucao:
T 4 W* Para estruturas com comportamento
/ linear, vale:
=7 T
// W=W"= —¢
— 2
- W
| -
¢ ¢

A energia complementar para este caso fica dada por:

(T’ TE( 1
- ) 261, dx = zcjlp(x) dx

U*
0
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1
|
|
|
1
> Seja:

2

2
321 j dnp 32L( 1
nd4 ) n* mwd*\ 353

1
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1+%)

4 X4

L
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L
_ sz 1 T? 28L 14 T?L 7 TL

U*_ d = = =
26 ) ,(x) "~ 2G3md* 3 Gmd* 48 GI,
0

Desta forma, pelo Principio do Trabalho e Energia:

24Gl,

T¢ 7 T2L 7 TL =<__) _
_ <> ¢_24Glp —> T 77 ¢ = ke

2 48Gl,

2461,

k, = =T (aumento de 243% na rigidez, comparado ao Ex. 1)

Logo:
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3.10-3. Um tubo de aluminio de paredes finas e secao transversal retangular
tem dimensdes (seguindo a linha central) b = 50 mm e h = 20 mm. A
espessura da parede é constante e igualat =3 mm.

a) Determine a tensao de cisalhamento no tubo devida ao torque 7T=90 N.m;
b) Determine o angulo de tor¢cao (em graus) se o comprimento do tubo é L =
0,25m e o mddulo de cisalhamento é G = 26 GPa.

K
o
4
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T ﬁ T T
SOlUgéO: =T(S)t(Ss) = — T = =
f ($)t(s) 24, 2tA,, 2tbh
90000 N.mm
= 15MPa

T X3 x50 x 20mm?

4A% 4(bh)*  2(bh)*t 2 x (50X 20)*x 3

_ _ 4 _ 4
It_gij s 20+ bxh S0+ 20 mm* = 85714mm
0 t(s) t
GI, 26000 x 85714
t= T 50 Nmm = 8914 Nm
_L_ 2 = (0,01 rad = 0,578°
? =1 “gora - V0Lrad =0,
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