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Agenda:

1. Trabalho de deformacao (W) e trabalho complementar (W ™) na
tracao ou compressao de barras;

2. Energia de deformacao (U) e energia complementar (U™);

3. Densidade de energia de deformacao (u) e densidade de energia
complementar (u”);

4. Expressao da energia complementar para barras submetidas a
esforcos de tracao ou compressao;

5. Expressao da energia de deformacao para barras submetidas a
esforcos de tracao ou compressao;

6. Principio do Trabalho e Energia;

7. Exemplos de aplicacao.
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1. Trabalho de deformacao (W) e trabalho complementar (W ™)
na tracao ou compressao de barras

o

FIG. 2-41 Prismatic bar subjected to a
statically applied load
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FIG. 2-42 L.oad-displacement diagram
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Definimos o trabalho de deformacao (W)

realizado pela forca externa P por: P,
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)
W=de5
0

...e 0 trabalho complementar (W™) por:

P
w* =j5dP
0
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No caso particular em que a estrutura possui comportamento elastico-
linear, a relacao entre a forca externa aplicada e o deslocamento de seu
ponto de aplicacao é dada por:

P=ks (> s5==

k

5 5 Py wr
w = [ pas = [ qesyas =& ./
0 0 7 |
ﬁ/ |
|

P PP p2 ﬁ/ W
* - _ — |
= foar= [ (B)ap =2 :
0 0

o)
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Ainda nesse caso (em que a estrutura possui comportamento eldstico-

linear), também ¢é imediato perceber que os dois resultados sao
numericamente iguais:

° ° k52 P=ko ps

W:de(S:j(k(S)d(S:T > w="="
0 0
o
§="=

P o) P P2 k > W*_P_5
% :j(SdP:j(E)dP:Zk >

0 0
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2. Energia de deformacao (U) e energia complementar (U™)

Ao contrario do trabalho complementar e do trabalho de deformacao, que sao
definidos, respectivamente, a partir dos esforcos externos aplicados a
estrutura e dos deslocamentos relacionados aos pontos de aplicacdao destes
esforcos, a energia complementar e a energia de deformacao serao definidas
(como veremos) a partir dos esforcos internos (tensdes normais e cisalhantes)
e das deformacdes (alongamentos e distor¢cdes) associadas. Considerando que
sejam despreziveis as dissipacdes de energia da estrutura (por atrito ou
qualquer outra causa), podemos estabelecer que:

W=U

Ou seja, que o trabalho de deformacao (), associado aos deslocamentos dos
pontos de aplicacao dos esforcos externos, € numericamente igual a energia
de deformacdo (U) associada as deformacodes internas.
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Da mesma forma, também podemos estabelecer que:
W* — U*

Ou seja, que o trabalho complementar (W™), associado aos esforcos
externos, € numericamente igual a energia complementar (U™*) devida
aos esforcos internos (tensdes) existentes na estrutura.

Como veremos adiante, estas duas quantidades de energia serao
determinadas a partir das integracdes (no volume) das densidades de
energia associadas.
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3. Densidade de energia de deformacao (u) e
densidade de energia complementar (u™)

Para introduzir os conceitos de energia de deformacdao e de energia
complementar, consideremos novamente a barra prismatica sob acao da for¢a
axial externa P como indicado na figura. Consideremos dados: P, E,Ae L.

i

FIG. 2-41 Prismatic bar subjected to a
statically applied load
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Devemos notar que este caso € bastante particular, no sentido de termos
um estado de tensdes uniaxiais praticamente uniformes ao longo de toda
a estrutura. Assim, em termos da tensao de engenharia:

P
O'xzz

Tal estado de tensdes leva a um estado de deformacdes longitudinais que
também é praticamente uniforme ao longo de toda a estrutura, de tal
forma que, se denotarmos por 6 o deslocamento do ponto de aplicacao da
forca P (que coincide com a variacdao do comprimento da barra), podemos
confundir o alongamento da barra com o alongamento das fibras dispostas
na mesma direcao do eixo central da barra, ou seja:
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Consideremos, agora, um solido na sua configuracao deformada e um certo
volume AV tomado na vizinhanca de um dado ponto do sélido. Seja AU a
guantidade de energia de deformacdo armazenada nesta regido (desde a
configuracdao de referéncia até a configuracdo deformada). Definimos a
densidade de energia de deformacao (u) como:

_ o AU
Y

De forma analoga, definimos a densidade de energia complementar (u*) como:

e AU
= Ay
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Para o caso particular em que os estados de tensao e de deformacao sao
uniformes (ou seja, ndo variam de ponto para ponto do sdlido), podemos
considerar que estas razées AU/AV e AU*/AV independem do volume
considerado, sendo possivel tomar todo o volume do sdlido para o
calculo das densidades. Em outras palavras, estamos considerando que
as densidades de energia locais sao iguais as densidades médias. Assim:

AU U AU® U”

jr— 1 —_— — * — l —
u AlI}r—I}O AV TV u Alllr—r>10 AV V

Porém, lembrando que:

U=W=]Pd6 e U*=W*=j5dP
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Vira:

FIG. 2-41 Prismatic bar subjected to a

statically applied load
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P
—U—lech *—U*—lchdP
“EY T YISV Ty
0

PME-3211 / Mecanica dos Sélidos Il / Aula #15

No caso em tela, V = AL, logo:

0 0 0
P P Ox
P *—1jadp—j5dp—j d
u—V = LA_ E,A0,
0 0 0
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Considerando a curva tensao x deformacao do material da barra na forma
genérica (nao linear):

Ox

Rq Rq
—
|
|
T\

\ )

Ex

> u:jo‘xdgx (densidade de energia

) de deformacao)
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Para os casos em que o material da barra segue a Lei de Hooke, teremos
(para o caso de estado uniaxial de tensao):

o
o, = E¢, <:> ex=fx

. uzjaxdexszexde,C:Tx
0 0

>

Ex Ex
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O-X EX
2

J4, para estados de tensao mais complexos (mas ainda considerando o
caso de material com comportamento elastico-linear e isétropo), a
expressao das densidades de energia (de deformacdao ou complementar)

ficam dadas por:

*

Também neste caso é imediato verificar que: u=u"=

.  Ox& 0y&y 0;&  TxyVxy  TyzVyz TzxVax
u=u" = + + + +
2 2 2 2 2 2

Considerando que o material seja isotropo, podemos facilmente
determinar a expressao da energia complementar se utilizarmos as
equacoes constitutivas na forma:
1 1
Ey = z (O'x — V(O'y + az)) €y = E(O-y —v(oy + Uz))
1

E, = E (O‘Z — V(O‘x + ay))
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Obtemos, assim, a seguinte expressao para a densidade de energia
complementar:

1
ut = 2F [(Gx)z + (Gy)z + ()% — 2v(0oy0y + 0y0, + ngx)] T

1
+ﬁ [(TXJ/)Z + (TJ/Z)Z + (sz)zl

Procedendo de forma analoga, mas colocando as tensdes em funcao das
deformacdes, ou seja, utilizando as equacdes constitutivas na forma:
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Oy = A(sx +&, + sz) + 2G¢e, Ty = GVxy
o, = Mex + &) + &) + 2Ge, Tyz = GVy,
o, = A(sx +¢&, + sz) + 2Ge, Tox = GVax

...obteremos a seguinte expressao para a densidade de energia de
deformacao:

w= 2 (et ey e) 4607 + (5) + ()7 4

G
+E [(yxy)z + (yyz)z + (sz)z]

Porém as expressdes acima nao sao validas para casos mais gerais (em que
a curva tensao x deformacao do material nao é linear).

07/10/2025 PME-3211 / Mecéanica dos Sdlidos Il / Aula #15

18



Escola Politécnica da Universidade de SGo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

4. Expressao da energia complementar para barras
submetidas a esforcos de tracao ou compressao

Nesta secdao vamos determinar a expressao da energia complementar

para barras submetidas a esforcos de tracao ou compressdao. As

seguintes hipoteses serao admitidas:

O material da barra (em cada segmento analisado) é homogéneo,
isdtropo e possui comportamento elastico-linear;

 Condicoes de linearidade geométrica serao (geralmente) admitidas
na solucdao dos problemas, de tal modo que os esforgos solicitantes
internos podem ser determinados simplesmente pela aplicacao das
equacoes de equilibrio (para estruturas isostaticas) considerando que
a configuracao deformada e de referéncia sao muito proximas;

* O carregamento é aplicado de forma quase-estatica;

* No caso de barras com secOes transversais variaveis, a variacao da
geometria ocorre de forma gradual (baixos angulos de conicidade).
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C

N(X)( ( ) N(x)
4| de

FIG. 2-11 Bar with varying 4 L -
cross-sectional area and
varying axial force (a) (b) (©)

Para os casos em que a densidade de energia complementar varia ao
longo da estrutura, a energia complementar total é obtida pela integracao
da densidade de energia complementar no volume da estrutura:

AU" _ dU” j> M
= - U* = ||| uav
u' = lim —0r = —5 “

V
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No caso em tela, temos apenas tensdes uniaxiais, causadas pelas forgas
normais N = N(x), e dadas por:

_N(@)
~ A(x)

Ox

Logo (vide slide #15) :

Ox Ox

. or _ 1 (N(x))*

Jeon [
W) &SR T Y T o T 2 (Ax))?
0 0

Como a densidade de energia complementar é (de forma aproximada) uma
funcao apenas da coordenada x, teremos:
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L
[ [0 )
4 0 A(x)

(L) _ [(v@)’
U JZE(A(x)) A(x)dx :} U jZEA(x)

0

E, no caso em que a estrutura é formada por varias barras (ou por varios
segmentos de barra), cada qual com um mddulo de elasticidade E;, com
comprimento L; e com uma variagdo de area A; = A;(x;), teremos:

2 Ui = 2 g ZXL()x)l) ax;
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5. Expressao da energia de deformacao para barras
submetidas a esforcos de tracao ou compressao

De forma analoga ao estudo apresentado no item anterior (baseando-
nos nas mesmas hipoéteses), podemos determinar também a expressao
da energia de deformacdao de uma barra de secao variavel submetida a
carregamentos axiais que variam ao longo da barra como abaixo:

C

N Ni N
)(X) (X)( ( 9 (x)
FIG. 2-11 Bar with varying

cross-sectional area and

varying axial force (a) (b) (c)

3
~ _
Y
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Como a densidade de energia de deformacao varia ao longo da estrutura,
a energia de deformacao total deve ser obtida pela integracao da
densidade de energia de deformacao:

MW —> j j j
u= lim-w =" )

Mas, no caso em tela, teremos (vide slide #15):

€x €x 2

Ee;

u=| ode, = | Eede, = ——
0 0

E os alongamentos axiais €, podem ser obtidos a partir da relagao deformacgao-
deslocamento linearizada dada por:
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_au
-~ Ox

Onde, na relagao acima, u = u(x) é o campo de deslocamentos axiais dos
pontos da barra (ndo o confunda com a densidade de energia de deformacao).
Assim, obtemos:

o= o= [ (G5 )

(e =

Ex

07/10/2025 PME-3211 / Mecanica dos Sélidos Il / Aula #15

25



Escola Politécnica da Universidade de SGo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

E, no caso em que a estrutura é formada por varias barras (ou por varios
segmentos de barra), cada qual com um mddulo de elasticidade E;, com
comprimento L; e com uma variagdo de area A; = A;(x;), teremos:

2

n n L
E;A; (x) ou;
U= 2 U; = 2 dx,
. 0x;
i=1 0
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6. Principio do Trabalho e Energia

Como ja comentado anteriormente, se desprezamos as dissipacoes de
energia, podemos considerar que:

W=U e que wWw*=U"

E, se a estrutura possuir comportamento linear (o que significa que o
material deve ter comportamento elastico-linear e que existam
condicOes de linearidade geométrica), entao também teremos:

W=W*"=U*"=U

A igualdade acima pode, assim, ser utilizada para resolver problemas
relativamente simples, como os que veremos a seguir.
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7. Exemplos de aplicacao

DN

lo 1:
Exemplo Dados:
A P, E A,L.
Z P
./ > Pede-se:
|
| — —
. ! §=? k=2
|
. L :
e >
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w* Para estruturas com comportamento
/ linear, vale:
VA P§
/4 W=W*"=—
ﬁ/ 2
- W
-
o
Por outro lado, a energia complementar para este caso fica simplesmente:
L L
- j(N(x))zd j p2 ] p2
= —_—ax = —ax = ——
2EA(x) 2EA 2EA
0 0

07/10/2025 PME-3211 / Mecanica dos Sélidos Il / Aula #15
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Desta forma, pelo Principio do Trabalho e Energia:

P§  P2L
w=w=v=0 < =

2 2EA

PL EA
Logo: 5= G P=(T>5=k5

. k =
Logo: I
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Exemplo 2:
Dados:
2A P,E A,L.
% ~ /A p
'/ ' Pede-se:

| |

I I I

L3 ! 2t/3 ! 0 =7

!< >|< >| k _,
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w* Para estruturas com comportamento
/ linear, vale:
VA PS
7 W=w:=—
ﬁ/ 2
- W

-
o)

Ja a energia complementar para este caso fica dada por:

2L/3 (]V )2 L/3 (]V )2
= 1(X) dx + Z(X) dx

U*
2EA, 2EA,
0

0
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Como: Ni(x) = Ny(x) =P Ai(x) =A A,(x) =24
Teremos:
2L/3 L/3
U*_j P2d+ Pzd_PZL 1 1 _ 5 P?L
~ ] 24% 2EAY T EA\3 T 12) T12EA
0 0

Desta forma, pelo Principio do Trabalho e Energia:

P6 5 P2L 5PL 6EA)
= <:> 0 =—=— <:> P={=-——10=k6
2 12 EA 6 EA (5 L
6 EA -
Logo: k = =T (aumento de 20% na rigidez, comparado ao Ex. 1)
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Exemplo 3:
Dados:
oi ; P P,EL,d.
lametro = ~ v -
Pede-se:
o =7
L k =?
Diametro = 2d
\ '

Z
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Solucao:
P, W* Para estruturas com comportamento
/ linear, vale:
— /| PS
// W=W*"=—
— 2
- W
| -
o)

A energia complementar para este caso fica dada por:

. (N(x))’ P21
u —Ofmdx—zgofA<x>dx

L
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P X
_____ _ d(x)=d(1+z)
d } :
_r , _ md” Xy ?
AG) =7 [0 =——(1+7)
X
L B X
R - n=1+-
eja:
d
(x) dx = Ldn
2d )

WM Logo: f 1 4L fdn 4L( 1)
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sz 1Pl
2E ) 400" T E nd?
0

Desta forma, pelo Principio do Trabalho e Energia:

2
P5=P2 L <:> 5=2£L <:> P:(End )5:]{5

2 E md?

Logo: k =
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