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1. Introducao: Critérios de Resisténcia

Objetivo: o objetivo de um critério de seguranca é verificar se um dado
estado tensional é, ou nao, aceitavel para um determinado material
utilizado na fabricacdo (ou construcao) de uma dada estrutura.

Desta forma, os critérios de resisténcia sao sempre binarios no que tange a
verificacdo de uma possivel falha, devendo dizer se determinado ponto da
estrutura atende, ou ndo, ao critério de resisténcia utilizado.

Verifica-se de plano que um critério de resisténcia esta intrinsecamente
ligado a uma “falha” do material, que deve ser entendida como uma
condicdo nao desejada. Este conceito pode ser, naturalmente, extrapolado
dando origem a outros critérios que poderiam ser empregados para
verificar a adequacao de determinado material nas condi¢cdes de operacao
do componente (exemplo: deformacdes excessivas, variacdo de suas
propriedades fisicas, fadiga do material, nucleacao de trincas, etc.).
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Como o proprio nome sugere, os critérios de resisténcia tém como
ponto central a verificacdao da resisténcia do material. Em geral, um
critério de resisténcia pode sempre ser colocado na forma:

f(T,p) =0

Onde T representa o tensor das tensdes em um dado ponto da
estrutura, e p representa alguma propriedade do material que atesta sua
resisténcia nas condicOes de operacdao do componente (ex: temperatura,
ambiente, etc.). Para materiais com comportamento ductil, a “falha” esta
geralmente associada ao inicio do escoamento no ponto mais solicitado,
e, nesse caso, a propriedade utilizada para atestar a resisténcia do
material € a tensao de inicio de escoamento.
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FIG.1-10 Stress-strain diagram for
a typical structural steel in tension
(not to scale)

30/09/2025 PME-3211 / Mecéanica dos Sélidos Il / Aula #13



Escola Politécnica da Universidade de SGo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

Ja para materiais com comportamento fragil, a “falha” esta associada a
ruptura do material , e a propriedade utilizada para atestar sua resisténcia
pode ser sua tensao de ruptura (ou, de forma mais segura, a tensao limite
de proporcionalidade).

0,

(]

FIG. 1-16 Typical stress-strain diagram
for a brittle material showing the propor-
tional limit (point A) and fracture stress
(point B)
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Para estados de tensao simples (como os estados de tensao uniaxial), a
aplicacao de um critério de resisténcia é, sem duvida, algo que passa
despercebido ja que, nesses casos, basta comparar a tensao no ponto
critico da estrutura com a tensao que leva a falha, como ilustrado abaixo:

B R {pl (P, + Pz)}

A A

A,
W Oqgam = O (por exemplo)
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Assim, a falha (associada ao inicio de escoamento no ponto mais critico)
ocorre quando alcangamos a situacao limite:

Ocr — Ogam = 0

P (PL+P) oy
, —0, =0 : T,p) =

Porém, a analise nao é tao simples quando o estado tensional é mais
complexo, envolvendo varias componentes do tensor das tensdes, como
nos exemplos a seguir:
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2. Componentes esférica (hidrostatica) e antiesférica
(desviante) do tensor das tensoes

{/ ———————— N e \\
—-1 (
Ox Tyx Tzx 1| Om 0 O 1[Sx Syx Szx :
l o,
[T]b — Txy O-y TZy — I O O-m O | +| Sxy Sy Szy :
Ixz Tyz Ogz : 0 0 on : : Sxz  Syz Sz,
N e e e e e / 1 /
Onde: @
(O‘x + 0y + JZ) I4 [T]e,b [T] a,b
Om = ==
3 3 (componente esférica, (componente antiesferica,
ou hidrostatica, do ou desviante, do tensor
tensor das tensdes) das tensdes)
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Como vimos na Aula #05, denominando [T], e [T],, as matrizes do tensor
das tensdes, de um mesmo ponto de um solido, em duas bases ortonormais
distintas, a transformacao de tensao leva a:

[T]p, = [M]*[T], [M]
Logo:
[T1p = IMI*([T]ep + [T p)[M] =
= [M]*[T].p[M] + [M]*[T]4p[M] =

— [T]e,br + [T]a,b/

E imediato observar que a componente esférica (hidrostatica) do tensor das
tensOes é escrita da mesma forma em qualquer base ortonormal (ou seja, tal
componente independe da base). Note:
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[Tlepr = [M]*[T]ep[M] = 0, [M]*[I][M] =
= Jm[M]t[M] = Um[l] = [T]e,b

As tensdes principais da_componente esférica do tensor das tensdes sao
naturalmente todas iguais a g,, e os circulos de Mohr das tensdes desta
componente do tensor das tensdes sao reduzidos a um Unico ponto:

A

T

30/09/2025 PME-3211 / Mecéanica dos Sélidos Il / Aula #13 12



30/09/2025

Escola Politécnica da Universidade de SGo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

Ja a componente antiesférica do tensor fica dada por (conforme definicao):

Sx Syx  Szx Ox — Om Tyx Tzx
[Tlap = |Sxy Sy  Szy|=| Txy Oy — Om Tzy
Sxz  Syz Sz Txz Tyz Oz — Om

E possivel determinar as tens&es principais (s;) da componente antiesférica
do tensor das tensdes (como um tensor qualquer) por meio da relacao:

[T]o{@) =s{@} o  ([T], — s} = {0}

Sy =S Syx Sux 1 (My 0
Sxy Sy TS Szy [y =40
Sxz Syz Sz — 5| (n, 0

Para que haja solucdes diferentes da solucao trivial, devemos ter:
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Sx — S Syx Szx 3 5

det| Sxy Sy — S Szy =0<:> S _]15 _]ZS_]BZO
Sxz Syz Sz —S

Onde:

1 =tr([T]a) =Sx+5y+sz = (O-x_o-m)‘l'(o-y_o-m)‘l'(o-z_o-m) =
=0y +o,+0d,—30, =0

. H Sx  Szx

SX Z SZ

Jo=—

Syz Sz Sxy Sy

= —5xSy — S5, — S;Sx + Sfy, + S5, + Six

Jz = det([T],)
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E possivel demonstrar que o invariante /, também pode ser expresso nas
seguintes formas alternativas:

1 2 2
], = < [(Ux — ay) + (ay —a,) + (0, — ax)2] + 15, + 15, + T2

1
J2 = 5 [(01 — 02)° + (0, — 03)° + (01 — 03)°]

1 2
]2=§I1 — I,
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Relacdo entre as tensdes principais de [T] e de [T],:

Como:

[T]p = [Tlep + [Tlap

Entdo, na base formada pelas direcdes principais de tensao:

03
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g, 0 0]
0 o, O
0 0 o3
>I:I
| I—
01

-
0

0 O]
om O
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 Im

5,
+10
0

0
S2
0

Om D
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Finalmente, é possivel também verificar que:

1.

30/09/2025

Em um meio isdtropo, a componente esférica do tensor das tensdes em
um dado ponto é a responsavel pela mudanca de volume na vizinhanca
do ponto, sem alterar sua forma (ja que a parte esférica ndao provoca
distor¢Oes neste caso);

Em um meio isétropo, a componente antiesférica do tensor das tensoes
em um dado ponto é responsavel pela mudanca de forma, sem provocar
alteracao do volume na vizinhancga do ponto.
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3. Espaco das tensdes principais

Como o estado de tensdes em um dado ponto do sdlido fica totalmente
caracterizado se conhecermos as componentes do tensor das tensdes
em uma base qualquer, fica mais simples analisarmos os critérios de
resisténcia na base formada pelas direcdes principais de tensao, na qual
o tensor das tensdes assume a forma:

o, 0 0
[Tl,={0 oy 0
0 0 g,

Sendo:

b= (&, ey, é,) a base formada pelas dire¢des principais de tens3o.
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Critério de resisténcia:  f(T,p) =0 <:> f(ax, 0Oy, Oy, p) =0

O-Z
Superficie de resisténcia
<: no espaco das tensdes
principais.
Oy
O-X

f(Ux; Oy, O-le) <0 (ponto estd seguro!)

f(ax, 0y, Oy, p) =0 (limite de resisténcia foi alcancado!)

f(ax, 0y, O'Z,p) >0 (ponto falhou!)
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Eixo hidrostatico: eixo formado pelos
pontos do espaco das tensdes principais
para os quais temos:

Ox = 0y = 0; = Opy

Plano anti-esférico: é o plano ortogonal ao eixo hidrostatico. E possivel
demonstrar que a distancia de um ponto de coordenadas (o, Oy, 0,), no

espacgo das tensdes principais, até o eixo hidrostatico é dada por ./2/.
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4. Critério da maxima tensao de cisalhamento

e Critério proposto por H. Tresca em 1868 (para prever a falha em metais);
* Fornece bons resultados para materiais com comportamento ductil;

* Segundo esse critério, a falha é devida ao fato de a maxima tensao de
cisalhamento no ponto atingir um determinado valor limite (que pode
ser obtido com um simples ensaio, como o ensaio de engenharia).

Como a maxima tensao de cisalhamento em um ponto é dada por:

01 — 03
Tmax = 5

Entao, o critério da maxima tensao de cisalhamento estabelece que a falha
ocorre quando:

£(T,p) = (M) _ (M) 0

2 p.CcT. 2 ensaio
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Considerando o estado de tensao em um ponto de um corpo-de-prova em
um ensaio de engenharia:

x p x Ox A “falha” ocorre quando:

0, = Op

E, sendo as tensoes

principais (no ensaio):
[ Oy
01 = O, 0, =03 =0
Teremos:
(0-1 - 0-3) O-e
P 2 ensaio 2
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Logo: f(T,p) = (M) — (&) =0

a1

“on Mises
Yield Surfacs

No espaco das tensbes principais, a
superficie de resisténcia associada ao
critério de Tresca é um prisma reto
cujo eixo é o eixo hidrostatico e cuja
secdo é um hexdgono regular.

Trosca
Yield Surface

o3

T -Il-,pj_ang
(Deviatoric Plans)
JF1t+ar+az =10
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E possivel mostrar que o traco desta superficie de resisténcia em um dos planos
coordenados (ou seja, para o caso em que uma das tensdes principais é nula) leva a
um hexagono inscrito na elipse da figura abaixo a esquerda (vide linha pontilhada):

L]

a1

Von Mises &
Yield Surface 2
L

&
o Hydrostalic
X M
..'.._ tj‘ = r-'._._.-.--.m

Tresca
Yield Surface

i

03

e r-plans
{Deviatoric Plans)
vI'J"| M -l".|"'_|a- T g = “
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Demonstracao:

Denotando as trés tensdes principais por gy, oy e g, e considerando que uma delas

(digamos o,) é obrigatoriamente nula, temos, pelo Principio Fundamental da Contagem,
seis possibilidades para ordenar a terna formada pelas trés tensdes principais:

Oy Op
(O-x' O-y; Jz) = (O-x' Oy, 0) — Tmax = 7 — 7 (1)

o, — O 0}
(O'x; 0, O'y) = (O'x; 0, O'y) — 5 Tmax = - 5 Y = 26 (2)
/ (O-y’ O-XIO-Z) = (O-J/’O-x’ 0) — Tmax =%=% (3)
(01,05,05) Z— o, — 0y ©
i (03,020 0x) = (09,0.00) —= g5 === (a)
\ (O-Z’ O-x’O-Y) - (0’ Ox Gy) —  Tmax = _% = % (5)
o 0}
(O-Zi O-yi O-x) = (0' O-y' O-X) —> Thmax = _7)6 = ?e (6)
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Oy
Op (3)
(4) (1)
—0p¢ O¢ ;-x
(6) (2)
(5)
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Observacao: Note que, sendo um critério baseado na maxima tensdao de
cisalhamento (ou seja, no raio do maior circulo de Mohr das tensdes para o
ponto em analise), o critério de Tresca nao depende da componente hidrostatica
do tensor das tensdes:
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