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Agenda:

1. Circulos de Mohr das deformacoes;

2. Transformacao de deformacao;

3. Componentes esférica e antiesférica do tensor das deformacdes;
4. Tensor das deformacoes em outros sistemas de coordenadas;

5. Equacgoes constitutivas e a Lei de Hooke generalizada;

6. Problemas envolvendo extensometros.
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1. Circulos de Mohr das deformacoes

Consideremos o tensor das deformacdes (na vizinhanca) de um ponto P
de um dado sdlido escrito na base formada pelas direcdes principais de
deformacao. Sem perda de generalidade, consideremos ainda que:

e, 0 0] [e O O]
Assim: [E]l, =10 & O0f=]0 ¢ O
0 0 & |0 0 &

b = (ﬁl; ﬁZ)ﬁS) = (é)X’ é)y’ é)z)
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Considerando uma fibra genérica que passa pelo ponto P e cujo versor tangente
tenha a direc3o dada pelo versor 1 = (nx,ny,nz)b, sao validas as relagoes:

ng +n;+nz; =1

& 0 071y Eq Ny
{e}=[E{n} =0 & 0]{nyr = &ny
0 0 e&l\ng €31,

e ={€}-{n} = gng + &;n3 + e3n;

2
(e} {e) =¢efni +e5nj +esn; =2 + VZ
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Assim, na forma matricial escrevemos:

"1 1 17 2 (1 )

nx
€
€& & &3 njz, y2
2 o2 .2 2
&1 & &3] \n? Ke + vy

Admitindo, a principio, que os trés alongamentos principais sao diferentes entre si e
resolvendo o sistema linear dado acima nas “incognitas” nz, njz, e nZ, encontramos:

,_ (= e)e—e) + 2/4)

T (e — &) (&g — &3)
(e —e)(e—e3) + (y2/4)
ny =

(g2 — &1)(&ex — &3)

2 _ (e —e)(e— &)+ (¥?/4)
(63 — &1)(e3 — &3)
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Lembrando que, por convengao, temos &; = &, = &3 e que, por hipodtese,

&1 * &, ¥ &3, Vira:

2 _ (8—82)(8—83)+(V2/4)20 o (e—e)(e—e) + (2/4) > 0

T (61 — &2)(&1 — €3)

(e—e)(e—e3) + (r2/4)
ns = G — (e —20) >0 © (e—g)(e—g)+@?/4)<0
nz = (e —e)(e— &) + (/4 >0 © (e—g)le—g)+w?/4)=0

(63 — &1)(&3 — &3)
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No espaco definido pelas componentes (g,¥/2) do vetor deformacdo
associado ao ponto P, para cada direcdo 1 tomada, as inequacdes dadas
representam geometricamente a seguinte regiao hachurada:

Pares associados a fibras
ortogonais a direcao principal
n, (paralelas ao plano xz, ou
seja, com n,, = 0).

N

Pares associados a

fibras ortogonais a

direcdo principal 114
(paralelas ao plano
yz, OU seja, com

n, = 0).

Pares associados a fibras
ortogonais a dire¢ao principal
73 (paralelas ao plano xy, ou
seja, comn, = 0).
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Do exposto podemos concluir que:

1) Nenhum alongamento é superior ao alongamento principal £; em valor
algébrico;

2) Nenhum alongamento é inferior ao alongamento principal €3 em valor
algébrico;

3) A maior distorcao entre duas fibras que passam pelo ponto vale:
Ymax — €1 — €3

4) Tal distorcao ocorre entre fibras que sdao ortogonais a direcdo principal
1, (ou seja, s3o paralelas ao plano xz) e que formam 45° entre as
dire¢des principais 11; e 73;

5) Para uma fibra genérica (que nao seja ortogonal a nenhuma direcao
principal de deformacdo) as componentes € e y/2 do vetor deformacdo
associado estao dentro da regiao hachurada compreendida pelas trés
circunferéncias.
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2. Transformacao de deformacao

Sejam [E], e |E],, as matrizes do tensor das deformagdes de um mesmo
ponto de um solido, porém escritas em bases diferentes. Como foi
demonstrado anteriormente para o caso de transformacao de tensao (vide
aula #05, item 3), é possivel mostrar que:

[E]p = [M]'[E]p[M]

onde:

[M] = matriz de mudanca de base (da base b para a base b’).
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tensor das deformacoes

Seja [E], o tensor das pequenas deformagdes em um determinado ponto de

um corpo, dado pelas suas componentes em uma base b qualquer:

[E] =

Vyx  Vzx]
gx
. 2 2
LI+ Yy Yy
2 2 Y 2
)4 )4
e,

Por defini¢cdo, a componente esférica do tensor [E]; é o tensor dado por:

[E]e,b -

23/09/2025

0O O
Em O
0 &,
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A componente antiesférica do tensor [E], é a que resta quando subtraimos
do tensor [E], sua componente esférica:

P Yyx Vox ]
X m 2 2
Vxy Vzy
[E]a,b — 2N €y —€m o
Vxz Vyz
B )

E imediato observar que a componente esférica (hidrostatica) do tensor das
deformacdes é escrita da mesma forma em qualquer base ortonormal (ou
seja, tal componente independe da base). Note:

[Elp = [MI*([E]cp + [Elgp)[M] =
= [M]t[E]e,b[M] + [M]t[E]a,b[M] = [E]e,bl + [E]a,bl
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[Elepr = [MI*[Elep [M] = en[M]*[1][M] =

Desta forma, € a componente antiesférica do tensor das deformacdes a
responsavel pela diferenca (se houver) entre os valores dos alongamentos
principais.
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Notas:

1. Em um meio isétropo, a componente esférica do tensor das deformacdes (na
vizinhanca) de um dado ponto é a responsavel pela mudanca de volume na
vizinhanca do ponto, sem alterar sua forma (ja que a parte esférica nao
provoca distorcdes);

2. Em um meio isétropo, a componente antiesférica do tensor das deformacdes
(na vizinhanca) de um dado ponto é responsavel pela mudanca de forma,
sem provocar alteracao do volume na vizinhanc¢a do ponto;

3. A componente esférica do tensor das deformacdes independe da base ja que
o alongamento médio ¢,, esta associado ao invariante K; do tensor das
deformacdes;

4. Naturalmente, a componente antiesférica do tensor das deformacdes
dependera da base, a ndao ser que tal componente seja identicamente nula.
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4. Tensor das deformacdes em outros

sistemas de coordenadas

Em coordenadas cilindricas:
Z

23/09/2025
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O tensor das deformacdes (em condi¢des de L.G.) fica dado por:

c Yro  Vrz
. r 2 2
~ [L] + [L] Yre Yoz
[E] = = |22 g, 2
2 2 2
Yrz Yoz c
| 2 2 z |
Onde:
T or o v T r 96
_Odug  10u, wug _ du, + du,
o= Y0 T 2= %2 " or
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Em coordenadas esféricas:

23/09/2025

-

y

X = rsengcost

y = rsengpsenf

Z =T1CoSP
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i YVro Vv
T 72
L]+ [L]*
(g] = ALY e e, 20
2 2 2
Yre y(pQ c
| 2 2 9
Onde:
ou, . zlauq) LU
&r =75,  rop r
1 dupg uy U,
= + tge +—
= seng 00 p O
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E as distorcdes sao dadas por:

_1ou, uy Oduy

== +
Yo =75 do r  Or
1 Jdu, ug Oduyg
Yre = - +
r.senp 00 1 ar
1 du 1 aug Ug
Yoo L + — — cotgq

T seng 00 1T dp T
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5. Equacoes constitutivas e a Lei de Hooke generalizada

Equacoes
constitutivas
do material

Estado de
deformacdes
(na vizinhanca)
de um ponto
do sdlido

Estado de
tensdes em
um ponto
do sdlido
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As equacdes constitutivas mais simples sao as que estabelecem relacdes
lineares entre as componentes de deformacdo e as componentes de
tensdao. No caso mais geral, estas relagdes lineares sao dadas por:

Ex = A110x + A120) + A130, + A14Tyy + A15Ty; + A16T 2k
€y = Ap10x + A0y + Ap30, + ApyTyy + ApsTy; + AzeTyy
€, = A310x + A320) + A330, + A34Tyy + AzsTy; + Az6T4
Yy = A410x + Agp0y + Ay30, + AgaTyy + AusTy, + AseTsy
Yyz = As510x + As30y + A530, + A5y Tyy + AssTy; + AseTsy

Yox = A610x + A620y + A630; + AcaTxy + ApsTy; + AeeTsx
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Na forma matricial:

r €x A1 A1z Az A Ars Age] ( Ox

€y Az Azy Az Azs Azs Ays Oy
< €z , A3y Azp, Azz Azy Aszs Aszg ) 0 \
Yxy A41 A42 A43 A44 A45 A46 Txy

Yyz As1 Asy Asz Asy Ass Ase| | Tz
“Vzx ) As1 Az Aes Aes Ags Agel “Tzx/

A matriz [A] traz um total de 36 constantes eldsticas, mas para materiais com
comportamento elastico a matriz [4] é simétrica (A;; = Aj;), oque reduz o
total de constantes elasticas para 21 (caso mais geral de anisotropia).
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Contudo, quando o material possui planos de simetria elastica, ha uma
reducao ainda maior no numero de constantes elasticas a serem
determinadas, como nos casos a seguir:

Materiais ortotropos:

Os materiais ortdtropos possuem trés planos de simetria elastica, os
quais sao perpendiculares entre si. Considerando que estes planos de
simetria elastica sejam os planos xy, yz e zx, as equagdes constitutivas
ficam simplificadas para:

23/09/2025 PME-3211 / Mecéanica dos Sdlidos Il / Aula #11
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r Ex ) _All A12 A13 0 0 0 r Oy
e, | |4z Az Az 0 0 0 |]|o,
) €z , A31 Azx Azz 0 0 0 ] %2\
Vay 0 0 0 A 0 0 |
Vyz 0 0 0 0 A« 0 |]|%yz
\Yzx/ 0 0 0 0 0 Agel \Tzx/

Neste caso, sdo necessarias 9 constantes elasticas independentes para
caracterizar o comportamento do material.
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Utilizando a nomenclatura classica, e considerando que os eixos X, y e z

referem-se as dire¢cdes 1, 2 e 3 (respectivamente), as equacdes constitutivas
para materiais ortotropos ficam:

T

c __|_01 V21 V310 ylzzGﬁ
1= T —F 02— 03

E, E, E, 12

e — V120 03 V320 y _ 123

2= T 7 01 T — - 03 23 =

E4 E, Ej G23

&3 = V13a V230 +03 )’31=—T31
=7 01— 02T~

3 E, E, E, G31

Constantes elasticas independentes:

Ei, E; E3,Gy3,Gz3,G31,V12, V13, V23.
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Materiais transversalmente isotropos:

Neste caso, todo plano ortogonal a uma dada direcao (que define uma
direcao principal de elasticidade) € um plano de simetria el3stica.
Considerando que o eixo z seja o que define esta direcao principal, as
equacoes constitutivas ficam simplificadas na forma:

( Ex A1y Az 0 0 0 (Ox
& | |Az1 A A 0 0 0 ||o,
&, | _|A31 Azp Az 0 0 0 g,

Vo (=]0 o o 4., 0 0 [Nl
Vyz 0 0 0 0 A 0 ||%yz

\Yzx/ 0 0 0 0 0 Age \Tzx/

Sendo: All — Azz, A13 = A23, A55 — A66 eA44 — f(A11;A12)

Neste caso, sdo necessdrias apenas 5 constantes eldsticas independentes
para caracterizar o comportamento do material.
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Utilizando a nomenclatura classica, e considerando que os eixos X, y e z
referem-se as dire¢cdes 1, 2 e 3 (respectivamente), as equacdes constitutivas

para materiais transversalmente isétropos (sendo o plano de isotropia o
plano yz = 23) ficam:

T

c __|_01 V21G V310 V12=G—12
1= T ——F 02— 03

E, E, E, 12

V12 02 V32 123

&y =——01 +———03 V23 =+

E, E, E, G23

E3 = V13a V230 +03 )’31=—T31
=~ 01— 02T~

3 E, E, E, G31

Sendo: E2 — E3, GlZ = G31, Vi2 = V13 € GZ3 — EZ/(Z(l + V23))
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Materiais isdtropos:

Neste caso, todo plano é um plano de simetria elastica do material e
equacoes constitutivas ficam simplificadas na forma:

&y [Ar Az Az 000 (Ox
£, Ayy Ay Az 0 0 0 ||g
&, | _|A31 A43; Az 0 0 0 g,

Vo (=l0o o0 o 4, 0 0 [Vl
yyz 0 0 0 0 A55 0 TJ/Z

\Yzx/ 0 0 0 0 0 Age. \Tzx/

Sendo: Ay = Ayy = Azs, Ay = A3 = Ay3, 444 = Ags = Agg €
Ayy = f(A11»A12)

Neste caso, sdo necessdrias apenas 2 constantes eldsticas independentes
para caracterizar o comportamento do material.
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Utilizando a nomenclatura classica, as equacdes constitutivas para materiais
isotropos ficam:

1 \Y \Y Txy
€x=+EO-x_EO-y_EO-z Yxy = G
V 1 V T

— __ 4 y

Ey = E0x+EJy 0z Vyzz_GZ

\Y \Y 1 Tzx
€Z=—EO'x—EO'y+EO'Z Vzx = G

Sendo: G = E/(2(1 +V))

23/09/2025 PME-3211 / Mecanica dos Sélidos Il / Aula #11



Escola Politécnica da Universidade de SGo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

Ou alternativamente:

or = Mey + &, + ;) + 2Ge, Ty = GVxy
gy = A(ex +é&, + ez) + 2Ge,, Ty, = GYy;
o, = A(ex + &, + ez) + 2Ge, Toe = GV
Send G=—" A vk
endao.: e — =
2(1+v) (1+v)(1-2v)

23/09/2025 PME-3211 / Mecanica dos Sélidos Il / Aula #11
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Também é possivel mostrar que, para materiais isdtropos, a componente
esférica (hidrostatica) do tensor das tensdes é diretamente proporcional a
componente esférica (hidrostatica) do tensor das deformacdes, e que a
componente antiesférica (desviante) do tensor das tensdes também é
diretamente proporcional a componente antiesférica (desviante) do tensor
das deformacdes, valendo:

|IT]., = 3KI|E], [T]a,b — ZG[E]a,b
Sendo: E
K = 3= 2v) (mddulo de compressibilidade do material)
E , : :
G =—— (mddulo de cisalhamento do material)
2(1+v)
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6. Problemas envolvendo extensometros

Os extensdmetros (strain gauges) sao dispositivos utilizados para a medicao
de deformacdes na superficie de estruturas. Cada extensdOmetro fornece
uma unica deformacao medida segundo sua direcao longitudinal.

(a) 45° strain gages three-element rosette
(b) Three-element strain-gage rosettes

prewired

FIG.7-36 Three electrical-resistance
strain gages arranged as a 45° strain
rosette (magnified view).
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Fig. 1. Exemplos de aplicagao de extensémetros na industria mecanica [4, 5].
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Considerando que o plano em que o extensometro é colado é o plano xy,
observamos que as tensdes que atuam na superficie (ou seja, no plano de
normal €,) devem ser nulas em grande parte dos casos. Desta forma,
podemos afirmar que g, =0, 7,, = 0 e 7,, = 0. Caso o material tenha
comportamento elastico linear e seja isdtropo, seguem, das equacoes
constitutivas, as seguintes relacdes:

A
o, =Mey +&,+6,)+26e, =0 < EZ:_(A+ZG)(€x+€y)
Ty =Gy =0 < Yzy =0

Tox = GVzx =0 <:> Vzx = 0
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Além disso, sendo g, = 0, vira :

_1 Y, 1-)
1 \Y
Ey =EO'y—EO'x

Vv

E: gzz_E(Jx‘H’y):_

Desta forma, o tensor das pequenas deformacdes fica escrito como:
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€ VYay/2 0] y
[E]b = ny/Z Ey 0 Sendo: €&z = — v (&, + gy)
- 0 0 €z

Assim, determinando os alongamentos &, e ¢,, e a distor¢ao yy,,, € possivel
determinar completamente o tensor das pequenas deformacdes na
vizinhanc¢a do ponto. Considerando que um extensémetro seja colado sobre
a superficie de um sdlido de tal forma que o angulo de sua grade com o eixo

X seja O (vide figura) e que a leitura do extensdmetro seja €¢ (conhecida),
teremos:

n = (cosO,send,0),

gg = {n}'[E]{7}

y

>

X
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_ ] ( Vxy )
Ex ny/z 0 (coso £xC0S0 + 7 send
= = 2 O = <
{€}p ij(;/ 88/ ) 56519 VxTy cost + e,senb >
- “ X 0 J

gg = (M} [EN{n} = e,c05°0 + €,5en*0 + Yy, senbcosh

Se forem fornecidas as leituras obtidas por trés extensometros A, B e C, colados
na vizinhanga de um mesmo ponto, com dire¢des 8,, 8 e 8, conhecidas,
podemos obter, a partir da equagao acima, um sistema linear nas incégnitas ¢,,
€ € Yy, que, uma vez resolvido, nos permite determinar o tensor das
deformacdes no ponto, bem como os alongamentos principais. Tendo o material
comportamento elastico linear e sendo isétropo, a determinacao do tensor das
tensdes e das tensdes principais no ponto também sera imediata.
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