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Agenda:
1. Calculo do alongamento em uma direcao qualquer;
2. O tensor das deformacdes em coordenadas cartesianas;
3. Calculo da distorcao entre duas direcdes quaisquer;
4. Simetria do tensor das deformacoes;
5. Vetor deformacao e suas componentes;

6. Alongamentos principais e direcoes principais de deformacao.
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Denominamos:

Ju Jdu Ju]
dx Jdy 0z
dv dv Jv
[L] = (Tensor Gradiente dos Deslocamentos)
dx dy 0z
dw Jdw Jw
 dx dy 0z.
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{60 — 8p} = [LI{7}dL,

Entao:

{di} = {6, — 8p} + {dl,.} = [LI{#}dL, + {7i}dL,

{al} = (LG}l + (1R}l = ([L] + 1D}l

A2 = (dl )2 _ (@)} _ @ + Dt + UG

dl. dL)? (dl,.)?

[ 2
i (L)

A* = {my([L]" + [ID (L] + DA

A* = {m}([L] + [L]* + [L][L] + [1]){n}
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A* = {m} ([L] + [L]" + [L]*[L] + [TD{n}

A* = {m} (L] + [L]° + [LIF[LD{7} + {n} [1]{n}

26 = 2% — 1 = {m}*([L] + [L]* + [LI*[LD{7}

t t
. = % 02 — 1) = )t ([L] +[L] 2+ L] [L]> 0
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2. O tensor das deformacdes em coordenadas
cartesianas

Denominamos: [E] = L] + [L]t;' [L]*[L] (tensor das deformagdes de Green)

Assim, o alongamento quadratico (ou de Green) de uma fibra que passa por um
dado ponto P do sélido segundo uma direcdo dada pelo versor 7 fica dado por:

1
&g =5 = 1) = W} [El)

...0 que demonstra o que foi discutido na aula anterior, ou seja, € = (P, n).
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Em condi¢cOes de nao linearidade geométrica, vale:

[£] .

_ L]+ [L)" + [L]F[L]

EXX

Xy
Exz

€yx €Ezx
€yy €zy
€yz €zz

...estando as componentes ¢€;; relacionadas com as expressdes (ndo lineares)
dos alongamentos e das distor¢cdes estudadas na aula #09.

Em condicOes de linearidade geométrica, as parcelas nao lineares decorrentes
do produto [L]*[L] podem ser desprezadas, de forma que o tensor das
deformacdes de Green assume uma forma mais simples dada por:

CIIHILE
=

[E]

I . Yyx  VzxT
x 2 2
Vo Yoy
2 Y 2
Vxz Vyz .,

L D 2 4
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Onde
Ju dv ow
Ex = a Ey = @ E, = E
_au dv _av+aw _au+aw
Vay = dy Ox Yvz =%, dy Yax =5, " ox

Do exposto, vemos que, se conhecermos as componentes do tensor das
deformacdes de um dado ponto do sélido, podemos determinar o
alongamento de qualquer fibra que passa por esse ponto, segundo
qualquer direcdo definida pelo versor 71, por meio da express3o:

gq = {A}'[E|{n}
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0 = g —y :> cos(8) = cos (g — y) = sen(y)

17/09/2025 PME-3211 / Mecanica dos Sélidos Il / Aula #10

13



Escola Politécnica da Universidade de SGo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

N'— P’ M — P’
veny) = cos® =\ —pi )\ i

IN" = P'|| ,
An = o |[IN'=P'|| = A dly, . Sendo: dl,, =|I[N —=P||
N — P|| »
M — P
Ay = M P”” o |IM' = P'|| = Apdly,, Sendo: dly, =|M—P|

(N=P)=(N'"=N)+(N—P)—(P' = P) = b6y +dl,, — 6

M' —P) =M —M)+ (M —P)—(P' —P) = &y + dlpy, — 6
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(N' = P") = &y — &p + dly, = [LIAYdL, . + [1{}dL, , = ([L] + [I]){7}dL,,,

(M’ — P") = 8y — 8p + dlp . = [LUiM}dly o + [[1{M}dln, = ([L] + D {M}dn,

_( N'—P ) ( M'— P’ )_{ﬁ}t([L] + UDY(L] + [ID{m}
cos(0) = :

= .dl, ..dl
N —P11) M =P Adlyy Aopdly nir Al
GIALIEL] + L] + [L]E + [}
A A

cos(0) =

{m} ([LI°[L] + [L] + [L]"){m} N {n}*[1]{m}

cos(6) = Ay Ao .
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{m} ([L1°[L] + [L] + [L]9){m}

cos(0) = W
n-*Ym

L]+ [L]t + [L]*[L
o [E]=[] []2 [L]*[L]

{3 [El{m}
Ay A

Resulta: sen(y) = cos(f) = 2

Em condicdes de Linearidade Geométrica, a expressao fica simplificada na forma:

y = 2{n}*[E]{m}
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Do exposto, concluimos que, se conhecermos as componentes do tensor
das deformacdes de um dado ponto do sodlido, podemos determinar
também a distorcao entre quaisquer pares de fibras que passam por esse
ponto e cujos versores tangentes (calculados no ponto em questdo) sao
dados por 1 e m (com 1 e m ortogonais entre si) por meio das
expressoes:

Mt E —>
sen(y) = 2 t 1Elom (em condicdes de ndo L.G.)
Ay Ay,
ou
y = 2{n}t[E]{m} (em condicbes de L.G.)
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4. Simetria do tensor das deformacoes

Sendo o tensor das deformacdes de Green dado por:

[L]+ [L]* + [L]*[L]

[£] = .

E imediato verificar que:

B = ([L] +[L]* + [L]t[L]>t [L]" + [L] + [L]*[L]

2 - 2 = LE]

Ou seja, €;; = €j;.
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5. Vetor deformacao e suas componentes

Definimos o vetor deformacao associado a um dado ponto P do sdlido e

a uma dada direcao (vetor unitario tangente a uma fibra que passa pelo
ponto) como o vetor dado por:

(& = [El, {7}, b=(é¢,¢&,)

\=!

Q!
N

g
mJ

7(P)

g A
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Vemos que é possivel decompor o vetor deformacao em duas componentes
vetoriais: uma sendo sua projecdo segundo o versor dado pela direcdo 71 e
outra sendo sua projecdo no plano que é ortogonal a 7:

Q!
N

ol
M
ol

17/09/2025

€ = an + bt

- | , // €
#(P) S
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Para obtermos o escalar a, basta fazermos o produto escalar entre € e 7:
€-n=(al+bt)-Mi=a
{e}p = [Elp{n}y

gq = {n}'[E]{n}

=

Mas, lembrando que:

Concluimos que: g = €71 = (i} [E]{71} = ¢,

Ou seja, o escalar a possui um significado fisico claro: trata-se do
alongamento quadratico associado ao ponto P e a direcao do versor
tangente a fibra (dada pelo versor 7).
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Para obtermos o escalar b, procedemos de forma analoga, fazendo o produto
escalarentre € e t:

t=(ai+bt)-t=b

(&) = [E],(T),

B EI
A

Mas, lembrando que:

sen(y) =

=

A Asen(y)
2

Concluimosque: b =¢€-t = {E}t[E]{T_i} =

Ou seja, o escalar b também possui um significado fisico claro, estando
diretamente ligado a distorcdo entre as direcdes 1 e t.
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Uma vez encontrados os escalares a e b, podemos rescrever o vetor deformacao
na forma:

ezeqn+
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Para determinarmos a distor¢ao y; entre as fibras que passam pelo

. ~ e . ~ . . ~
ponto P tendo uma a direcdo do versor n (direcao fixa) e outra a direcao
de um versor qualquer t; (porém ortogonal a 7 na configuracdo de
referéncia), utilizamos a relacao ja vista:

Mas:

Logo:

17/09/2025

{t1} 1{n}
A e,

e
E)(#} = (&} = &, (/) +( Se”(y)){ f)

2 A
sen(ys) = y— &) <€q{ﬁ}+< tSQn(y))( }>

>\l (> 7\1:
sen(y,) = Zsen(y){tl} {t} = Zsen(y)cos(e)

sen(y;) = 2
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Em condicdes de linearidade geométrica, podemos considerar as aproximacoes

sen(y,) =y, sen(y) =y — =1

Resultando: Y1 = ycos(6)

Concluimos, portanto, que a distor¢cao ¥ é a maxima distorcao possivel

. . ~ b . . ~
gue pode haver entre a fibra de direcao n e todas as demais fibras que sao
ortogonais a ela na configuracao de referéncia (pelo menos, em condicdes
de linearidade geométrica). A direcao t, que fornece essa maxima
distorcdo com a direcdo 7, é facilmente encontrada pela projecdo do vetor
deformacdo no plano ortogonal a 7.

17/09/2025 PME-3211 / Mecéanica dos Sdlidos Il / Aula #10

25



Escola Politécnica da Universidade de SGo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

6. Alongamentos principais e direcoes
principais de deformacao

Dizemos que uma dada direcdo definida por um versor 1 é uma direcdo
principal de deformacdo se, e somente se:

{€} = [El{n} = e{n}

Em outras palavras, o vetor deformacao associado a tal direcao possui apenas a
componente referente ao alongamento da fibra que, na configuracao de
referéncia, tem a direcdo 7. Portanto, tal fibra permanece, na configuracio
deformada, ortogonal a todas as fibras que eram ortogonais a direcdo 7
originalmente.

Nesse caso, dizemos que o alongamento & associado a direcdo 77 é um
alongamento principal.
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Determinagdo dos alongamentos principais e das
direcoes principais de deformacdo:

Considerando que uma dada direcio dada pelo versor 71 é uma direc3o principal
de deformacao, temos:

(&) = [E){it} = e(i)

([E] - e[} = {0)
Ex T E ]/yx/z yzx/z- N, 0
]/xy/z €&y —¢& yzy/2 ny: =40
_yxz/2 yyz/2 E; — & n, 0

Para que existam solucdes diferentes da solucao trivial, devemos impor que:

-gx — ¢ yyx/z yzx/z-
det yxy/z Sy — & ]/Zy/Z = O
_yxz/2 yyz/2 €z — &)
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83_K1€2+K2€_K3:O

Ki=tr(E) =& t+¢& t+¢

E  Vyx/2
yxy/ 2 gy

€ Yay/2
yyz/ 2 €z

Ex  Vax/2
)/xZ/Z SZ

KZZ +

|+

1
= Ex&y T EyE, T E5Ex — Z (%?y + ngz + yzzx)

K3 — det(E)

S ——

K, K,, K ‘ Invariantes de deformacao.
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As trés raizes do polinOmio caracteristico serdo sempre reais e seus valores

fornecem as deformacdes (ou alongamentos) principais atuantes nos planos
principais.

Nota¢ao e Convencgao:
&1 = &y = &3,

Ou seja, &; sera sempre o maior _alongamento em valor algébrico e &3 sera
sempre o menor alongamento em valor algébrico.

Para cada raiz ¢ = &; encontrada, deve-se determinar a dire¢do principal = n;
correspondente usando:

Ex — & yyx/z yzx/2 ] Ny i 0
yxy/z Ey — & ]/Zy/Z le,l- =10
i yxz/2 yyz/z & — & U 0
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