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Agenda

1. Transformacao de tensao para o caso de estado plano de tensoes;

2. Convencao de sinais para a construcao grafica do circulo de Mohr
das tensoes (caso de estado plano de tensoes);

3. Método grafico para a construcao dos circulos de Mohr (caso de
estado plano de tensoes);

4. Exemplo.
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1. Transformacao de tensao para o caso
de estado plano de tensoes

0. Oy
1 Lyx 7\ Ty
Ay Txy O-xl
/
T
y X o, ' | Ty x1yr
-
g 0, Oxr
X O-y/
Oy Tyx . Oxr Tyrxr
Dado: IT], [Txy Uy] Obter: |T]p = [Tx/y/ Jy,]
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12 Modo: Aplicando a férmula geral vista na aula anterior:  [T],r = [M]*[T],[M]

Nesse caso, basta determinarmos a matriz de mudanca de base [M]:

, y Y e,, = cosf.e, + senb.e
y X X y
xl
5 éy, = —senf.é, + cosh.é,
X
cos@ —senbf cosf@ sen0
M| = Mt =
[M] [SenH cos6 [M]

—senB cos6@

Note que: det|[M] =1 [M]~! = [M]*
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Assim: [T]b’ — [M]t[T]b[M]

. [ cos6 SenH] [ Txy] [COSH —senb
b —senf cosOl [Txy "lsen6®  cosO

- cos® sen@1 |0xcosO + 1yysenl  —a,senb + Ty,,cos0
[ ]b’ B Lsene 0059]' Txycose + aysene —TxysenH + aycose

—

Oxr = 0,C05°0 + 0y,5en*6 + 27,,,senfcosb
0y, = 0ysen®0 + g,c0s°0 — 21,,,senfcosb

Tyryr = Ty = —(0y — 0y )senBcos + Ty, (cos?0 — sen?6)

=
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B 1+ cos(20) 1 — cos(260)
Oxr = Oy + g, + TyySen(26)

2 2
— (1 — C(;S(ZQ)) ‘o, (1 + C(;S(ZQ)) ~ 1, sen(26) <:>
Toryr = Tyrgr = — (Gx _ Gy) sen(20) + T4, cos(20)
__Gx, _ (O‘x ‘; Gy) + (Gx ; Uy) c0s(20) + T,y sn(26) Eq (7.4.a), [1]
o), = (O‘x ‘; Gy) _ (Gx ; Uy) c0S(26) — Ty, sen(26) Eq (7.5), [1]
Toryr = Tyrger = — (Gx _ Gy) sen(260) + T4, cos(20) Eq (7.4.b), [1]
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22 Modo: Determinando o vetor tensao em um dos planos inclinados e suas
componentes.

Tomando, por exemplo, o plano de normal externa 1 = (cos0, sen®), vira:

N o [9x  Tyx] (cosfy (0xCc0os8 + Tysend
Pip = [Tptny = [Txy Oy ] '{Sene} | Txycos8 + g, 5enb

A componente normal do vetor tensdao dado acima sera:
0 =p 1 =0,c05°0 + g,sen*0 + 21,,,senbcosb

Ox T 0y

Oy — O
0= 0, = (T) + (%) cos(260) + Ty, sen(206)
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A componente gy, pode ser obtida lembrando que o trago do tensor das
tensdes é um invariante. Logo:

O, + O O, — O
Oy = (%) — (%) cos(20) — 1,y 5en(20)

Ja a componente cisalhante no plano inclinado pode ser obtida pelo produto
escalar entre o vetor tensao (obtido no slide 30) e o versor tangente t dado por:

T_X'Iyl
’ VY Txy Oxr t = (—senb, cosh)
y / -—
X Oy
6 —

X

Oy
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Resultando:
Tyryr = —(0x — 0y )senBcosO + 1,y (cos?6 — sen?0)
0y — 0y

Toryr = Tyrgr = — (T) sen(20) + Ty, cos(20)

Verifique que as expressdes obtidas utilizando os dois métodos sao as
mesmas!
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2. Convencao de sinais para a construcao grafica do
circulo de Mohr das tensoes:

2.1. Convencado utilizada no livro-texto:

Oy,
y 1 ——
O Ox
> -——
X
0y

TensGes normais: positivas se provocarem tracao, e negativas se causarem compressao;

TensOes cisalhantes: positivas se girarem o elemento no sentido anti-horario (como no
caso da tensdo 7,,, indicada no elemento acima) e negativas se girarem o elemento no
sentido horario (como no caso da tensdo 7, indicada no elemento acima).
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Deve-se observar que, neste caso, o0 eixo que indica as tensdes de cisalhamento no
espaco o X T deve estar orientado para baixo, como indicado abaixo:

Oy, .
- ——»yx
Tyx [T~""""3 de normal e,, Toy
O Ox
-4
1 / >
(257 tialaiiiii Sl Plano de normal e,
y
T
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2.2. Outra convencgdo possivel:

Oy,
A —_—
y Txy
-
Ox \ Ox
- -—
X O'yV

TensOes normais: positivas se provocarem tracao, e negativas se causarem compressao
(sem alteracdao em relacao a convencao do livro-texto);

Tensoes cisalhantes: positivas se girarem o elemento no sentido hordrio (como no caso
da tensdo 7, indicada no elemento acima) e negativas se girarem o elemento no
sentido anti-hordrio (como no caso da tensdo t,,, indicada no elemento acima).
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Deve-se observar que, neste 22 caso, o eixo que indica as tensdes de cisalhamento no
espaco g X T deve estar orientado para cima, como indicado abaixo:

A
T O-YA
_ 1 Tyx
Tyx [T~""""3 de normal éy
O Ox
1 / > )

(257 tialaiiiii Sl Plano de normal e,
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3. Método grafico para a construcao dos circulos de Mohr
(casos de estado plano de tensébes)

Em casos de estado plano de tensao, é possivel obter os circulos de Mohr das
tensdes utilizando um método grafico, baseado nas equacdes de transformacao
de tensao reescritas abaixo:

Oy + O Oy — O
Oy = ( ad y) + ( a y) cos(20) + 1,y sen(20)

Oy T+ O 0, — O
0y, = (%) — ( ad > y) cos(20) — 1,y sen(26)

Oy — O
Toryr = —( ad 5 y) sen(26) + 1,,cos(26)
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Consideremos como dados de entrada o estado de tensdes em um dado ponto
do sélido como o indicado abaixo (note que se trata de estado plano de tensdes):

VY Oy, .
1 Tyx
X pm —
\
Oy

Para o tracado do circulo de Mohr associado ao estado de tensdes indicado,
observamos que as rotacdes do elemento sao feitas em torno da direcao
principal e, (associada, neste caso, ao autovalor g, = 0, que ja é uma das
tensdes principais). O procedimento visa a obtencao das duas outras tensdes
principais para o tracado do circulo de Mohr correspondente a elas.
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Levando em conta que:

e Cada ponto do circulo de Mohr das tensbes esta associado as
componentes do vetor tensdao (o,7) que atuam em um determinado
plano. Em outras palavras, cada par (og,7) do circulo estd associado a
uma direcdo 11 = (cos0, senb, 0);

 Pelas equagdOes paramétricas vistas, um giro de 6 no elemento
corresponde a um giro de 260 no circulo correspondente;

* Dois planos (ou duas direcoes) ortogonais entre si correspondem a dois
pares (o, T) que sao diametralmente opostos no circulo de Mohr;

...0 seguinte procedimento permite o tracado do circulo de Mohr:
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12 Passo: posicionar os pares (o, T) associados aos planos de normal e, e éy no
circulo de Mohr (utilizando uma das duas convencdes de sinais apresentadas).
Para a figura abaixo, consideramos que g, >0, >0, sem perda de

generalidade. N
T
Tyx [~~~ "7 Plano de normal e,,
O
Vi
1 Lyx
O'x ' ‘ O-x O_II 0-’ OT
-
\J
Oy
/S S
i Plano de normal e,
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22 Passo: determinar o centro do circulo de Mohr correspondente

Como os planos de normal €, e €, correspondem a planos ortogonais, o
centro do circulo fica dado pela média aritmética entre gy e g,:

Oy + O
¢ = (Z22,0) = (00, 0)

32 Passo: determinar o raio do circulo de Mohr correspondente:

R = (@)2 +(ty,)
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42 Passo: Determinar as tensdes principais ¢’ e o'’, ordenar as tensdes,
e tracar os circulos (todos!).

(0x+ay) Oy — Oy 2
o'=0n,+R= + (T) + 15,

(O‘x + o0 ) Ox — Oy\2
" =0, —R= Y. _ (T) +T,%y
o, = max{o',c",0,}
o3 = min{o’,¢",0,}
0, = tensdo intermediaria entre o; e o3.
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4. Exemplo

7.3-1. Um elemento em estado plano de tensOes esta submetido as tensdes
gy =50 MPa, g, =30 MPa e 7,, =20 MPa. Determine as tensoes principais
e mostre-as em um esboco de um elemento adequadamente orientado.

Y
{ 5., =30 MPa
y
o
g, = 50 MPa
— — >
X
Tyxy=20 MPa
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Solucao:

Na solucao deste problema, vamos, inicialmente, obter férmulas gerais para determinar
as tensdes principais em casos de estado plano de tensdes. O tensor das tensdes para
um ponto do sélido nestas condicdes, escrito na base b = (éx, ey, éz) fica:

[T], = Tyy Oy 0

Para determinar as tensdes principais no ponto, aplicamos o procedimento geral visto
nas aulas anteriores:

O —0  Tyy 0
det| T,y o0,—0 0|=0
0 0 —0 |

Lembrando que 7,,, = Ty, (0 tensor das tensGes € sempre simétrico), ficaremos com:
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O —0  Tyy 0
det Toy o,—o 0]=0 > —a[(ax — a)(ay — 0) — T,%y] =0
0 0 —0 |

Assim uma das raizes sera, evidentemente, 0 = g, = 0 (ja que a face de normal
n = e, estd visivelmente descarregada (sem tensdes cisalhantes e sem tensdo
normal). As demais tensdes principais vém da solucdao da equacao de 22 grau:

(O'x—O')(O'y a) Txy

— (ox + 0y)0 + (040, —7%,) = 0

(Ux ‘; Gy) J(Gx + Gy) — 4(ox0y —13y)

20/08/2025 PME-3211/ Mecanica dos Sdlidos Il / Aula #06
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(Jx ; Gy) T > \/(Jx Jy) + 4(Txy)

_ (O'x + ay) + (O‘x ; ay)z N T,%y

Assim, as duas outras tensodes principais sao:

, (a+a) g, —O0
o = BB (BB,
., (a+a) Oy — Oy 2
o = xzy_ (%) +T9%y
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Resultando, finalmente:

o, = max{o',c",0,}
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o3 = min{o’,¢",0,}

...e 0, é a tensao principal intermediaria restante.

Aplicando diretamente os equacdes encontradas para o caso em tela, vira:

o, =50 MPa
g, =30 MPa >
Txy =20 MPa

20/08/2025

—

N 2
—+J(5° )"+ (20)? = 62,36 MP

2
: J(SO )"+ (20)2 = 17,64 MPa
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Resultando:

o, = max{c’,0",0,} = 62,36 MPa
o; = min{o’,6",0,} =0

o, = 17,64 MPa

Observacdo: note que, como esperado:

I =tr(T) =0y + 0y, + 0, =01 + 0, + 03
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Determinacdo da dire¢do principal 7, (associada ao autovalor o;):

Ox — Oj Tyx Tzx Ny i 0
Txz Tyz 0z — 0;] \ Ny, 0

Assim, para:
50 20 O B
[T], =120 30 0] (MPa) 0, = 62,36 MPa
0O 0 O
teremos:

—12,36 20 0 Ny1 0
[ 20 —32,36 0 ]{nyl} = {0}

0 0 —62,361 Nz
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—12,36 20 0 Ny1 0
20 —32,36 0 ]{nyl} = {0}

0 0 —62,361 Nz 0

Da 32 equacgao, é imediato ver que: n,4 = 0

A 12 e 22 equacgdes sao necessariamente |.d., de tal forma que basta usar uma delas:

12,36

—12,36nx1 + 20ny1 =0 © lel == 2—0

Ny1 = 0,618nx1

L :
080 . (1 0618; 0)

M )2 4(0,618)2

= (0,85066;0,52571; 0)
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61, = arccos(0,85066) = 31,72°

o, = 17,64 MPa

\ e o, = 62,36 MPa

. \ 01, = 31,72°

\
~
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