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Agenda

1. Circulos de Mohr das tensoes;
2. Maxima tensao de cisalhamento e planos em que atuam;

3. Transformacdo de tensdo para o caso geral.
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1. Circulos de Mohr das tensoes

Consideremos o estado de tensdes em um dado ponto P de um corpo, com relacao
a um sistema de eixos alinhados as direcdes principais de tensao naquele ponto:

\ 4
RQ

Oz

Sem perda de generalidade, podemos considerar:
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o, 0 O g, 0 0
[T] p = 0 0) y 0 = 0 o)) 0
0 0 o, 0 0 o3

Sao validas as relacoes:

{p} =I[Tl{n}

p=c¢+T=on+r1t

0% = g2 + 12 +

7]l = 1
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Assim, para um plano genérico de normal unitaria dada por:

= (ny,ny,ny)

b
obtemos:
oo 0 071Mmy o1 Ny
{p}=(0 oz 0Nyt =1021
0 0 o31\N; 03N,

E as relagOes: 5 5 5
ny+ny;+n; =1

-

0 =p- 1 =o0yn;+ o,n5 + 03n;

p? =0%+ 1% =0fng + o5ng + o5n;
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Colocando as relacdes anteriores na forma matricial, obtemos o sistema:

1 1 1](nZ 1
01 02 O3 lez, = o
of 03 0| \n2 0% + 1°

cuja solucdo fornece (admitindo, a priori, que as tensdes principais sao todas
diferentes entre si):

_(@—0)(o—a3) + 7

2
T (01 — 03)(0y — 03)

, (0—0)(0—03)+717
ny =

(02 — 01)(02 — 03)
, (0—0)(o—0y)+7°

"z (03 — 0y)(03 — 03)
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2 2 2
Observando que: ny =0, n; =0, nz >0

e lembrando que, por convenc3o e por hipdtese: 01 > 02 > 03

resulta da analise de sinal das expressdes anteriores que:

ngzcz(o-_o-Z)(o-_o-3)+T220 <:> (0‘—0‘2)(0'—0'3)+T220

(01 — 03)(0y — 03)

n§=(0_01)(0_03)+T220 > (000 —0;)+12 <0

(02 —01) (02 — 03)

n§=(0-_0-1)(0-_0-2)+T220 <:> (0-_0-1)(0-_0-2)+T220

(03 — 0y)(03 — 03)
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No espaco definido pelas componentes do vetor tensao associado ao ponto P,
as inequacdes dadas representam geometricamente a seguinte regiao

hachurada:

A

T .
Pares (o, T) associados a

planos paralelos a direcao
principal 71, (ou seja, com
ny, = 0).

Pares (o, T) associados
a planos paralelos a /
direc3o principal 71 (ou
seja, com n,, = 0).

Pares (o, T) associados a
planos paralelos a direcao
principal 773 (ou seja, com
n, = 0).
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Note:

y
Planos paralelos a direcao
principal 71; estdo associados a :> 01 <+
rotacdes do elemento de tensao X
4

em torno da direc3o 7.

A
Planos paralelos a direcdo principal 71, y ‘ll 03
estdo associados a rotagbes do elemento |:> 01
de tens3o em torno da direcdo 71,.

\ 4

X
4
< e o
Planos paralelos a direcao y
principal 713 estdo associados a 03
. " 01
rotacdes do elemento de tensao
em torno da diregdo 13. X |
03
4
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Observacoes:

1) Verificamos que nenhuma tensdo normal é superior a tensao
principal dada por g; (em valor algébrico);

2) Da mesma forma, verifica-se que nenhuma tensdao normal é inferior
a tensao principal dada por g3 (em valor algébrico);

3) A maior tensao de cisalhamento no ponto é dada por:
01 — O3
Toay ————
max 2

4) Tal tensao de cisalhamento maxima ocorre em planos cujas normais

unitarias formam angulo de 45° com as dire¢des principais 1, e 1.

5) Para um plano inclinado genérico (que ndo seja paralelo a nenhuma
direcao principal de tensao) as componentes ¢ e T do vetor tensao
associado estao dentro da regiao hachurada compreendida pelas trés
circunferéncias.
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2. Maxima tensao de cisalhamento e
planos em que atuam

Como vimos pelo estudo dos circulos de Mohr, a maxima tensao cisalhante
possivel em um dado ponto do sélido é dada por:
01 — 03

0-3 Oyp [0)
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Mostraremos, agora, que esta maxima tensao de cisalhamento ocorre em planos
paralelos a direc3o principal 7, e cujas nhormais externas formam angulos de 45°

. ~ . . . e d V' ~
com as diregdes principais 1n; e n3. Também veremos que a tensao normal atuante
nesses planos sera:

0-1+0-3
O =—
2

Como a maior circunferéncia esta associada a condicdo em que n, =0,

investigaremos os planos cuja normal externa é obtida por uma combinacao linear
dos versores 1, e 113, como indicado na figura:

03

X n = (cos0, 0, senb)
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031

=V

Ugl O3

Notemos, inicialmente, que, sendo 1 = (c0s0, 0, sen®), teremos:

6=0 = n=(100) =e,, (0g,T9) = (0¢,0)

[
0 = E > n= (01011) — é)Zi (0-9'7:9) = (0-310)

19/08/2025 PME-3211 / Mecéanica dos Sélidos Il / Aula #05 14



Escola Politécnica da Universidade de SGo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

Para um plano genérico nestas condi¢des (ou seja, tendo n,, = 0), 0
vetor tensao associado sera dado por:

01 0 01(cosB 01 cos6
=10 o, O 0 (= 0
0 0 o3l\send 03senf

A componente de tensao normal atuante nesse plano é:

—

09 = PN = 0,c05%0 + o35en?0

B 1+cos(20) N 1 cos(260)
%0 = 91\27 T2 B\27 7 2

o1+ 0O o1 — O
Og = (Q) + (%) cos(26)
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Chamando: t = (senb, 0, —cosH)

...vemos que a componente de tensao cisalhante atuante nesse plano é:

-

Tg = p+t = o;5enfcosO — o3senbcosH

=

01 — 03
Tg = (T) sen(26)
Observa-se, por fim, que as equacgoes:

Og = (%) + (%) cos(26) e Tg= (%) sen(26)

...S30 as equacoes parameétricas que descrevem a circunferéncia de raio R =
(01 —03)/2 ecentroem (0,7) = ((0; + 03)/2,0).
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03
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Convencao de sinais para indicar as tensdes normais e cisalhantes
(pares (o, 1)) nos circulos de Mohr das tensdes:

A O-yA T
y | twx
> O-x O-X
X ~—
O'yV

Tensdes normais: positivas se provocarem tracao, e negativas se causarem
compressao;

TensOes cisalhantes: positivas se girarem o elemento no sentido horario (como no
caso da tensdo T,, indicada no elemento acima) e negativas se girarem o elemento

no sentido anti-horario (como no caso da tensdo 7, indicada no elemento acima).
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3. Transformacao de tensao para o caso geral

Sejam [T], e [T],, as matrizes do tensor das tensdes de um mesmo ponto

de um sdlido, porém escritas em bases diferentes. E possivel mostrar que:

[T]y, = [M]*[T],[M]

onde:

[M] = matriz de mudanca de base (da base b para a base b’).
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Demonstracao:
Consideremos duas bases ortonormais, com orientacdes positivas, formadas

pelos versores:
- - - / - - -
b = (ex, €y, ez) e b = (exr )€y ,ezr)
Tomemos ¥ um vetor qualquer do espaco, com componentes:

B}y = (vy, vy, vz)b = U6y + V)€ + V€,

{U}br = (Ux',vy’,vzl)b, = V,r€,r + Vyreyr +v,e,
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Consideremos também que os versores da base b’ sejam escritos na base b na forma:

!

@
|

mq1€, + myq €y, + mj3q €,

{

e.!r = mlzéx + mzzéy + m32é>z

{

I = My36x + My3€y + M33€,

@

Logo, podemos escrever:
(T} = (Ve vy, vz)b = V€ + V) €y + 1,6,
{1_7)}191 = (er,vyr,vzr)b, = eré)xr + Uyré)yr + Uzré)zr
U}y = vy (my,8y + my €, + m3z,8,) +
+v,(My28y + My, + m3y8,) +

+Uzl(m138x + m23ey + m33ez)
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(7}, = (vy, vy, vz)b = Vyéx T Ve, + V€,
{ﬁ}b — (mllvx’ + m12vy’ + m13vz’)é>x +
+(m21vx’ + mzzvy’ + m23vzl)ey +
+(’m311}xr + m3217yr + m33vzl)é>z +
Logo: Uy my1 My M3 (Vy!

Uy =My My Moz |V,

y
U, mzqy Mgy M3z | \V,/

b b’

v}y, = [MI{v},
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A matriz [M] é a matriz de mudanca de base (entre as bases b e b’):

[= =1 [~ [
iMqy1) 1My 1Mq3)

Como a matriz [M] é formada pelos cossenos diretores dos angulos que
cada um dos versores da base b’ forma com os versores da base b, ela exibe
algumas propriedades interessantes como:

det[M] = 1 [M]~* = [M]*
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Sejam agora [T], e [T],’ as matrizes do tensor das tensdes de um
mesmo ponto P de um sdlido, escritas respectivamente nas bases b e
b’. Seja n a normal externa a um dado plano que passa por B e g o
vetor tens3o associado ao ponto P e ao plano de normal externa 7.

Temos:

{8}y = [Tlpin}y P}y = [Ty {n}y

E, do exposto:

{0}, = IMl{p}, {n}, = [M]{n},
Logo: [MI{p}, = [T1,[IMI{n}y & {p}, = [M]'[T],[M]{n},,

[T]y = [M]*[T]p[M]
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