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Comprimento de flambagem
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𝓁𝑓 → comprimento de flambagem

• Forma geral da carga crítica:

(comprimento de uma semionda)
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Tensões críticas
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• Definição de tensão crítica:
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𝜎𝑐𝑟 =
𝑃𝑐𝑟
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• Raio de giração:

𝑖 =
𝐼

𝐴

• Tensão crítica em função do raio de 
giração:

𝜎𝑐𝑟 =
𝜋2𝐸𝑖2

𝓁𝑓
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• Índice de esbeltez:

𝜆 =
𝓁𝑓
𝑖

• Tensão crítica em função do índice de esbeltez:

𝜎𝑐𝑟 =
𝜋2𝐸

𝜆2

𝐸 = 200 𝐺𝑃𝑎 𝜎𝑒 = 250 𝑀𝑃𝑎

𝜎𝑐𝑟 < 𝜎𝑒 ⇒ 𝜆 > 88,9 𝑀𝑃𝑎
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Colunas com cargas excêntricas
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𝑒 → excentricidade

𝑣 𝑥 = 𝐴 sen 𝑘𝑥 + 𝐵 cos 𝑘𝑥 + 𝐶𝑥 + 𝐷

𝜃 𝑥 = 𝑣′ = 𝑘𝐴 cos 𝑘𝑥 − 𝑘𝐵 sen 𝑘𝑥 + 𝐶

𝑀 𝑥

𝐸𝐼
= 𝑣′′= −𝑘2 𝐴 sen 𝑘𝑥 − 𝑘2 𝐵 cos 𝑘𝑥

= 𝑘2 𝐶
𝑉 𝑥

𝐸𝐼
= 𝑣′′′ + 𝑘2𝑣′

𝑣 0 = 0 ⇒ 𝐵 + 𝐷 = 0

𝑣 𝐿 = 0 ⇒ 𝐴 sen 𝑘𝐿 + 𝐵 cos 𝑘𝐿 + 𝐶𝐿 + 𝐷 = 0

𝑀 0 = 𝑃𝑒 ⇒ 𝐵 = −𝑒

𝑀 𝐿 = 𝑃𝑒 ⇒ 𝐴sen 𝑘𝐿 + 𝐵 cos 𝑘𝐿 = −𝑒

⇒ 𝐷 = 𝑒

⇒ 𝐶 = 0

⇒ 𝐴 = −𝑒
1 − cos 𝑘𝐿

sen 𝑘𝐿
= −𝑒 tan

𝑘𝐿

2

⇒ 𝑣 𝑥 = −𝑒 tan
𝑘𝐿

2
sen 𝑘𝑥 + cos𝑘𝑥 − 1

Note que, neste caso, não existe a solução trivial!
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𝑣 𝑥 = −𝑒 tan
𝑘𝐿

2
sen 𝑘𝑥 + cos𝑘𝑥 − 1

• Curva de deflexão:

• A deflexão máxima ocorre no meio do vão:

= 𝑒 tan
𝑘𝐿

2
sen

𝑘𝐿

2
+ cos

𝑘𝐿

2
− 1𝛿𝑚á𝑥 = −𝑣

𝐿

2
= 𝑒 sec

𝑘𝐿

2
− 1

• Em função da carga crítica:

𝛿𝑚á𝑥 = 𝑒 sec
𝜋

2

𝑃

𝑃𝑐𝑟
− 1

• Note que para ⇒ 𝛿𝑚á𝑥 → ∞𝑃 → 𝑃𝑐𝑟
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Sabendo que na treliça da figura todas as barras são
prismáticas e têm a mesma rigidez à flexão EI, pede-se
determinar o máximo valor de P de forma a não
ocorrer flambagem em nenhuma das barras.

𝐹𝐴𝐵 = 4𝑃 tração

𝐹𝐴𝐷 = 15𝑃 tração

𝐹𝐶𝐷 = −16𝑃 compressão

𝐹𝐵𝐷 = −9𝑃 compressão

𝐹𝐵𝐸 = 5𝑃 tração

𝐹𝐷𝐸 = −4𝑃 compressão

• Forças nas barras

• Carga crítica em cada barra:

𝐹𝑐𝑟 =
𝜋2𝐸𝐼

𝓁2

• Valores críticos de 𝑃 em cada barra

(Só interessam as barras comprimidas)

Barra CD 𝑃𝑐𝑟 =
𝜋2𝐸𝐼

256𝐿2

Barra BD 𝑃𝑐𝑟 =
𝜋2𝐸𝐼

81𝐿2

Barra DE 𝑃𝑐𝑟 =
𝜋2𝐸𝐼

64𝐿2

• Valor crítico de 𝑃 para toda a treliça:

𝑃𝑐𝑟 =
𝜋2𝐸𝐼

256𝐿2
(é o valor mínimo!)
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A estrutura da figura é composta por duas barras iguais, BC e
CD, de comprimento L. A barra BC está engastada em B e
articulada à barra CD em C. A barra CD, por sua vez, está
articulada em D. Sobre a barra BC está aplicado um
carregamento distribuído de intensidade q, constante.
Conhecidos o módulo de elasticidade E, a área da seção
transversal A e o momento de inércia I das barras, pede-se
calcular:

a) a força que atua na barra CD;

b) o máximo valor de q para que não ocorra flambagem da 
barra CD.
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• Princípio da Energia Complementar Mínima
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• Barra CD

𝑈𝐶𝐷 =
𝑃2𝐿

2𝐸𝐴
⇒
𝜕𝑈∗

𝐶𝐷

𝜕𝑃
=
𝑃𝐿

𝐸𝐴

• Voltando ao Princípio da Energia Complementar Mínima

⇒ 𝑃 =
3

8

𝐿3𝐴

𝐿2𝐴 + 3𝐼
𝑞

𝑃𝐿2

3𝐸𝐼
+
𝑃𝐿

𝐸𝐴
=
𝑞𝐿4

8𝐸𝐼
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• Carga de Euler para coluna biapoiada:

𝑃𝑐𝑟 =
𝜋2𝐸𝐼

𝐿2

• Máximo  valor de 𝑞 para não ocorrer flambagem:

𝑞𝑐𝑟 =
8𝜋2𝐸𝐼 𝐿2𝐴 + 3𝐼

3𝐿5𝐴
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