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Exercicio:

A estrutura ABCD da figura é horizontal. A barra BD z
esta soldada em B a barra ABC e forma com ela um
dngulo reto. A estrutura esta engastada nos pontos A
e C. Em D estdo aplicados uma forga vertical P e um
torque T. As barras tém mesma rigidez flexional EI e

. . ~ 4
mesma rigidez a torg¢do GIp = EE I. Sabendo que a
energia complementar devida a for¢a cortante é

desprezivel, pedem-se:
a) o deslocamento vertical do ponto D;
b) a rotagdo do ponto D em torno da diregdo y.
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a) Calculo do deslocamento vertical em D

* Somente a parte simétrica do carregamento
colabora:

N
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DCL

M, Cz
,/MC"

Z A
c ./XC
YC MCy
/ - |
X
MAZ
A
Za
XA 1/A MAy

* Grau de hiperestaticidade:

6 equacgoes
Foss
12 incoégnitas
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* Equilibrio:
MCZT / 2XE, =0 =>X,+X:=0
M ~ 7
“ Nao ha nenhum esforco
z ZC| /X aplicado na direcdo de x = Xa=Xc=0
1 o = Moy X, =0=Y,+Y, =0
RN )

Simetria = Y,=Y, =0
X ZFZ=0:>ZA+ZC_P=O
: Simetria = Z,=Z;=P/2

5 ZMCx:()ﬁMAx‘l'MCx—PL:O
y i Simetria = My, = M, = PL/2
ZMC_’V =0 :MA_’V +Mcy_ZA2L+PL= 0
Ax Simetria = MAy: —Mcy =0=0

A estrutura é simétrica = MA;F _MCy = M (incdgnita)
e estd submetida a um M, =0 = My, + My, + Y,2L =0
carregamento
simétrico Como Y, = 0 ndo ha nenhum esforgo que

N tende a girar a estrutura em torno de z
As reacdes tem que ser

simétricas = My,= M.,=0
* Grau de hiperestaticidade considerando a simetria:

0 equacodes B } g=1
1 incégnitas (M)

PME 3211 - Mecéanica dos Sélidos Il - Aula #23 11/11/2025



N

PL/2 P2

* Principio da Energia Complementar Minima
au*
oM
Ur = U;lexéo + U:or(;éo

0
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PL

/

7K1\7I—PL/2

X

PL/2

PL/2
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* Energia complementar

M
1 (L oM oM
Ef M AB J MBC EC dx
PL oMz, L 9Ty
Mg, ———d +— T d
e J B0 o TG ), AP am X
_ ' L L
RM—PL/Z 1 f 0Tgc 1f 0Tgp
— | T — | T —dx =0
e ), e Xt Er ) T
M
* Varias dessas parcelas sao nulas:
1 (Lt oM oM
T Ej Mas 551 ¢ j Mocgpg X =0
PL/2 0
2 (L OM g
>—| M —dx =0
EIJO 48 am X
PL/2
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L oM
PL/2 AB
M —dx =0
/ J(-) AB 517 X
c—
P _ P 0Myp
P2 Map =M =5 x oM
Ly p
=>f <M——x> dx =0
M
/ gL _ g
= —_— =
PL/2 o2 4
I PL
>M=—
M M 4
PL
\
7KM—PL/2

|
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* Apds a resolucao do problema hiperestatico * E com os diagramas de esforgos solicitantes:
ficamos com o DCL:

PL/2 M PL/4

v

<——— PL/4

PL
P/2 .
R—PLM
PL/4
T—» PL/4
PL/2 T
P/2 PL/2
PL/2
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* O deslocamento vertical do ponto D é calculado
M PL/4 usando o Teorema de Crotti-Engesser

au*

dP

* ou, na forma modificada do Segundo Teorema
de Castigliano:

5 =
PL

/

7K—PL/4 1 (L OM,p 1 jL oMz
Elfo a8 ~gp Xt g ) Mec—gpdx
OMzp 1 (L 0Ty
— | Mpp—Pax+—| T
* Elfo BD " 5p dx+c;1pj a8 5p 9

1 (X 0Ty 1 (L 9Ty
+— | Tye—ocdx+— | Tgp—d
T GIPj BC gp GIP_[ BD ap X
PL/2

PL/4

* ou, eliminando parcelas nulas e considerando
simetrias:

2 (L aMAB 6MBD
= E] Mpp —+— JMBD
0

6TAB

PL/2 2 L
iy
+GIP,[ a8 5p X
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M PL/4 2 (L OM,p oMz
= — | MyE—= — | Mgp—--d
0 EIJO a8 ~gp 94X T Elf B0 5p X
2 (L 0Ty
+—J Tip ——dx
PL__ Glp ), 4% op
| P Mz 1
S ——pLsa Myp = (L= 22) 3 ;B =, L -2x
PL/ Mpc = Px alawlfc -
7o =tk 0T,p L
T B2 oP 2
PL/2
=) 8Elf (L —2x)%dx + —f x?dx +
5 PL3 N PL3 N PL3
st =
24E1 ' 3EI ' 2Glp
PL/2
pPL3
=8 =—
0= "5
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Exercicio:

A estrutura ABCD da figura é horizontal. A barra BD z
esta soldada em B a barra ABC e forma com ela um
dngulo reto. A estrutura esta engastada nos pontos A
e C. Em D estdo aplicados uma forga vertical P e um
torque T. As barras tém mesma rigidez flexional EI e

. . ~ 4
mesma rigidez a torg¢do GIp = EE I. Sabendo que a
energia complementar devida a for¢a cortante é

desprezivel, pedem-se:
a) o deslocamento vertical do ponto D;
b) a rotagdo do ponto D em torno da diregdo y.
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b) Célculo da rotacdo em D em torno de y

* Somente a parte antissimétrica do carregamento

colabora:
DCL

z Z
B y
|D T
A —— ¢
. MAZ T
A
Zy
XA > Vi
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* Equilibrio:
M ZFx=0=>XA+XC=O
¢/MC" Né(? ha nenhl{m e~sforgo S X, =Xo =0
B aplicado na direcao de x
LI 5B, =0 =Y, +Y =0
Ye Mey = YA: _YC =0

ZFZZO ﬁZA'l'ZC =0
= 7Z,= —Z, = F (incognita)

XMcy = 0= My, + M, =0
2 N3o ha nenhum torque para
resistir na direcao x
IMcy = 0= Myy +Mgy —Z4 2L+ T =0
/ Antissimetria = My, = M¢,, = —T (incégnita)
Max XMc, =0 = My, + M, + Y,2L =0

Nao ha nenhum esforco aplicado que My, = M,
faria a estrutura girar em tornode z = { Y, =0

* Grau de hiperestaticidade considerando a simetria:
1equacdo: 2T + F2L =T
2 incognitas (FeT) }

* Incégnita hiperestatica:

= MAx: MCx =0

A estrutura é simétrica e esta submetida a
um carregamento antissimétrico

= As reacoes tem que ser antissimétricas

g=1

Vamos adotar F
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M

l T + FL

~3
A
A

T+ FL

* Principio da Energia Complementar Minima

=90
oF
U= U;lexéo + U:or(;éo
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M * Energia complementar

1 (L My Mg
Elf 4B dx+EIJ0 BCgF 9

aM 1 L oT
T+FL J MBD BD G_Ipf TAB a;B dx

L 9Ty 1 (L aTyp
T-I—FL +G_1Pf TBC 6F dx+ _f TBD aF dx 0

EIl

* Varias dessas parcelas sao nulas:

T 1 (L OM,p OMp,
—| M M
EI,[O a8 9% +E1j B gp 9

T 2 (* OMyp
=" | M —
/ EI fo a8 X =0
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~3
A

A

aM
) j MAB AB dx = 0

_ T
Myg =T +Fx=2+F(x—L)

aMAB

=>f ( +F(x—L)>(x—L)dx—O

T +FL 3T

T+FL
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* Apds a resolucao do problema hiperestatico * E com os diagramas de esforgos solicitantes:
ficamos com o DCL:
M T
! T 4
3T 4 -
— 2
4L
i | >> T T
T 2
4

Y
Y

B

E S
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* Arotacdo do ponto D na dire¢ao do eixo y é

M calculada usando o Teorema de Crotti-Engesser
T
% aUu*
T 4 0 = —
2 oT

* ou, na forma modificada do Segundo Teorema
de Castigliano:

N 3

0= 1JLM Mg +1fLM OMsc
~E1), ot YT EL), B¢ Tar

1 (L OMzp 1 (L 0Ty
— | Mgy —=dx+—— | Tap—22d
+E1j0 BD 5T dx+c;1pj0 T

T 1 (L 9Ty 1 (L 9Ty
— | Tge—tdx+— | Tgp—d
/ +G1pjo BCTaT x+GIPj0 BD gy ¥

T * ou, eliminando parcelas nulas e considerando
i simetrias:

B!

2 (L OM 5 1 (L 9Ty
= 2| Myp—2Pdx+— | Tpp—22d
¢ EI,[O AB 9T dx+(;1pf0 BD g X
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T

3T 4
4L

N~

N~

13

2 (L OM 5 1 (¥ 9T
0= — | Myp—2Zdx+—| Tpp—224
Eljo 4B 9T x+(;1pj BD g X
o T3, OMup _1(3x
4B\ L oT 4\ L
T =T =
Bb ar 1
o= T [(3*_1) 4 + jd
= = — _— -
8EI ), \ L *Tep ),
TL TL
=0
8EI ' Glp
11TL
i —
8 EI
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Exercicio:

A estrutura ABC da figura esta contida em um

plano horizontal. Ela é formada por uma barra

dobrada em dngulo de 90° de comprimento

2L, engastada em A e em C. Essa barra tem rigidez /
flexional EI e rigidez a tor¢do GIp. Pede-se X
calcular o deslocamento vertical sofrido pelo ponto

B quando a ele é aplicada uma forga vertical P.

Notas:

1) Despreze a contribuigdo das forgas cortantes a

energia complementar.

2) Adotar GIp = EEI

11/11/2025 PME 3211 - Mecéanica dos Sélidos Il - Aula #23

20



Escola Politécnica da Universidade de SGo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

DCL

Equilibrio:
quilibrio Grau de hiperestaticidade: g = 1

PL
ZMAxZO:>M1+M2:7

PL Vamos escolher M; como incognita hiperestatica.
IMyy, = 0> My + M, =5
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oU* aMCB 1
— M T, =0
aM1 J CB(x) +GIP.I CB(x)a M, dx
M = m, =P, - FL o Mo _
CB(x)—Ex_ 2 =X+ My —— oM,
T —
cB(x) 6M1
M - L Y YA A PR JLMd 0
: - >—| (= -— =
2 Er), \2* T T ) T g ),
. Pl 7PL
= =— S
179 27 18
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o' _
oP

oM 1 ; aT, 1)

cB 4 cs . -2

EIfMCB() +GIPJTCB() X—Z

P 7PL  0Mcp x 7L

M = x— =
csX) =X =G 2 G- =51

PL 9T,z L
Tes ) =g =5p =7

1 (L/pP 7PL\ (x 7L 5 (LPLL )
dx ——dx =—

- 2 18) “Ta4E1), 99 2

P =
PL 5 El),\2" " 18 J\2 18
9
5 _PL
20 =——
9F]
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Referéncia

Martins, C.A. Introdugéo ao Estudo da Flambagem de Barras. Disponivel no
Moodle
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